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ПРО ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ МНОГОЧЛЕННИХ МАТРИЦЬ НАД ПОЛЕМ

The polynomial (n\times n) matrices A(\lambda ) and B(\lambda ) over a field \BbbF are called semiscalar equivalent if there exists a nonsingular
(n\times n) matrix P over \BbbF and an invertible (n\times n) polynomial matrix Q(\lambda ) over \BbbF [\lambda ] such that A(\lambda ) = PB(\lambda )Q(\lambda ).
We establish conditions under which nonsingular polynomial matrices A(\lambda ) and B(\lambda ) are semiscalar equivalent. As a
consequence, we present the conditions of equivalence and similarity of two sets of (n \times n) matrices over an arbitrary
field \BbbF .

Кажуть, що многочленнi (n \times n)-матрицi A(\lambda ) i B(\lambda ) над полем \BbbF напiвскалярно еквiвалентнi, якщо iснують
неособлива матриця P над \BbbF та зворотна многочленна (n\times n)-матриця Q(\lambda ) над \BbbF [\lambda ] такi, що A(\lambda ) = PB(\lambda )Q(\lambda ).
Встановлено умови, за яких неособливi многочленнi матрицi A(\lambda ) i B(\lambda ) напiвскалярно еквiвалентнi. Як наслiдок,
наведено умови еквiвалентностi та подiбностi двох наборiв (n\times n)-матриць над довiльним полем \BbbF .

1. Вступ. Нехай \BbbF — довiльне поле. Введемо позначення: \BbbF n,m i \BbbF n,m[\lambda ] — множини (n \times 
m)-матриць над полем \BbbF та кiльцем многочленiв \BbbF [\lambda ] вiдповiдно, In — одинична матриця
вимiрностi n, 0n,k — нульова (n\times k)-матриця. Для неособливої матрицi B(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] через
B\ast (\lambda ) позначимо взаємну матрицю для B(\lambda ), тобто B\ast (\lambda )B(\lambda ) = In \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}B(\lambda ). Символ t

означає транспонування матрицi.

Кажуть, що матрицi A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] напiвскалярно еквiвалентнi [6], якщо iснують не-
особлива матриця P \in \BbbF n,n i матриця Q(\lambda ) \in GL(n,\BbbF [\lambda ]) такi, що A(\lambda ) = PB(\lambda )Q(\lambda ). Якщо
ж A(\lambda ) = Q(\lambda )B(\lambda )P, то в цьому випадку кажуть, що матрицi A(\lambda ) i B(\lambda ) є PS-еквiвалентними
[12]. Отже, якщо матрицi A(\lambda ) i B(\lambda ) напiвскалярно еквiвалентнi, то транспонованi матрицi
At(\lambda ) i Bt(\lambda ) є PS-еквiвалентними. Очевидно, якщо матрицi A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] напiвскаляр-
но еквiвалентнi (PS-еквiвалентнi), то вони еквiвалентнi. Легко переконатись у тому, що обернене
твердження не завжди є правильним. Iншими словами, з еквiвалентностi матриць A(\lambda ) i B(\lambda )

не завжди випливає напiвскалярна еквiвалентнiсть (PS-еквiвалентнiсть) цих матриць.

Якщо \BbbF — нескiнченне поле, то неособлива матриця A(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] перетвореннями на-
пiвскалярної еквiвалентностi зводиться до нижньої трикутної матрицi (див. [6]). Таким чином,
для A(\lambda ) iснують матрицi P \in GL(n,\BbbF ) i Q(\lambda ) \in GL(n,\BbbF [\lambda ]) такi, що

PA(\lambda )Q(\lambda ) = TA(\lambda ) =

\left[    
a1(\lambda ) 0 . . . . . . 0

t21(\lambda ) a2(\lambda ) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

tn1(\lambda ) tn2(\lambda ) tn3(\lambda ) . . . an(\lambda )

\right]    ,
де aj(\lambda ) — iнварiантнi многочлени матрицi A(\lambda ), тобто a1(\lambda )| a2(\lambda )| . . . | an(\lambda ) (дiлить) i
aj(\lambda )| tij(\lambda ) для всiх 1 \leq j < i \leq n. Крiм цього, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} tij(\lambda ) < \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} ai(\lambda ) для всiх 1 < i \leq n. Заува-
жимо, що матриця TA(\lambda ) визначена неоднозначно. Проте неособлива матриця A(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ]

над скiнченним полем \BbbF не завжди перетвореннями напiвскалярної еквiвалентностi зводиться
до нижньої трикутної матрицi TA(\lambda ) (див. приклади в [26, 27]).
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Незважаючи на значну кiлькiсть статей, у яких дослiджувалась задача про напiвскаляр-
ну еквiвалентнiсть, канонiчної форми для многочленних матриць над полем \BbbF щодо таких
перетворень не встановлено. Можна стверджувати, що якщо для неособливої матрицi A(\lambda )

виконується \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(\lambda ) > n, то канонiчна форма для A(\lambda ) щодо перетворень напiвскалярної
еквiвалентностi може iснувати лише в окремих дискретних випадках. В роботах [8, 9, 26] для
матричної в’язки A(\lambda ) = A0\lambda  - A1 \in \BbbF n,n[\lambda ] над довiльним полем \BbbF з неособливою матрицею
A0 встановлено канонiчнi форми щодо перетворень напiвскалярної еквiвалентностi в термi-
нах клiтин Фробенiуса (приєднаних матриць), якi побудовано за елементарними дiльниками та
iнварiантними многочленами A(\lambda ).

Перетворення напiвскалярної еквiвалентностi виявились добрим технiчним iнструментом
при встановленi умов [6], за яких для неособливої матрицi A(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] над алгебраїчно замк-
неним полем \BbbF характеристики нуль iснує дiльник B(\lambda ) = In\lambda 

r +
\sum r

i=1
Bi\lambda 

r - i \in \BbbF n,n[\lambda ], де
r < \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}A(\lambda ). В роботах [3 – 7, 12, 26, 27] наведено застосування напiвскалярної еквiвалентностi
до задачi про подiбнiсть неособливих многочленних матриць над алгебраїчно замкненим полем
характеристики нуль. Зазначимо, що напiвскалярна еквiвалентнiсть регулярних матричних по-
лiномiв має застосування до задач класифiкацiї лiнiйних керованих систем, коли допускається
замiна базисiв у просторах стану та вхiдних даних (див. [13, 14, 25, 27]).

Очевидно, якщо неособливi матрицi A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] напiвскалярно еквiвалентнi, то
визначники цих матриць асоцiйованi. В цьому зв’язку об’єктом дослiдження будуть пари не-
особливих необоротних матриць над довiльним полем \BbbF з асоцiйованими визначниками. У
цiй статтi встановимо умови, за яких неособливi матрицi A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] напiвскалярно
еквiвалентнi. Крiм цього, наведемо умови, за яких два набори (n\times n)-матриць над довiльним
полем \BbbF строго еквiвалентнi та подiбнi.

2. Основний результат. Прямий добуток (n\times m)-матрицi A =
\bigl[ 
aij

\bigr] 
та матрицi B позна-

чимо так:

A\otimes B =

\left[   a11B . . . a1mB
... . . .

...
an1B . . . anmB

\right]   .
Однiєю з важливих властивостей прямого добутку є те, що вiн дозволяє перетворювати матри-
цю на вектор-стовпчик. Матрицi A поставимо у вiдповiднiсть вектор-cтовпчик, який побудо-
ваний за її елементами таким чином (див. [22]):

\bfv \bfe \bfc (A) =
\bigl[ 
a11 a21 . . . an1 a12 a22 . . . a2n . . . a1m a2m . . . anm

\bigr] t
.

Нехай визначники неособливих матриць A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] асоцiйованi, тобто \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}B(\lambda ) =

b(\lambda ) = p \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(\lambda ), де p \in \BbbF . Матрицям At(\lambda ) i B\ast (\lambda ) поставимо у вiдповiднiсть матрицю
At(\lambda ) \otimes B\ast (\lambda ). Елементи матрицi At(\lambda ) \otimes B\ast (\lambda ) подiлимо з остачею на многочлен b(\lambda ).

В результатi отримаємо At(\lambda ) \otimes B\ast (\lambda ) = D(\lambda )b(\lambda ) + R(\lambda ), де D(\lambda ), R(\lambda ) \in \BbbF n2,n2 [\lambda ] i
\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}R(\lambda ) < \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} b(\lambda ). Зрозумiло, що таке зображення для матрицi At(\lambda ) \otimes B\ast (\lambda ) визначене
однозначно. З огляду на викладене вище сформулюємо основний результат цiєї статтi.

Теорема 1. Нехай визначники неособливих матриць A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] асоцiйованi, тоб-
то \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}B(\lambda ) = b(\lambda ) = p \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(\lambda ), де p \in \BbbF i \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} b(\lambda ) = r \geq 1. Нехай, далi, At(\lambda ) \otimes B\ast (\lambda ) =

D(\lambda )b(\lambda ) + R(\lambda ), де D(\lambda ), R(\lambda ) \in \BbbF n2,n2 [\lambda ] i \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}R(\lambda ) < \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} b(\lambda ). Матрицi A(\lambda ) i B(\lambda )
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напiвскалярно еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли однорiдне рiвняння R(\lambda )X = 0n2,1 має
розв’язок

X0 =
\bigl[ 
v1 v2 . . . vn . . . vn2 - n+1 vn2 - n+2 . . . vn2

\bigr] t \in \BbbF n2,1

такий, що матриця V =

\left[     
v1 vn+1 . . . vn2 - n+1

v2 vn+2 . . . vn2 - n+2
...

...
...

...
vn v2n . . . vn2

\right]     \in \BbbF n,n неособлива.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай неособливi многочленнi (n \times n)-матрицi A(\lambda ) i B(\lambda )

напiвскалярно еквiвалентнi, тобто

A(\lambda ) = PB(\lambda )Q(\lambda ), (1)

де P \in GL(n,\BbbF ) i Q(\lambda ) \in GL(n,\BbbF [\lambda ]). Очевидно, що визначники матриць A(\lambda ) i B(\lambda )

асоцiйованi, тобто \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}B(\lambda ) = b(\lambda ) = p \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(\lambda ), де p \in \BbbF . Iз рiвностi (1) отримуємо

B\ast (\lambda )P - 1A(\lambda ) = b(\lambda )Q(\lambda ). (2)

Покладемо

V = P - 1 =

\left[    
v1 vn+1 . . . vn2 - n+1

v2 vn+2 . . . vn2 - n+2

. . . . . . . . . . . .

vn v2n . . . vn2

\right]    ,

Q(\lambda ) =

\left[    
q1(\lambda ) qn+1(\lambda ) . . . qn2 - n+1(\lambda )

q2(\lambda ) qn+1(\lambda ) . . . qn2 - n+2(\lambda )

. . . . . . . . . . . .

qn(\lambda ) q2n(\lambda ) . . . qn2(\lambda )

\right]    .
Тепер рiвнiсть (2) запишемо у виглядi (див. [22], глава 3)\bigl( 

At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda )
\bigr) 
\bfv \bfe \bfc (V ) = b(\lambda )\bfv \bfe \bfc (Q(\lambda )). (3)

Елементи матрицi At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda ) подiлимо на b(\lambda ) з остачею. Отже,

At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda ) = D(\lambda )b(\lambda ) +R(\lambda ),

де D(\lambda ), R(\lambda ) \in \BbbF n2,n2 [\lambda ] i \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}R(\lambda ) < \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} b(\lambda ). Таким чином, iз рiвностi (3) отримуємо

R(\lambda )\bfv \bfe \bfc (V ) = b(\lambda )
\bigl( 
\bfv \bfe \bfc (Q(\lambda )) - D(\lambda )\bfv \bfe \bfc (V )

\bigr) 
.

Оскiльки \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}R(\lambda ) < \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} b(\lambda ), то з останньої рiвностi одержуємо R(\lambda )\bfv \bfe \bfc (V ) = 0n2,1.

Отже, для однорiдного рiвняння R(\lambda )X = 0n2,1 iснує нетривiальний розв’язок X0 =

\bfv \bfe \bfc (V ) \in \BbbF n2,1, який побудований за елементами неособливої матрицi V = P - 1.

Необхiднiсть доведено.
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Достатнiсть. Нехай для однорiдного рiвняння R(\lambda )X = 0n2,1 iснує нетривiальний роз-

в’язок X0 =
\bigl[ 
v1 v2 . . . vn . . . vn2 - n+1 vn2 - n+2 . . . vn2

\bigr] t \in \BbbF n2,1 такий, що матриця

V =

\left[    
v1 vn+1 . . . vn2 - n+1

v2 vn+2 . . . vn2 - n+2

. . . . . . . . . . . .

vn v2n . . . vn2

\right]    \in \BbbF n,n неособлива.

Прямий добуток матриць At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda ) запишемо у виглядi

At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda ) = D(\lambda )b(\lambda ) +R(\lambda ),

де D(\lambda ), R(\lambda ) \in \BbbF n2,n2 [\lambda ] i \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}R(\lambda ) < \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} b(\lambda ). Останню рiвнiсть помножимо справа на
вектор X0. В результатi отримаємо

At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda )X0 = b(\lambda )D(\lambda )X0 +R(\lambda )X0. (4)

Оскiльки R(\lambda )X0 = 0n2,1, то з рiвностi (4) маємо At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda )X0 = b(\lambda )D(\lambda )X0. Покладемо

D(\lambda )X0 = \=q(\lambda ) =
\bigl[ 
q1(\lambda ) q2(\lambda ) . . . qn(\lambda ) . . . qn2 - n+1(\lambda ) qn2 - n+2(\lambda ) . . . qn2(\lambda )

\bigr] t \in \BbbF n2,1.

На пiдставi викладеного вище рiвнiсть At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda )X0 = b(\lambda )\=q(\lambda ) запишемо у виглядi (див.
[22], глава 3)

B\ast (\lambda )V A(\lambda ) = b(\lambda )Q(\lambda ), (5)

де матриця Q(\lambda ) =

\left[    
q1(\lambda ) qn+1(\lambda ) . . . qn2 - n+1(\lambda )

q2(\lambda ) qn+1(\lambda ) . . . qn2 - n+2(\lambda )

. . . . . . . . . . . .

qn(\lambda ) q2n(\lambda ) . . . qn2(\lambda )

\right]    \in \BbbF n,n[\lambda ] побудована за елемен-

тами вектора q(\lambda ).

Оскiльки B\ast (\lambda )B(\lambda ) = Inb(\lambda ), то з рiвностi (5) дiстаємо V A(\lambda ) = B(\lambda )Q(\lambda ). Переходячи
до визначникiв в обох частинах цiєї рiвностi, отримуємо

(\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}V ) \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(\lambda ) = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}B(\lambda )(\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}Q(\lambda )).

Оскiльки визначники матриць A(\lambda ) i B(\lambda ) асоцiйованi i \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}V \not = 0, то з останньої рiвностi
маємо \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}Q(\lambda ) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} \not = 0, тобто Q(\lambda ) \in GL(n,\BbbF [\lambda ]).

Отже, A(\lambda ) = V  - 1B(\lambda )Q(\lambda ), тобто матрицi A(\lambda ) i B(\lambda ) напiвскалярно еквiвалентнi.
Теорему доведено.
Теорему 1 проiлюструємо на прикладi.
Приклад 1. Нехай \BbbF — поле характеристики \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\BbbF \not = 2. Над полем \BbbF розглянемо матрицi

A(\lambda ) =

\biggl[ 
1 0

\lambda 2 + a\lambda \lambda 3

\biggr] 
i B(\lambda ) =

\biggl[ 
1 0

\lambda 2  - a\lambda \lambda 3

\biggr] 
, де a \not = 0. Очевидно, що \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(\lambda ) =

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}B(\lambda ) = b(\lambda ) = \lambda 3. Матрицю At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda ) запишемо у виглядi

At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda ) = D(\lambda )b(\lambda ) +R(\lambda ), де R(\lambda ) =

\left[       
0 0 0 0

a\lambda  - \lambda 2 1 a2\lambda 2 a\lambda + \lambda 2

0 0 0 0

0 0 0 0

\right]       .

Вектор X0 =
\bigl[ 
a2 0 2  - a2

\bigr] t
є розв’язком рiвняння R(\lambda )X = 04,1.
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Отже, для вектора X0 отримуємо, що матриця V =

\biggl[ 
a2 2

0  - a2

\biggr] 
неособлива для довiль-

ного a \not = 0. Згiдно з теоремою 1 iз рiвностi B\ast (\lambda )V A(\lambda ) = b(\lambda )Q(\lambda ) одержуємо Q(\lambda ) =\biggl[ 
2\lambda 2 + 2a\lambda + a2 2\lambda 3

 - 2\lambda  - 2\lambda 2 + 2a\lambda  - a2

\biggr] 
\in GL(2,\BbbF ), тобто матрицi A(\lambda ) i B(\lambda ) напiвскалярно

еквiвалентнi.
Зазначимо, що iз прикладу 1 випливає, що для неособливої матрицi A(\lambda ) трикутна форма

TA(\lambda ) щодо перетворень напiвскалярної еквiвалентностi визначена неоднозначно.
Легко довести, що матрицi A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,m[\lambda ] напiвскалярно еквiвалентнi тодi й лише то-

дi, коли для довiльних U(\lambda ), V (\lambda ) \in GL(m,\BbbF [\lambda ]) матрицi A(\lambda )U(\lambda ) i B(\lambda )V (\lambda ) напiвскалярно
еквiвалентнi.

Припустимо, що A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,m[\lambda ], n < m, — матрицi рангу n. Тодi для A(\lambda ) i B(\lambda )

iснують матрицi U(\lambda ), V (\lambda ) \in GL(m,\BbbF [\lambda ]) такi, що

A(\lambda )U(\lambda ) =
\bigl[ 
A1(\lambda ) 0n,m - n

\bigr] 
i B(\lambda )V (\lambda ) =

\bigl[ 
B1(\lambda ) 0n,m - n

\bigr] 
,

де A1(\lambda ), B1(\lambda ) \in \BbbF n,n[\lambda ] — неособливi матрицi. В цьому випадку A(\lambda ) i B(\lambda ) напiвскалярно
еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли матрицi A1(\lambda ) i B1(\lambda ) напiвскалярно еквiвалентнi.

Отже, на пiдставi теореми 1 отримуємо умови напiвскалярної еквiвалентностi матриць
A(\lambda ), B(\lambda ) \in \BbbF n,m[\lambda ] рангу n.

Застосування. Класичною алгоритмiчною проблемою лiнiйної алгебри є перевiрка еквiва-
лентностi та подiбностi матриць. Кажуть, що набори (n\times n)-матриць над полем \BbbF 

\bfA =
\bigl( 
A0, A1, . . . , Ar

\bigr) 
i \bfB =

\bigl( 
B0, B1, . . . , Br

\bigr) 
строго (strictly) еквiвалентнi, якщо iснують неособливi матрицi P,Q \in \BbbF n,n такi, що PAi = BiQ

для всiх i = 0, 1, . . . , r.

Якщо r = 0, то задача про строгу еквiвалентнiсть є тривiальною. Матрицi A0 i B0 строго
еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A0 = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}B0. Бiльш складною є задача класифiкацiї
пари матриць (A0, A1) з точнiстю до перетворення еквiвалентностi. Ця задача була розв’язана
Кронекером. Вiн довiв, що матричнi в’язки A(\lambda ) = A0\lambda + A0 \in \BbbF m,n[\lambda ] i B(\lambda ) = B0\lambda +B1 \in 
\BbbF m,n[\lambda ] строго еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли вони мають однаковi скiнченнi та нескiнченнi
елементарнi дiльники та однаковi мiнiмальнi iндекси (див. [1], гл. XII). Форма Кронекера є
класичною канонiчною формою для матричних в’язок при строгому перетвореннi еквiвалент-
ностi. Проте аналiз матричних в’язок на цей час є активною областю дослiджень головним
чином через чисельнi проблеми або пошук способiв ефективного отримання канонiчної форми
Кронекера. Дослiдження зв’язкiв мiж лiнiйними спiввiдношеннями та матричними в’язками
наведено в [10, 21]. Новi доведення деяких вiдомих результатiв про збурення матричних в’язок
наведено в роботi [18].

Наборам матриць \bfA i \bfB поставимо у вiдповiднiсть многочленнi матрицi

A(\lambda ) =
r\sum 

i=0

Ai\lambda 
r - i i B(\lambda ) =

r\sum 
i=0

Bi\lambda 
r - i

вiдповiдно. Якщо набори матриць \bfA i \bfB строго еквiвалентнi, то матрицi A(\lambda ) i B(\lambda ) на-
пiвскалярно еквiвалентнi. Проте iз напiвскалярної еквiвалентностi матриць A(\lambda ) i B(\lambda ) не
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завжди випливає, що набори \bfA i \bfB строго еквiвалентнi (див. приклад 1). Задача значно спро-
щується, якщо в наборах \bfA i \bfB для деякого 0 \leq k0 \leq r матрицi Ak0 i Bk0 неособливi.
Нехай k0, k1, . . . , kr — деяка перестановка iндексiв 0, 1, . . . , r. Очевидно, що набори матриць\widehat \bfA =

\bigl( 
Ak0 , Ak1 , . . . , Akr

\bigr) 
i \widehat \bfB =

\bigl( 
Bk0 , Bk1 , . . . , Bkr

\bigr) 
строго еквiвалентнi тодi й ли-

ше тодi, коли набори \bfA i \bfB строго еквiвалентнi. Далi будемо вважати, що матрицi A0 i B0

неособливi. Отже, многочленнi матрицi A(\lambda ) i B(\lambda ) регулярнi [1]. На пiдставi теореми 1 та
наведених вище мiркувань отримуємо твердження, яке сформулюємо у такому виглядi.

Наслiдок 1. Нехай визначники регулярних многочленних (n \times n)-матриць A(\lambda ) =\sum r

i=0
Ai\lambda 

r - i i B(\lambda ) =
\sum r

i=0
Bi\lambda 

r - i над полем \BbbF асоцiйованi, тобто \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}B(\lambda ) = b(\lambda ) =

p\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A(\lambda ), де p \in F. Нехай, далi, At(\lambda )\otimes B\ast (\lambda ) = D(\lambda )b(\lambda )+R(\lambda ), де D(\lambda ), R(\lambda ) \in \BbbF n2,n2 [\lambda ]

i \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}R(\lambda ) < \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} b(\lambda ).

Набори матриць \bfA =
\bigl( 
A0, A1, . . . , Ar

\bigr) 
i \bfB =

\bigl( 
B0, B1, . . . , Br

\bigr) 
строго еквiва-

лентнi над полем \BbbF тодi й лише тодi, коли однорiдне рiвняння R(\lambda )X = 0n2,1 має розв’язок

X0 =
\bigl[ 
v1 v2 . . . vn . . . vn2 - n+1 vn2 - n+2 . . . vn2

\bigr] t \in \BbbF n2,1

такий, що матриця V =

\left[     
v1 vn+1 . . . vn2 - n+1

v2 vn+2 . . . vn2 - n+2

...
...

...
...

vn v2n . . . vn2

\right]     \in \BbbF n,n неособлива.

Кажуть, що набори (n \times n)-матриць \widetilde \bfA =
\bigl( 
A1, A2, . . . , Ar

\bigr) 
i \widetilde \bfB =

\bigl( 
B1, B2, . . . , Br

\bigr) 
над полем \BbbF подiбнi, якщо iснує матриця T \in GL(n,\BbbF ) така, що Ai = TBiT

 - 1 для всiх
i = 1, 2, . . . , r.

Якщо r = 1, то з математичної точки зору задача про подiбнiсть матриць A1, B1 \in \BbbF n,n

була розв’язана в 19-му столiттi за допомогою рiзних iнварiантiв, втiлених у канонiчних формах
Смiта матриць In\lambda  - A1 i In\lambda  - B1. Крiм цього, теорiя канонiчних форм Жордана та Фробенiуса
[1] дозволяє конструктивно визначити подiбнiсть матриць A1 i B1. Складнiшою задачею є опис
структури пари матриць (A1, A2) з точнiстю до перетворення подiбностi. У статтi [2] було
показано, що задача про канонiчний вигляд пари комутативних матриць (A1, A2) з точнiстю до
перетворення подiбностi мiстить задачу про канонiчний вигляд скiнченного числа довiльних
некомутативних матриць

\bigl( 
A1, A2, . . . , Ar

\bigr) 
, r \geq 3.

Отже, задача про знаходження канонiчного вигляду пари матриць (A1, A2) з точнiстю до
перетворення подiбностi не має сенсу. На цей час вона вiдома як „дика” проблема лiнiйної
алгебри [15]. Незважаючи на такий висновок, у багатьох роботах (див. [16, 28] та наведену там
бiблiографiю) описано пари матриць, для яких ця задача є „дикою”. З iншого боку, вивчення
одночасної подiбностi матричних наборiв має вирiшальне значення в багатьох областях мате-
матики: в теорiї систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь, теорiї груп та операторiв, теорiї
iнварiантiв i зображень та складностi обчислень.

Фрiдланд у роботi [17] вказав алгоритм, який дозволяє зводити пари (n \times n)-матриць
над полем комплексних чисел до канонiчного вигляду за допомогою перетворень одночасної
подiбностi. В роботi [11] доведено, що набори матриць \widetilde \bfA i \widetilde \bfB над полем подiбнi тодi й лише
тодi, коли для кожного набору (n\times n)-матриць T = (T0, T1, . . . , Tr) виконується

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(I \otimes T0 +A1 \otimes T1 + \cdot \cdot \cdot +Ar \otimes Tr) = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(I \otimes T0 +B1 \otimes T1 + \cdot \cdot \cdot +Br \otimes Tr).
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У статтi [24] наведено критерiй одночасної подiбностi наборiв \widetilde \bfA i \widetilde \bfB при умовi, що матрицi в
цих наборах комутують, тобто AiAj = AjAi i BiBj = BjBi для всiх i \not = j. Крiм цього, однiєю
з задач про подiбнiсть наборiв матриць є встановлення умов, за яких набори унiтарно подiбнi
(див. [19, 20, 23] та наведену в них бiблiографiю). Таким чином, доцiльним є пошук iнших
умов, за яких набори (n\times n)-матриць \widetilde \bfA i \widetilde \bfB над полем \BbbF подiбнi.

Наборам матриць \widetilde \bfA i \widetilde \bfB поставимо у вiдповiднiсть унiтальнi многочленнi матрицi \widetilde A(\lambda ) =
In\lambda 

r +
\sum r

i=1
Ai\lambda 

r - i i \widetilde B(\lambda ) = In\lambda 
r +

\sum r

i=1
Bi\lambda 

r - i вiдповiдно. Згiдно з [6, 12] набори \widetilde \bfA i \widetilde \bfB 
подiбнi тодi й лише тодi, коли матрицi \widetilde A(\lambda ) i \widetilde B(\lambda ) напiвскалярно еквiвалентнi. Очевидно, що
необхiдною умовою подiбностi наборiв матриць \widetilde \bfA i \widetilde \bfB є те, що визначники матриць \widetilde A(\lambda ) i\widetilde B(\lambda ) збiгаються, тобто \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \widetilde A(\lambda ) = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \widetilde B(\lambda ) = \Delta (\lambda ), \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}\Delta (\lambda ) = nr. На пiдставi викладеного
та теореми 1 отримуємо таке твердження.

Наслiдок 2. Нехай визначники матриць \widetilde A(\lambda ) = In\lambda 
r +

\sum r

i=1
Ai\lambda 

r - i \in \BbbF n,n[\lambda ] i \widetilde B(\lambda ) =

In\lambda 
r +

\sum r

i=1
Bi\lambda 

r - i \in \BbbF n,n[\lambda ] збiгаються, тобто \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \widetilde A(\lambda ) = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} \widetilde B(\lambda ) = \Delta (\lambda ). Нехай, далi,\widetilde At(\lambda )\otimes \widetilde B\ast (\lambda ) - In2\Delta (\lambda ) = R(\lambda ), де R(\lambda ) \in \BbbF n2,n2 [\lambda ] i \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}R(\lambda ) < nr.

Набори матриць
\bigl( 
A1, A2, . . . , Ar

\bigr) 
i
\bigl( 
B1, B2, . . . , Br

\bigr) 
подiбнi над полем \BbbF тодi

й лише тодi, коли однорiдне рiвняння R(\lambda )X = 0n2,1 має розв’язок

X0 =
\bigl[ 
v1 v2 . . . vn . . . vn2 - n+1 vn2 - n+2 . . . vn2

\bigr] t \in \BbbF n2,1

такий, що матриця V =

\left[     
v1 vn+1 . . . vn2 - n+1

v2 vn+2 . . . vn2 - n+2

...
...

...
...

vn v2n . . . vn2

\right]     \in \BbbF n,n неособлива.
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