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ПРО ПОВЕДIНКУ ОДНОГО КЛАСУ ВIДОБРАЖЕНЬ,
ЩО ДIЮТЬ НА ОБЛАСТI З ЛОКАЛЬНО КВАЗIКОНФОРМНОЮ МЕЖЕЮ

We study the mappings satisfying the so-called inverse Poletsky inequality. We consider mappings of the domains with
quasiextreme distance, domains with locally quasiconformal boundary, and domains regular (in a sense of prime ends) onto
the domains with locally quasiconformal boundary, regular domains, or domains that are locally Hölder equivalent to a half
ball on their boundary. For these mappings, we prove their Hölder logarithmic continuity in a neighborhood of points of
the boundary.

Статтю присвячено дослiдженню вiдображень, якi задовольняють так звану обернену нерiвнiсть Полецького. Роз-
глядаються вiдображення областей квазiекстремальної довжини, областей з локально квазiконформною межею та
регулярних (в сенсi простих кiнцiв) областей на областi з локально квазiконформною межею, регулярних обла-
стей, або областей, локально гельдерево еквiвалентних до пiвкулi на своїй межi. Для таких вiдображень отримано
логарифмiчну неперервнiсть за Гельдером в околi точок межi.

1. Вступ. У статтi [1] розглянуто вiдображення одиничної кулi з оберненою умовою спотво-
рення модуля сiмей кривих типу Полецького i встановлено їх логарифмiчну неперервнiсть за
Гельдером у межових точках. У цiй статтi ми розглянемо зазначене питання в iнших областях.
Зокрема, покажемо, що логарифмiчна неперервнiсть за Гельдером виконується в межових точ-
ках заданої областi, якщо ця область є областю квазiекстремальної довжини, а вiдображена
область є обмеженою областю з локально квазiконформною межею. Крiм того, розглянемо
й iншi областi, в тому числi такi, щодо яких логарифмiчну неперервнiсть за Гельдером слiд
розумiти в сенсi простих кiнцiв. Логарифмiчну неперервнiсть за Гельдером у внутрiшнiх точ-
ках було доведено ранiше, причому у довiльнiй областi [2]. Отже, це питання є актуальним
лише для межових точок. Зауважимо також, що оберненi модульнi нерiвностi вiдомi давно
i вiдiграють ключову роль при вивченнi квазiконформних i квазiрегулярних вiдображень, а
також вiдображень зi скiнченним спотворенням довжини (див., наприклад, [3, теорема 3.2],
[4, теорема 6.7.II] i [5, теорема 8.5]).

Нагадаємо деякi означення. Борелева функцiя \rho : \BbbR n \rightarrow [0,\infty ] називається допустимою
для сiм’ї \Gamma кривих \gamma у \BbbR n, якщо \int 

\gamma 

\rho (x) | dx| \geq 1 (1)

для всiх (локально спрямованих) кривих \gamma \in \Gamma . У цьому випадку пишемо \rho \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma . Модулем
сiм’ї кривих \Gamma називається величина

M(\Gamma ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\rho \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma 

\int 
\BbbR n

\rho n(x) dm(x).
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Нехай Q : \BbbR n \rightarrow [0,\infty ] — вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що f задовольняє
обернену нерiвнiсть Полецького, якщо спiввiдношення

M(\Gamma ) \leq 
\int 

f(D)

Q(y)\rho n\ast (y) dm(y) (2)

виконується для будь-якої сiм’ї (локально спрямлюваних) кривих \Gamma в D i для будь-якої
\rho \ast \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m} f(\Gamma ). Зауважимо, що оцiнки типу (2) вiдомi та виконуються у багатьох класах вiд-
ображень (див., наприклад, [3, теорема 3.2], [4, теорема 6.7.II] i [5, теорема 8.5]). Вiдображення
f : D \rightarrow \BbbR n називається дискретним, якщо прообраз \{ f - 1(y)\} кожної точки y \in \BbbR n скла-
дається з iзольованих точок, i вiдкритим, якщо образ будь-якої вiдкритої множини U \subset D є
вiдкритою множиною в \BbbR n. Вiдображення f областi D на D\prime називається замкненим, якщо
f(E) є замкненим в D\prime для будь-якої замкненої множини E \subset D (див., наприклад, [6, розд. 3]).

Область D в \BbbR n називається областю квазiекстремальної довжини (скорочено QED-
областю), якщо знайдеться таке число A0 \geq 1, що для будь-яких континуумiв E,F \subset D

виконується нерiвнiсть

M(\Gamma (E,F,\BbbR n)) \leq A0M(\Gamma (E,F,D)). (3)

Зауважимо, що одинична куля, пiвпростiр або пiвкуля є областями квазiекстремальної довжини
(див. [7, лема 4.3]).

У подальшому в розширеному просторi \BbbR n = \BbbR n \cup \{ \infty \} використовується сферична
(хордальна) метрика h(x, y) = | \pi (x)  - \pi (y)| , де \pi — стереографiчна проєкцiя \BbbR n на сферу

Sn

\biggl( 
1

2
en+1,

1

2

\biggr) 
в \BbbR n+1, а саме,

h(x,\infty ) =
1\sqrt{} 

1 + | x| 2
,

h(x, y) =
| x - y| \sqrt{} 

1 + | x| 2
\sqrt{} 

1 + | y| 2
, x \not = \infty \not = y (4)

(див., наприклад, [8, означення 12.1]). Для множин A,B \subset \BbbR n покладемо

h(A,B) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
x\in A,y\in B

h(x, y), h(A) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x,y\in A

h(x, y),

де h — хордальная вiдстань, визначена в (4). Як завжди, покладемо

B(x0, r) = \{ x \in \BbbR n : | x - x0| < r\} , \BbbB n = B(0, 1),

S(x0, r) = \{ x \in \BbbR n : | x - x0| = r\} .

Розглянемо означення, яке запропонував Няккi [9] (див. також [10]). Межа областi D в \BbbR n нази-
вається локально квазiконформною, якщо кожна точка x0 \in \partial D має окiл U, для якого iснує ква-
зiконформне вiдображення \varphi околу U на одиничну кулю \BbbB n \subset \BbbR n таке, що \varphi (\partial D\cap U) = \BbbB n

+, де

\BbbB n
+ = \{ x = (x1, . . . , xn) \in \BbbB n : xn > 0\} . (5)
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Для числа \delta > 0, областей D,D\prime \subset \BbbR n, n \geq 2, невиродженого континууму A \subset D\prime i вимiрної
за Лебегом функцiї Q : D\prime \rightarrow [0,\infty ] позначимо через S\delta ,A,Q(D,D\prime ) сiм’ю всiх вiдкритих дис-
кретних i замкнених вiдображень f областi D на область D\prime , що задовольняють умову (2), i
таких, що h(f  - 1(A), \partial D) \geq \delta . Справедливим є таке твердження.

Теорема 1. Нехай Q \in L1(D\prime ), D є областю квазiекстремальної довжини, а D\prime — обме-
женою областю з локально квазiконформною межею. Тодi будь-яке вiдображення f \in 
S\delta ,A,Q(D,D\prime ), що задовольняє спiввiдношення (2), продовжується до вiдображення f :

D \rightarrow D\prime , при цьому для кожної точки x0 \in \partial D знайдуться окiл U цiєї точки i сталi
C = C(n,A,D,D\prime , x0) > 0 i 0 < \alpha = \alpha (n,A,D,D\prime , x0) \leq 1 такi, що

| f(x) - f(y)| 
n
\alpha 2 \leq C\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| x - y| 

\biggr) (6)

для всiх x, y \in U \cap D, де \| Q\| 1 — норма функцiї Q в L1(D\prime ).

2. Допомiжнi леми. Нагадаємо, що область D \subset \BbbR n називається локально зв’язною в точцi
x0 \in \partial D, якщо для будь-якого околу U точки x0 знайдеться окiл V \subset U точки x0 такий, що
V \cap D є зв’язним. Область D локально зв’язна на \partial D, якщо D локально зв’язна в кожнiй точцi
x0 \in \partial D. Межа областi D називається слабко плоскою в точцi x0 \in \partial D, якщо для кожного
P > 0 i для будь-якого околу U точки x0 знайдеться окiл V \subset U цiєї ж точки такий, що
M(\Gamma (E,F,D)) > P для будь-яких континуумiв E,F \subset D, якi перетинають \partial U i \partial V. Межа
областi D називається слабко плоскою, якщо вiдповiдна властивiсть виконується в будь-якiй
точцi межi D. Наступну лему у випадку одиничної кулi було доведено в [1, лема 2.1].

Лема 1. Нехай D локально зв’язна на своїй межi, а D\prime має слабко плоску межу. При-
пустимо, що E — довiльний континуум, що належить областi D\prime , Q \in L1(D\prime ). Тодi iснує
таке \delta 1 > 0, що S\delta ,A,Q \subset S\delta 1,E,Q. Iншими словами, якщо f — вiдкрите дискретне i замкнене
вiдображення областi D на D\prime з умовою (2) таке, що h(f  - 1(A), \partial D) \geq \delta , то iснує \delta 1 > 0,

не залежне вiд f, таке, що h(f  - 1(E), \partial D) \geq \delta 1.

Доведення. Будемо використовувати схему доведення леми 2.1 з [1]. Доведення проведемо
вiд супротивного. Припустимо, що висновок теореми не є правильним. Тодi знайдуться послi-
довностi ym \in E, fm \subset S\delta ,A,Q i xm \in D такi, що fm(xm) = ym i h(xm, \partial D) \rightarrow 0 при m \rightarrow \infty .

Без обмеження загальностi можна вважати, що xm \rightarrow x0 при m \rightarrow \infty , де x0 може набувати
значення \infty у випадку, якщо область D необмежена. Зауважимо, що з теореми 3.1 в [2] ви-
пливає можливiсть неперервного продовження вiдображення fm в точку x0, i навiть бiльше,
сiм’я \{ fm\} \infty m=1 є одностайно неперервною в точцi x0 (див., наприклад, [2, теорема 1.2]). Тодi
для будь-якого \varepsilon > 0 знайдеться m0 \in \BbbN таке, що h(fm(xm), fm(x0)) < \varepsilon при m \geq m0. З
iншого боку, оскiльки fm замкнене, fm(x0) \in \partial D\prime . З огляду на компактнiсть простору \BbbR n

та замкненiсть \partial D\prime можна вважати, що fm(x0) збiгається до деякого елемента B \in \partial D\prime при
m \rightarrow \infty . Отже, за нерiвнiстю трикутника

h(fm(xm), fm(x0)) \geq h(fm(xm), B) - h(B, fm(x0)) \geq 
1

2
h(E, \partial D\prime )

для достатньо великих m \in \BbbN . Остаточно маємо суперечнiсть h(fm(xm), fm(x0)) \geq \delta 0,

\delta 0 :=
1

2
h(E, \partial D\prime ) i одночасно h(fm(xm), fm(x0)) < \varepsilon при m \geq m0. Отримана суперечнiсть

спростовує вихiдне припущення.
Лему доведено.
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Наступну лему було доведено у випадку, коли область D\prime є одиничною кулею (див. хiд
доведення теореми 1.1 в [1]). Для довiльної обмеженої опуклої областi доведення проведено
в [11, лема 1].

Лема 2. Нехай D1 — обмежена опукла область в \BbbR n, n \geq 2, i B(y\ast , \delta \ast /2) — куля з
центром у точцi y\ast \in D1, де \delta \ast := d(y\ast , \partial D1). Нехай z0 \in \partial D1. Тодi для будь-яких точок
A,B \in B(z0, \delta \ast /8)\cap D1 знайдуться точки C,D \in B(y\ast , \delta \ast /2), для яких вiдрiзки [A,C] i [B,D]

є такими, що
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} ([A,C], [B,D]) \geq C0| A - B| ,

де C0 > 0 — деяка стала, що залежить лише вiд \delta \ast i d(D1).

3. Вiдображення областей квазiекстремальної довжини. Доведення теореми 1. Можли-
вiсть неперервного продовження вiдображення f на межу областi D випливає з теореми 3.1
в [2]. Зокрема, слабка плоскiсть \partial D є наслiдком того, що D є QED-областю (див., наприклад,
[12, лема 2]), а те, що область D\prime з локально квазiконформною межею є локально зв’язною на
своїй межi, є наслiдком означення цiєї областi.

Доведемо логарифмiчну неперервнiсть за Гельдером (6). Достатньо довести спiввiдношен-
ня (6) для x, y \in U \cap D. Покриємо межу областi D\prime системою околiв U(x\prime 0), для яких iснує
квазiконформне вiдображення \varphi околу U на одиничну кулю \BbbB n \subset \BbbR n таке, що \varphi (\partial D \cap U)

є перетином одиничної кулi \BbbB n з координатною гiперплощиною yn = 0, де y = (y1, . . . , yn).

(Iснування таких околiв U i вiдображення \varphi випливає з означення локально квазiконформної
межi.) Оскiльки за умовою область D\prime обмежена, за теоремою Гейне – Бореля – Лебега можна
видiлити скiнченне пiдпокриття U1, U2, . . . , Up, 1 \leq p < \infty , межi \partial D\prime .

Нехай \varphi k — вiдповiдне квазiконформне вiдображення околу Uk, 1 \leq k \leq p < \infty . Тодi \varphi k

i \varphi  - 1
k є локально гельдеровими з деякими показниками 0 < \alpha k \leq 1 та сталими гельдеровостi

Ck > 0 i C\ast 
k вiдповiдно (див. [4, теорема 1.11.III]). Iншими словами,

1\bigl( 
C\ast 
k

\bigr) 1
\alpha k

| x - y| 
1
\alpha k \leq | \varphi k(x) - \varphi k(y)| \leq Ck| x - y| \alpha k \forall x, y \in K, (7)

де K — довiльний компакт в Uk. Без обмеження загальностi можна вважати, що (7) виконується
при всiх x, y \in Uk. Покладемо

\alpha = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
1\leq k\leq p

\alpha k. (8)

Покажемо, що оцiнка (6) виконується для вказаного \alpha у (8). Будемо мiркувати методом вiд
супротивного, а саме, припустимо, що спiввiдношення (6) не виконується принаймнi в однiй
точцi x0 \in \partial D. Тодi для будь-якого натурального m \in \BbbN знайдуться точки xm, ym \in D i

вiдображення fm \in S\delta ,A,Q(D,D\prime ) такi, що | xm  - x0| <
1

m
, | ym  - x0| <

1

m
, проте

| fm(xm) - fm(ym)| 
n
\alpha 2 > m

\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| xm  - ym| 

\biggr) . (9)

Оскiльки область D\prime обмежена, можемо вважати, що послiдовностi fm(xm) i fm(ym) збiга-
ються при m \rightarrow \infty до однiєї i тiєї ж точки y0 \in \partial D\prime . Справдi, внаслiдок компактностi \partial D\prime 

послiдовнiсть fm(x0), m = 1, 2, . . . , також можна вважати збiжною при m \rightarrow \infty , причому ця
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послiдовнiсть збiгається до деякої точки з \partial D\prime , бо межа будь- якої областi є замкненою. Нехай
fm(x0) \rightarrow y0 при m \rightarrow \infty .

Зауважимо, що за теоремою 1.2 в [2] сiм’я вiдображень S\delta ,A,Q є одностайно неперервною
в D. Тодi за нерiвнiстю трикутника

| fm(xm) - y0| \leq | fm(xm) - fm(x0)| + | fm(x0) - y0| \rightarrow 0, m \rightarrow \infty .

Останнє спiввiдношення доводить, що fm(xm) \rightarrow y0 \in \partial D\prime при m \rightarrow \infty . Аналогiчно можна
довести, що fm(ym) \rightarrow y0 \in \partial D\prime при m \rightarrow \infty .

Оскiльки система U1, U2, . . . , Up, 1 \leq p < \infty , є покриттям межi \partial D\prime , iснує 1 \leq k0 < p таке,
що y0 \in Uk0 . Можна вважати, що fm(xm) i fm(ym) належать Uk0 при всiх m \in \BbbN .

Застосовуючи додаткове мебiусове перетворення, можна вважати, що \varphi k(y0) = 0 (див. [8],

доведення теореми 17.10). В контекстi леми 2 покладемо z0 = 0, y\ast :=

\biggl( 
0, . . . , 0,

1

2

\biggr) 
, D1 :=

\BbbB n
+, \varphi := \varphi k0 . Тодi \delta \ast := \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (y\ast , \partial \BbbB n

+) =
1

2
. Оскiльки fm(xm) \rightarrow y0 \in \partial D\prime i fm(ym) \rightarrow y0 \in 

\partial D\prime при m \rightarrow \infty , то \varphi (fm(xm)) \rightarrow 0 \in \partial D1 i \varphi (fm(ym)) \rightarrow 0 \in \partial D1 при m \rightarrow \infty . Тодi
\varphi (fm(xm)) i \varphi (fm(ym)) \in B(0, 1/16) при всiх m > m1 i деякому m1 \in \BbbN .

З огляду на опуклiсть \BbbB n
+ можна застосувати лему 2. За цiєю лемою знайдуться точки

Cm, Dm \in B(y\ast , 1/4), для яких вiдрiзки [\varphi (fm(xm)), Cm] i [\varphi (fm(ym)), Dm] є такими, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} ([\varphi (fm(xm)), Cm], [\varphi (fm(ym)), Dm]) \geq C0| \varphi (fm(xm)) - \varphi (fm(ym))| , m \geq m1, (10)

де C0 > 0 — деяка абсолютна стала. Покладемо

E := \varphi  - 1(B(y\ast , 1/4)), (11)

\alpha m := \varphi  - 1([\varphi (fm(xm)), Cm]), \beta m := \varphi  - 1([\varphi (fm(xm)), Dm]).

Нехай
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (| \alpha m| , | \beta m| ) = | wm  - um| , wm \in | \alpha m| , um \in | \beta m| .

З огляду на (7) та (10) будемо мати, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (| \alpha m| , | \beta m| ) = | wm  - um| \geq 1

C

1
\alpha k0
k0

| \varphi (wm) - \varphi (um)| 
1

\alpha k0

\geq 1

C

1
\alpha k0
k0

(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} ([\varphi (fm(xm)), Cm], [\varphi (fm(ym)), Dm]))
1

\alpha k0

\geq C

1
\alpha k0
0

C

1
\alpha k0
k0

(| \varphi (fm(xm)) - \varphi (fm(ym))| )
1

\alpha k0

\geq C

1
\alpha k0
0

C

1
\alpha k0
k0

\Bigl( 
C\ast 
k0

\Bigr) 1

\alpha 2
k0

| fm(xm) - fm(ym)| 
1

\alpha 2
k0 . (12)
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Нехай \alpha \ast 
m, \beta \ast 

m — повнi fm-пiдняття кривих \alpha m i \beta m з початковами точками xm i ym
вiдповiдно (вони iснують за лемою 3.7 [6]). Тодi за означенням | \alpha \ast 

m| \cap f  - 1
m (E) \not = \varnothing \not = | \beta \ast 

m| \cap 
f  - 1(E). За лемою 1 iснує \delta 1 > 0 таке, що h(f  - 1

m (E), \partial D) \geq \delta 1 для всiх m \in \BbbN . Оскiльки
xm, ym \in B(x0, 1/m), то для достатньо великих m \in \BbbN 

d(| \alpha \ast 
m| ) \geq \delta 1/2, d(| \beta \ast 

m| ) \geq \delta 1/2. (13)

Нехай
\Gamma m := \Gamma (| \alpha \ast 

m| , | \beta \ast 
m| , D).

Тодi, з одного боку, за нерiвнiстю (3)

M(\Gamma m) \geq (1/A0)M(\Gamma m(| \alpha \ast 
m| , | \beta \ast 

m| ,\BbbR n)), (14)

а, з iншого — за лемою 7.38 [13]

M(\Gamma m(| \alpha \ast 
m| , | \beta \ast 

m| ,\BbbR n)) \geq cn \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1\widetilde m
\biggr) 
, (15)

де cn > 0 — деяка стала, що залежить лише вiд n,

\widetilde m =
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(| \alpha \ast 

m| , | \beta \ast 
m| )

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} (| \alpha \ast 
m)| ,\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} (| \beta \ast 

m| )\} 
.

Тепер, поєднуючи (13) – (15) i враховуючи, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (| \alpha \ast 
m| , | \beta \ast 

m| ) \leq | xm  - ym| , отримуємо

M(\Gamma m) \geq \widetilde cn \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\biggl( 1 + \delta 1
2\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(| \alpha \ast 

m| , | \beta \ast 
m| )

\biggr) 
\geq \widetilde cn \cdot \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 1
2| xm  - ym| 

\biggr) 
, (16)

де \widetilde cn > 0 — деяка стала, що залежить лише вiд n i сталої A0 з означення QED-областi.
Встановимо верхню оцiнку для M(\Gamma m). Покладемо

\rho m(y) =

\left\{         
C

1
\alpha k0
k0

\bigl( 
C\ast 
k0

\bigr) 1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

| fm(xm) - fm(ym)| 
 - 1

\alpha 2
k0 , y \in D\prime ,

0, y \not \in D\prime .

Зауважимо, що \rho m задовольняє спiввiдношення (1) для сiм’ї кривих fm(\Gamma m) на пiдставi спiв-
вiдношення (12). Тодi за означенням сiм’ї S\delta ,A,Q одержуємо, що

M(\Gamma m) \leq 

\left(   C

1
\alpha k0
k0

\bigl( 
C\ast 
k0

\bigr) 1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

\right)   
n

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0

\int 
D\prime 

Q(y) dm(y). (17)

З (16) i (17) випливає, що

\widetilde cn \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\biggl( 1 + \delta 1
2| xm  - ym| 

\biggr) 
\leq 

\left(   C

1
\alpha k0
k0

\bigl( 
C\ast 
k0

\bigr) 1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

\right)   
n

\| Q\| 1

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0

.
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З останнього спiввiдношення випливає, що

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0 \leq ( \widetilde cn) - 1

\left(   C

1
\alpha k0
k0

\bigl( 
C\ast 
k0

\bigr) 1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

\right)   
n

(\| Q\| 1)

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 1
2| xm  - ym| 

\biggr) . (18)

Покладемо

M0 := ( \widetilde cn) - 1

\left(   C

1
\alpha k0
k0

\bigl( 
C\ast 
k0

\bigr) 1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

\right)   
n

.

Тодi з (18) випливає, що

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0 \leq M0

\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 1
2| xm  - ym| 

\biggr) , m > m1. (19)

Нарештi за правилом Лопiталя \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1

nt

\biggr) 
\sim \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1

kt

\biggr) 
при t \rightarrow +0 для рiзних фiксованих

k, n > 0. Тодi з (19) при деякому m2 \in \BbbN маємо, що

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0 \leq M0

\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| xm  - ym| 

\biggr) , m > m2. (20)

Оскiльки сiм’я вiдображень S\delta ,A,Q є одностайно неперервною в D (див. [2, теорема 1.2]),
можемо вважати, що | f(xm)  - f(ym)| < 1 при всiх m \in \BbbN . Тодi оскiльки \alpha k0 \geq \alpha , то
n

\alpha 2
k0

\leq n

\alpha 2
. Отже,

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0 \geq | fm(xm) - fm(ym)| 

n
\alpha 2 .

Тепер з (20) випливає, що

| fm(xm) - fm(ym)| 
n
\alpha 2 \leq M0

\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| xm  - ym| 

\biggr) , m > m2. (21)

Спiввiдношення (20) суперечить припущенню, зробленому в (9). Отримана суперечнiсть дово-
дить теорему.

4. Вiдображення на областi, локально гельдерово та локально лiпшицево еквiвалентнi
до пiвкулi на межi. По аналогiї з областями, якi мають локально квазiконформнi межi, введемо
означення, якi допоможуть нам сформулювати результати щодо логарифмiчної неперервностi
за Гельдером з конкретними показниками \alpha .

Домовимось називати область D в \BbbR n локально \alpha -гельдерово еквiвалентною до пiвкулi
на своїй межi, якщо для кожної точки x0 \in \partial D iснують її окiл U, сталi C1 = C1(x0) > 0,

C\ast 
1 = C\ast 

1 (x0) > 0 i гомеоморфiзм \varphi околу U на \BbbB n такi, що

1

(C\ast 
1 )

1
\alpha 

| x - y| 
1
\alpha \leq | \varphi (x) - \varphi (y)| \leq C| x - y| \alpha \forall x, y \in U, (22)
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причому \varphi (\partial D \cap U) = \BbbB n
+, де \BbbB n

+ визначено в (5). Область D в \BbbR n буде називатися локально
лiпшицево еквiвалентною до пiвкулi на своїй межi, якщо в (22) \alpha = 1. Справедливим є таке
твердження.

Теорема 2. Нехай Q \in L1(D\prime ), D є областю квазiекстремальної довжини, а D\prime є обме-
женою областю, яка є локально \alpha -гельдерово еквiвалентною до пiвкулi на своїй межi. Тодi
будь-яке вiдображення f \in S\delta ,A,Q(D,D\prime ), яке задовольняє спiввiдношення (2), продовжується
до вiдображення f : D \rightarrow D\prime , при цьому для кожної точки x0 \in \partial D знайдуться окiл U цiєї
точки i стала C = C(n,A,D,D\prime , x0) > 0 такi, що

| f(x) - f(y)| 
n
\alpha 2 \leq C\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| x - y| 

\biggr) (23)

для всiх x, y \in U \cap D, де \| Q\| 1 — норма функцiї Q в L1(D\prime ).

Доведення. Хiд доведення теореми 2 майже дослiвно повторює хiд доведення теореми 1,
тому наведемо його лише схематично. Достатньо встановити спiввiдношення (23) для x, y \in 
U \cap D (випадок x, y \in U \cap D тодi можна отримати шляхом граничного переходу).

Як i при доведеннi теореми 1, будемо мiркувати методом вiд супротивного. Припустимо,
що спiввiдношення (23) не виконується принаймнi в однiй точцi x0 \in \partial D. Тодi для будь-якого
натурального m \in \BbbN знайдуться точки xm, ym \in D i вiдображення fm \in S\delta ,A,Q(D,D\prime ) такi,

що | xm  - x0| <
1

m
, | ym  - x0| <

1

m
, проте

| fm(xm) - fm(ym)| 
n
\alpha 2 > m

\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| xm  - ym| 

\biggr) . (24)

Оскiльки область D\prime обмежена, можемо вважати, що послiдовностi fm(xm) i fm(ym) збiга-
ються при m \rightarrow \infty .

Далi, використовуючи позначення з доведення теореми 1, приходимо до спiввiдношен-
ня (12), яке виходить з означення вiдображення \varphi у (22). Мiркуючи далi аналогiчно доведенню

теореми 1, приходимо до спiввiдношення (21), яке суперечить припущенню (24)

\biggl( 
тут слiд

врахувати, що за правилом Лопiталя \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1

nt

\biggr) 
\sim \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1

kt

\biggr) 
при t \rightarrow +0 для рiзних

фiксованих k, n > 0

\biggr) 
. Отримана суперечнiсть завершує доведення теореми 2.

5. Вiдображення областей з квазiконформними межами на такi ж областi. Справедли-
вим є таке твердження.

Теорема 3. Нехай Q \in L1(D\prime ), D i D\prime — областi з локально квазiконформною ме-
жею, причому D\prime обмежена. Тодi будь-яке вiдображення f \in S\delta ,A,Q(D,D\prime ), що задоволь-
няє спiввiдношення (2), продовжується до вiдображення f : D \rightarrow D\prime , при цьому для ко-
жної точки x0 \in \partial D знайдуться окiл U цiєї точки i сталi C = C(n,A,D,D\prime , x0) > 0,

0 < \alpha \ast = \alpha \ast (n,A,D,D\prime , x0) \leq 1 i 0 < \alpha = \alpha (n,A,D,D\prime , x0) \leq 1 такi, що

| f(x) - f(y)| 
n
\alpha 2 \leq C\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| x - y| \alpha \ast 

\biggr) (25)

для всiх x, y \in U \cap D, де \| Q\| 1 — норма функцiї Q в L1(D).
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Доведення. Можливiсть неперервного продовження вiдображення f на межу областi D

випливає з теореми 3.1 в [2]. Зокрема, областi з локально квазiконформними межами є слабко
плоскими (див. [14, твердження 2.2], або [8, теорема 17.10]). З iншого боку, очевидно, такi
областi є й локально зв’язними на своїй межi.

За означенням локально квазiконформної межi областi D iснують окiл U\ast точки x0 i
квазiконформне вiдображення \varphi \ast : U\ast \rightarrow \BbbB n, \varphi (U\ast ) = \BbbB n такi, що \varphi \ast (D \cap U\ast ) = \BbbB n

+, де
\BbbB n
+ = \{ x \in \BbbB n : x = (x1, . . . , xn), xn > 0\} — пiвкуля. Можна вважати, що x0 \not = \infty i \varphi \ast (x0) = 0

(див. хiд доведення теореми 17.10 у [8]). Оскiльки \varphi \ast є квазiконформним вiдображенням, таким
є i вiдображення (\varphi \ast ) - 1, причому воно є неперервним за Гельдером з деякою сталою \widetilde C > 0 i
деяким показником 0 < \alpha \ast \leq 1 (див. [4, теорема 1.11.III]).

Доведемо спiввiдношення (25) зi вказаним показником \alpha \ast . Частково будемо мiркувати так
само, як i при доведеннi теореми 1. Покриємо межу областi D\prime системою околiв U(y0), y0 \in 
\partial D\prime , для яких iснує квазiконформне вiдображення \varphi околу U на одиничну кулю \BbbB n \subset \BbbR n таке,
що \varphi (\partial D \cap U) є перетином одиничної кулi \BbbB n з координатною гiперплощиною xn = 0, де
x = (x1, . . . , xn). (Iснування таких околiв U i вiдображення \varphi випливає з означення локально
квазiконформної межi.) Оскiльки за умовою область D\prime обмежена, за теоремою Гейне – Бореля –
Лебега можна видiлити скiнченне пiдпокриття U1, U2, . . . , Up, 1 \leq p < \infty , межi \partial D\prime .

Нехай \varphi k — вiдповiдне квазiконформне вiдображення околу Uk, 1 \leq k \leq p < \infty . Тодi \varphi k i
\varphi  - 1
k є локально гельдеровими з деяким показником 0 < \alpha k \leq 1 та сталими гельдеровостi Ck >

0 i C\ast 
k вiдповiдно (див. [4, теорема 1.11.III]). Iншими словами, виконується спiввiдношення (7),

де K — довiльний компакт в Uk. Нехай \alpha визначено спiввiдношенням (8). Без обмеження
загальностi можна вважати, що (7) виконано при всiх x, y \in Uk.

Припустимо, що спiввiдношення (25) не виконується принаймнi в однiй точцi x0 \in \partial D.

Тодi для будь-якого натурального m \in \BbbN знайдуться точки xm, ym \in D i вiдображення fm \in 
S\delta ,A,Q(D,D\prime ) такi, що | xm  - x0| <

1

m
, | ym  - x0| <

1

m
, проте

| fm(xm) - fm(ym)| 
n
\alpha 2 > m

\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| xm  - ym| \alpha \ast 

\biggr) . (26)

Далi, мiркуючи аналогiчно доведенню теореми 1, отримуємо спiввiдношення (12) (в якому
ми зберiгаємо всi позначення, введенi пiд час цього доведення. Зокрема, нехай далi E визначено
в (11)).

Нехай V \ast — окiл точки x0, який належить U\ast разом iз своїм замиканням. Покладемо

\delta 2 := \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (\partial V \ast , \partial U\ast ). (27)

Без обмеження загальностi можна вважати, що xm, ym \in V \ast при всiх m \in \BbbN . Розглянемо
допомiжне вiдображення

Fm(w) := fm((\varphi \ast ) - 1(w)), Fm : \BbbB n
+ \rightarrow D\prime . (28)

Нехай \alpha \ast 
m, \beta \ast 

m — повнi fm-пiдняття кривих \alpha m i \beta m з початковими точками xm i ym вiдповiдно
(вони iснують за лемою 3.7 [6]). Тодi за означенням | \alpha \ast 

m| \cap f  - 1
m (E) \not = \varnothing \not = | \beta \ast 

m| \cap f  - 1
m (E).

Оскiльки d(f  - 1
m (E), \partial D) \geq \delta 1 i xm, ym \in V \ast , то

| \alpha \ast 
m| \cap U\ast \not = \varnothing \not = | \alpha \ast 

m| \cap (\BbbR n \setminus U\ast )
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i
| \beta \ast 

m| \cap U\ast \not = \varnothing \not = | \beta \ast 
m| \cap (\BbbR n \setminus U\ast ).

На пiдставi теореми 1.I.5.46 [15]

| \alpha \ast 
m| \cap \partial U\ast \not = \varnothing , | \beta \ast 

m| \cap \partial U\ast \not = \varnothing . (29)

Аналогiчно

| \alpha \ast 
m| \cap \partial V \ast \not = \varnothing , | \beta \ast 

m| \cap \partial V \ast \not = \varnothing . (30)

З огляду на (30), кривi \alpha \ast 
m i \beta \ast 

m з початковими точками xm i ym вiдповiдно мають пiдкривi \widetilde \alpha \ast 
m

i \widetilde \beta \ast 
m з початковими точками у V \ast i кiнцевими точками у \partial U\ast . На пiдставi спiввiдношень (27),

(29) i (30) одержуємо, що
d(\alpha \ast 

m) \geq \delta 2, d(\beta \ast 
m) \geq \delta 2.

Розглянемо кривi \varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 
m) i \varphi \ast (\widetilde \beta \ast 

m). Нехай xm, ym \in U\ast є такими, що d(\widetilde \alpha \ast 
m) = | xm  - ym| .

Покладемо x\ast m = \varphi \ast (xm) i y\ast m = \varphi \ast (ym). Тодi за спiввiдношенням (22), застосованим до \varphi \ast 

замiсть \varphi ,

| x\ast m  - y\ast m| \alpha \ast \geq 1\widetilde C | xm  - ym| = d(\alpha \ast 
m) \geq 1\widetilde C \delta 2

або

| x\ast m  - y\ast m| \geq 
\biggl( 
1\widetilde C \delta 2

\biggr) 1/\alpha \ast 

. (31)

З (31) отримуємо, що d(\varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 
m)) \geq 

\biggl( 
1\widetilde C \delta 2

\biggr) 1/\alpha \ast 

. Аналогiчно d(\varphi \ast (\widetilde \beta \ast 
m)) \geq 

\biggl( 
1\widetilde C \delta 2

\biggr) 1/\alpha 
\ast 

. Нехай

\widetilde \Gamma m := \Gamma 
\Bigl( 
\varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 

m), \varphi \ast (\widetilde \beta \ast 
m),\BbbB n

+

\Bigr) 
.

Зауважимо, що \BbbB n
+ є обмеженою опуклою областю, тому вона є областю Джона (див. [16,

зауваження 2.4]), а отже рiвномiрною областю (див. [16, зауваження 2.13(c)]), а також QED-
областю з деяким A\ast 

0 < \infty у (3) (див. [17, лема 2.18]). Тодi, з одного боку, за нерiвнiстю (3)

M(\widetilde \Gamma m) \geq (1/A\ast 
0)M(\Gamma (\varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 

m), \varphi \ast (\widetilde \beta \ast 
m),\BbbR n)), (32)

а з iншого — за лемою 7.38 [13]

M(\Gamma (\varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 
m), \varphi \ast (\widetilde \beta \ast 

m),\BbbR n)) \geq cn \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1\widetilde m
\biggr) 
, (33)

де cn > 0 — деяка стала, що залежить лише вiд n,

\widetilde m =
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(\varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 

m), \varphi \ast (\widetilde \beta \ast 
m))

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m} (\varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 
m)), \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}\varphi \ast (\widetilde \beta \ast 

m)\} 
.

Поєднуючи (32) i (33) та враховуючи, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (\varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 
m), \varphi \ast (\widetilde \beta \ast 

m)) \leq | \varphi \ast (xm)  - \varphi \ast (ym)| , отри-
муємо
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M(\widetilde \Gamma m) \geq \widetilde cn \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\Biggl( 1 + \delta 
1/\alpha \ast 

2

( \widetilde C)1/\alpha \ast \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(\varphi \ast (\widetilde \alpha \ast 
m), \varphi \ast (\widetilde \beta \ast 

m))

\Biggr) 

\geq \widetilde cn \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\Biggl( 1 + \delta 
1/\alpha \ast 

2

( \widetilde C)1/\alpha \ast | \varphi \ast (xm) - \varphi \ast (ym)| 

\Biggr) 
, (34)

де \widetilde cn > 0 — деяка стала, що залежить лише вiд n i сталої A\ast 
0 з означення QED-областi.

Встановимо тепер верхню оцiнку для M(\widetilde \Gamma m). Зауважимо, що вiдображення Fm у (28)

задовольняє спiввiдношення (2) з функцiєю \widetilde Q(x) = K0 \cdot Q(x) замiсть Q, де K0 \geq 1 — стала
квазiконформностi вiдображення (\varphi \ast ) - 1. Покладемо

\rho m(y) =

\left\{         
C

1
\alpha 
k0

\bigl( 
C\ast 
k0

\bigr) 1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

| fm(xm) - fm(ym)| 
 - 1

\alpha 2
k0 , y \in D\prime ,

0, y \not \in D\prime .

Зауважимо, що \rho m задовольняє спiввiдношення (1) для сiм’ї кривих Fm(\widetilde \Gamma m) на пiдставi спiв-
вiдношення (12). Тодi за означенням сiм’ї S\delta ,A,Q отримаємо, що

M(\widetilde \Gamma m) \leq 

K0

\left(   C
1
\alpha 
k0
(C\ast 

1 )

1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

\right)   
n

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0

\int 
D\prime 

Q(y) dm(y). (35)

Iз (34) i (35) випливає, що

\widetilde cn \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\Biggl( 1 + \delta 
1/\alpha \ast 

2

( \widetilde C)1/\alpha \ast | \varphi \ast (xm) - \varphi \ast (ym)| 

\Biggr) 
\leq 

K0

\left(   C

1
\alpha k0
1

\bigl( 
C\ast 
k0

\bigr) 1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

\right)   
n

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0

\int 
D\prime 

Q(y) dm(y).

З останнього спiввiдношення, з урахуванням неперервностi за Гельдером вiдображення \varphi \ast 

(див. (22)), випливає, що

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0

\leq K0\| Q\| 1

\left(   C
1
\alpha 
k0

\bigl( 
C\ast 
k0

\bigr) 1

\alpha 2
k0

C

1
\alpha k0
0

\right)   
n

\widetilde cn 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\Biggl( 
1 +

\delta 
1/\alpha \ast 

2

( \widetilde C)1/\alpha \ast | \varphi \ast (xm) - \varphi \ast (ym)| 

\Biggr) 

\leq M0 \cdot 
\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| xm  - ym| \alpha \ast 

\biggr) (36)
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для деякої сталої M0 > 0, бо за правилом Лопiталя \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1

nt

\biggr) 
\sim \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1

kt

\biggr) 
при t \rightarrow +0

для рiзних фiксованих k, n > 0. Оскiльки сiм’я вiдображень S\delta ,A,Q є одностайно неперервною
в D (див. [2, теорема 1.2]), можна вважати, що | f(xm)  - f(ym)| < 1 при всiх m \in \BbbN . Тодi

оскiльки \alpha k0 \geq \alpha , то
n

\alpha 2
k0

\leq n

\alpha 2
. Oтже,

| fm(xm) - fm(ym)| 
n

\alpha 2
k0 \geq | fm(xm) - fm(ym)| 

n
\alpha 2 .

Тепер з (36) випливає, що

| fm(xm) - fm(ym)| 
n
\alpha 2 \leq M0

\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 

2| xm  - ym| \alpha \ast 

\biggr) , m > m2. (37)

Спiввiдношення (37) суперечить припущенню, зробленому в (26). Отримана суперечнiсть до-
водить теорему.

Зауваження 1. Теорема 3 залишається справедливою, якщо в нiй одна або двi областi D i
D\prime є вiдповiдно локально \alpha \ast -гельдерово та \alpha -гельдерово еквiвалентними до пiвкулi на своїй
межi. В цьому випадку будемо мати спiввiдношення (25), у якому показник \alpha \ast вiдповiдає
„гельдеровiй еквiвалентностi” D, а показник \alpha — областi D\prime . Доведення цього твердження з
невеликими вiдмiнностями повторює доведення теореми 3, тому ми його не наводимо.

6. Простi кiнцi. Означення простого кiнця, яке використовується нижче, можна знайти
в [10]. Тут i далi DP позначає поповнення областi D її простими кiнцями, а ED = DP \setminus D —
множина всiх простих кiнцiв в D. Говоримо, що обмежена область D в \BbbR n регулярна, якщо
D може бути квазiконформно вiдображена на область з локально квазiконформною межею,
замикання якої є компактом в \BbbR n, крiм того, кожен простий кiнець P \subset ED є регулярним.
Зауважимо, що замикання DP регулярної областi D є метризовним, при цьому якщо g : D0 \rightarrow 
D — квазiконформне вiдображення областi D0 з локально квазiконформною межею на область
D, то для x, y \in DP покладемо

\rho (x, y) := | g - 1(x) - g - 1(y)| , (38)

де для x \in ED елемент g - 1(x) розумiється як деяка (єдина) точка межi D0, коректно визначена
з огляду на теорему 4.1 [9]. Справедливим є таке твердження.

Теорема 4. Нехай Q \in L1(D\prime ), а D — регулярна область.
1. Якщо D\prime є обмеженою областю з локально квазiконформною межею, то будь-яке вiдо-

браження f \in S\delta ,A,Q(D,D\prime ) продовжується до вiдображення f : DP \rightarrow D\prime , при цьому для
кожної точки P0 \in ED знайдуться окiл U цiєї точки у метричному просторi (DP , \rho ) i сталi
C = C(n,A,D,D\prime ) > 0, 0 < \alpha = \alpha (n,A,D,D\prime ) \leq 1 i 0 < \alpha \ast = \alpha \ast (n,A,D,D\prime ) \leq 1 такi, що

| f(P1) - f(P2)| 
n
\alpha 2 \leq C(\| Q\| 1)1/n

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n
\biggl( 
1 +

\delta 

\rho \alpha \ast (P1, P2)

\biggr) (39)

для всiх P1, P2 \in U, де \| Q\| 1 — норма функцiї Q в L1(D\prime ).

2. Якщо D\prime є обмеженою локально \alpha -гельдерово еквiвалентною до пiвкулi на своїй межi
в сенсi спiввiдношення (22), то будь-яке вiдображення f \in S\delta ,A,Q(D,D\prime ) продовжується до
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вiдображення f : DP \rightarrow D\prime , при цьому для кожної точки P0 \in ED знайдуться окiл U цiєї
точки у метричному просторi (DP , \rho ) i стала C = C(n,A,D,D\prime ) > 0 такi, що виконується
спiввiдношення (39).

Доведення. Нехай f \in S\delta ,A,Q(D,D\prime ). Достатньо обмежитися випадком P1, P2 \in U \cap D.

Оскiльки D — регулярна область, iснує квазiконформне вiдображення g - 1 областi D на область
D0 з локально квазiконформною межею, причому, за означенням метрики \rho в (38),

\rho (P1, P2) := | g - 1(P1) - g - 1(P2)| .

Розглянемо допомiжне вiдображення

F (x) = (f \circ g)(x), x \in D0. (40)

Оскiльки вiдображення g є квазiконформним, то iснує стала 1 \leq K1 < \infty така, що

1

K1
M(\Gamma ) \leq M(g(\Gamma )) \leq K1M(\Gamma ) (41)

для будь-якої сiм’ї кривих \Gamma в D0. З огляду на нерiвностi (41) та з урахуванням того, що
f задовольняє спiввiдношення (2), отримуємо, що F також задовольняє спiввiдношення (2)
з новою функцiєю \widetilde Q(x) := K1Q(x). Крiм того, оскiльки g — фiксоване вiдображення, яке є
гомеоморфiзмом, то h(F  - 1(A), \partial D) \geq \delta 0 > 0, де \delta 0 > 0 — деяке фiксоване число. Оскiльки g

— квазiконформне вiдображення, воно є локально гельдеровим з деяким показником \alpha \ast .

Розглянемо випадок 1. Тодi до вiдображення F можна застосувати теорему 3. Застосовуючи
цю теорему, одержуємо, що для будь-якої точки x0 \in \partial D0 знайдуться окiл U\ast цiєї точки i сталi
C\ast = C(n,A,D0, D

\prime ) > 0, 0 < \alpha \ast = \alpha \ast (n,A,D0, D
\prime ) \leq 1 i 0 < \alpha = \alpha (n,A,D0, D

\prime ) \leq 1 такi,
що

| F (x) - F (y)| 
n
\alpha 2 \leq C\ast K1\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 0
2| x - y| \alpha \ast 

\biggr) (42)

для всiх x, y \in U\ast \cap D0, де \| Q\| 1 — норма функцiї Q в L1(D). Нехай U := g(U\ast ), P0 := g(x0).

Тодi за означенням U є околом простого кiнця P0 \in ED. Якщо P1, P2 \in DP \cap U, то P1 = g(x)

i P2 = g(y) для деяких x, y \in U\ast \cap D0. З огляду на спiввiдношення (42), враховуючи, що
| x - y| = | g - 1(P1) - g - 1(P2)| = \rho (P1, P2), отримуємо, що

| F (g - 1(P1)) - F (g - 1(P2))| 
n
\alpha 2 \leq C\ast K1\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 0
2\rho \alpha \ast (P1, P2)

\biggr) ,

або, з огляду на (40),

| f(P1) - f(P2)| 
n
\alpha 2 \leq C\ast K1\| Q\| 1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

\delta 0
2\rho \alpha \ast (P1, P2)

\biggr) .

Не обмежуючи загальностi можна вважати, що в останньому спiввiдношеннi \delta 0 = \delta , бо, як вже

зазначалося, \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1

nt

\biggr) 
\sim \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
1 +

1

kt

\biggr) 
при t \rightarrow +0 для рiзних фiксованих k, n > 0. Це i є

бажаним спiввiдношенням.
У випадку 2 iз зауваження 1 випливає спiввiдношення (42) з конкретними \alpha \ast i \alpha . Все решта

в доведеннi залишиться без змiн.
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