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ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ З РЕГУЛЯРНОЮ ОСОБЛИВIСТЮ
ДЛЯ РАДIАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ \bfitp -АДИЧНОГО АРГУМЕНТУ

We consider the case of regular singularity for a class of equations with pseudodifferential operator D\alpha , \alpha > 0, on radial
functions

| t| \alpha p (D\alpha )(| t| p) = A(| t| p)u(| t| p).

Under certain conditions, we prove the existence of a solution specified in the form of a locally absolutely convergent
power series.

Розглянуто випадок регулярної сингулярностi для класу рiвнянь з псевдодиференцiальним оператором D\alpha , \alpha > 0,
на радiальних функцiях

| t| \alpha p (D\alpha )(| t| p) = A(| t| p)u(| t| p).

За певних умов доведено iснування розв’язку, що задається у виглядi локально абсолютно збiжного степеневого
ряду.

1. Вступ. Теорiя псевдодиференцiальних операторiв р-адичного аргументу має досить довгу
iсторiю i пов’язана з роботами Владiмiрова, Воловича та Зеленова [12], Кочубея [8], Тейбл-
сона [11], Альбеверiо, Хреннiкова та Шелковича [1]. Важливiсть цього напрямку пов’язана iз
теоремою Островського, яка стверджує, що довiльна нетривiальна норма на полi рацiональних
чисел \BbbQ еквiвалентна звичайному абсолютному значенню | \cdot | або p-адичнiй нормi | \cdot | p. Таким
чином, операторний аналiз у просторах функцiй над неархiмедовим локально компактним по-
лем є альтернативною математичною моделлю, що має потенцiал для застосувань не менший,
нiж звичайний аналiз, що базується на евклiдовiй вiдстанi (див., наприклад, [3, 4, 13]).

У роботi [7] було розглянуто несингулярну нелiнiйну задачу Кошi на радiальних функцiях

(D\alpha )(| t| p) = f(| t| p, u(| t| p)), 0 \not = t \in \BbbQ p,

u(0) = u0,

та доведено iснування вiдповiдного розв’язку. Подальший розвиток цього напрямку було зроб-
лено у роботi [2], де розглянуто випадок слабкого виродження, який вiдповiдає нелiнiйному
псевдодиференцiальному рiвнянню

| t| \gamma p(D\alpha )(| t| p) = f(| t| p, u(| t| p)), 0 \not = t \in \BbbQ p,

при \gamma < \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(1, \alpha ), та знайдено умови iснування локального та глобального розв’язку. В цiй
роботi ми робимо наступний крок i розглядаємо випадок регулярної особливостi. Основним
результатом є теорема 3.1, яка показує, що формальний розв’язок, який задається степеневим
рядом, надає справжнiй розв’язок у тому сенсi, що цей ряд є абсолютно збiжним.

Зауважимо, що оператор D\alpha , \alpha > 0, можна розглядати як p-адичний аналог дробової похiд-
ної Рiмана – Лiувiлля. Класичнi дробовi рiвняння з регулярною особливiстю було розглянуто в
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роботi А. Н. Кочубея [6]. Спираючись на методи [6], ми розглядаємо лiнiйнi псевдодиференцi-
альнi рiвняння з регулярним виродженням при \gamma = \alpha 

| t| \alpha p (D\alpha )(| t| p) = A(| t| p)u(| t| p) (1.1)

та доводимо iснування локального розв’язку у виглядi степеневого ряду

u(| t| p) =
\infty \sum 

N=0

uN | t| \beta Np ,

де \beta > 0, за вiдповiдних умов на праву частину рiвняння (1.1).

2. Основнi означення та попереднi результати. Нехай \BbbQ p — поле p-адичних чисел, яке
визначається як поповнення поля рацiональних чисел \BbbQ щодо неархiмедової p-адичної норми
| \cdot | p. Для рацiонального числа x = p\gamma (m/n), де цiлi числа m та n взаємно простi з p, p-
адична норма x дорiвнює | x| p = p - \gamma . Ця норма задовольняє сильну нерiвнiсть трикутника
| x+ y| p \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(| x| p, | y| p).

Функцiя \varphi : \BbbQ p \rightarrow \BbbC називається локально сталою, якщо iснує таке цiле число \ell , що для
будь-якого x \in \BbbQ p

\varphi (x+ x\prime ) = \varphi (x) при | x\prime | p \leq p - \ell .

Найменше з таких чисел \ell називається показником локальної сталостi функцiї \varphi .
Позначимо через \scrD (\BbbQ p) лiнiйний топологiчний простiр всiх локально сталих функцiй \varphi :

\BbbQ p \rightarrow \BbbC з компактними носiями. Сильно спряжений простiр \scrD \prime (\BbbQ p) називається простором
узагальнених функцiй Бруа – Шварца (див. [1], роздiл 4.3).

Нехай \chi p(\xi x) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(2\pi i\{ \xi x\} p), де \xi \in \BbbQ p, — адитивний характер \BbbQ p. Перетворення Фур’є
основної функцiї \varphi \in \scrD (\BbbQ p) визначається як

\widetilde \varphi (\xi ) = \int 
\BbbQ p

\chi p(\xi x)\varphi (x)dx, x \in \BbbQ p.

Оператор дробового диференцiювання D\alpha , \alpha > 0, на \scrD (\BbbQ p) визначається таким чином (див.
[12]):

(D\alpha \varphi )(x) = \scrF  - 1
\bigl[ 
| \xi | \alpha p (\scrF (\varphi ))(\xi )

\bigr] 
(x).

Вiдомо [5], що

D\alpha (| \cdot | \beta p ) =
\Gamma p(\beta + 1)

\Gamma p(\beta  - \alpha + 1)
| \cdot | \beta  - \alpha 

p , \beta \not = \alpha , (2.1)

де

\Gamma p(z) =
1 - pz - 1

1 - p - z
(2.2)

— p-адичний аналог гамма-функцiї.
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3. Регулярна особливiсть. Будемо розглядати рiвняння вигляду

| t| \alpha p (D\alpha u)(| t| p) = A(| t| p)u(| t| p), (3.1)

де

A(| t| p) =
\infty \sum 

N=0

AN | t| \beta Np ,

AN \in \BbbC , \beta > 0 i для деяких M,\mu > 0

| AN | \leq M\mu N , N \geq 0. (3.2)

Припустимо, що функцiя u розкладається у формальний ряд вигляду

u(| t| p) =
\infty \sum 

N=0

uN | t| \beta Np , uN \in \BbbC . (3.3)

Пiдставляючи ряд (3.3) формально у рiвняння (3.1), з урахуванням формули (2.1), у випадку
\alpha \not = \beta N, N \geq 0, отримуємо

| t| \alpha p
\infty \sum 

N=0

uND\alpha (| t| \beta Np ) =

\Biggl( \infty \sum 
k=0

Ak| t| \beta kp

\Biggr) \Biggl( \infty \sum 
N=0

uN | t| \beta Np

\Biggr) 
,

\infty \sum 
N=0

uN
\Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)
| t| \beta Np =

\infty \sum 
N=0

\Biggl( 
N\sum 
k=0

AkuN - k

\Biggr) 
| t| \beta Np .

Прирiвнюючи коефiцiєнти при | t| Np , маємо

\Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)
uN =

N\sum 
k=0

AkuN - k, N \geq 0,

або, еквiвалентно, оскiльки \Gamma p(1) =
1 - p0

1 - p - 1
= 0,

0 = A0u0, (3.4)\biggl[ 
A0  - 

\Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)

\biggr] 
uN =  - 

N\sum 
k=1

AkuN - k, N \geq 1. (3.5)

Означення 3.1. Будемо називати ряд (3.3) формальним розв’язком рiвняння (3.1), якщо
виконуються спiввiдношення (3.4), (3.5).

Теорема 3.1. Нехай A0 = 0. Якщо ряд (3.3) є формальним розв’язком рiвняння (3.1), то
ряд (3.3) є локально абсолютно збiжним.

Доведення. Нехай A0 = 0. Тодi рiвняння (3.4) виконується для будь-якого u0 \in \BbbC .
Iз рiвняння (2.2) маємо

\Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)
=

1 - p\beta N

1 - p - (\beta N+1)

1 - p - (\beta N - \alpha +1)

1 - p\beta N - \alpha 
=

p\beta N (p - \beta N  - 1)

1 - p - (\beta N+1)

1 - p - (\beta N - \alpha +1)

p\beta N (p - \beta N  - p - \alpha )
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=
p - \beta N  - 1

1 - p - (\beta N+1)

1 - p - (\beta N - \alpha +1)

p - \beta N  - p - \alpha 
\sim  - 1

 - p - \alpha 
= p\alpha , N \rightarrow \infty .

Тому iснує таке N0 \in \BbbN , що для деякого C > 0 виконується\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\biggl[ 

\Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)

\biggr]  - 1
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq Cp - \alpha , N \geq N0. (3.6)

Розглядаючи, якщо необхiдно, \lambda u(| t| p) замiсть u(| t| p) при достатньо малому | \lambda | , можна при-
пустити, що | u0| \leq 1.

Виберемо r > 0 настiльки великим, щоб виконувалось | uN | \leq rN для N \leq N0 i

CMp - \alpha 
\infty \sum 
k=1

\Bigl( \mu 
r

\Bigr) k
\leq 1. (3.7)

Тодi за iндукцiєю

| uN | \leq rN , N \geq 0. (3.8)

Справдi, припустимо, що (3.8) виконується для деякого N \geq N0. Тодi iз (3.2), (3.5) – (3.7)
випливає, що

| uN+1| \leq 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\biggl[ 

\Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)

\biggr]  - 1
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
N+1\sum 
k=1

AkuN+1 - k

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\leq CMp - \alpha 

N+1\sum 
k=1

\mu krN+1 - k

= CMp - \alpha rN+1
l+1\sum 
k=1

\Bigl( \mu 
r

\Bigr) k
\leq rN+1.

Оскiльки радiус збiжностi R степеневого ряду (3.3) дорiвнює [10] (твердження 6.1)

R - 1 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
N\rightarrow \infty 

| uN | 1/N ,

то iз (3.8) випливає, що якщо ряд (3.3) є формальним розв’язком рiвняння (3.1), вiн збiгається
абсолютно при | t| p \leq r - 1.

Теорему доведено.
Далi розглянемо випадок A0 \not = 0. Аналiзуючи рiвняння (3.4) i (3.5), легко бачити, що рiзнi

випадки значень A0, якi задовольняють цю систему, розгалужуються подiбно до дерева, тому
буде зручно далi позначати кожний крок iндексом m. Припустимо, що ряд (3.3) є формальним
розв’язком рiвняння (3.1). Позначимо

\{ Am\} =
\bigl\{ 
A

(1)
0 , . . . , A

(m - 1)
0

\bigr\} 
.

Крок m = 1. Iз рiвняння (3.4) випливає, що або A0 = 0, або u0 = 0.
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Випадок (1): A(1)
0 = 0, u0 можемо вибрати довiльне. Тодi iз рiвняння (3.5) маємо

u
(1)
N =  - 

\biggl[ 
\Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)

\biggr]  - 1 N\sum 
k=1

AkuN - k, N \geq 1,

i за теоремою 3.1 ряд (3.3) є локально абсолютно збiжним.
Випадок (2): A0 \not = 0 довiльне, u0 = 0. Тодi iз (3.5) для N = 1 маємо\biggl[ 

A0  - 
\Gamma p(\beta + 1)

\Gamma p(\beta  - \alpha + 1)

\biggr] 
u1 =  - A1u0 = 0.

Крок m = 2. Тодi або

\biggl[ 
A0  - 

\Gamma p(\beta + 1)

\Gamma p(\beta  - \alpha + 1)

\biggr] 
= 0, або u1 = 0.

Випадок (21): A(21)
0 =

\Gamma p(\beta + 1)

\Gamma p(\beta  - \alpha + 1)
, u0 = 0, u1 довiльне. Тодi iз (3.5) маємо

u
(21)
N =  - 

\biggl[ 
\Gamma p(\beta + 1)

\Gamma p(\beta  - \alpha + 1)
 - \Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)

\biggr]  - 1 N - 1\sum 
k=1

AkuN - k, N \geq 2.

Оскiльки
\Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)
\sim p\alpha , то iснує таке N0 \in \BbbN , що для деякого C > 0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\biggl[ 

\Gamma p(\beta + 1)

\Gamma p(\beta  - \alpha + 1)
 - \Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)

\biggr]  - 1
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq C

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Gamma p(\beta + 1)

\Gamma p(\beta  - \alpha + 1)
 - p\alpha 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 1

, N \geq N0.

Тодi, аналогiчно доведенню теореми 3.1, можна вибрати r > 0 так, щоб | uN | \leq rN для N \leq 
N0 i

CM

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Gamma p(\beta + 1)

\Gamma p(\beta  - \alpha + 1)
 - p\alpha 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 1 \infty \sum 
k=1

(
\mu 

r
)k \leq 1.

Далi за iндукцiєю легко довести, що

| uN | \leq rN , N \geq 0.

Звiдси випливає, що формальний ряд (3.3) є абсолютно збiжним для | t| p \leq r - 1.

Випадок (22): A0 /\in \{ A1\} довiльне, u0 = u1 = 0. Тодi iз (3.5) для N = 2 маємо\biggl[ 
A0  - 

\Gamma p(2\beta + 1)

\Gamma p(2\beta  - \alpha + 1)

\biggr] 
u2 =  - A1u0  - A2u0 = 0.

Крок m = 3. Тодi або

\biggl[ 
A0  - 

\Gamma p(2\beta + 1)

\Gamma p(2\beta  - \alpha + 1)

\biggr] 
= 0, або u2 = 0.

Випадок (221): A(221)
0 =

\Gamma p(2\beta + 1)

\Gamma p(2\beta  - \alpha + 1)
, u0 = u1 = 0, u2 довiльне. Тодi iз (3.5) маємо

u
(221)
N =  - 

\biggl[ 
\Gamma p(2\beta + 1)

\Gamma p(2\beta  - \alpha + 1)
 - \Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)

\biggr]  - 1 N - 2\sum 
k=1

AkuN - k, N \geq 3.
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Випадок (222): A0 /\in \{ A2\} довiльне, u0 = u1 = u2 = 0. Тодi iз (3.5) для N = 3\biggl[ 
A0  - 

\Gamma p(3\beta + 1)

\Gamma p(3\beta  - \alpha + 1)

\biggr] 
u3 =  - A1u2  - A2u1  - A3u0 = 0.

Крок m = 4. Тодi або

\biggl[ 
A0  - 

\Gamma p(3\beta + 1)

\Gamma p(3\beta  - \alpha + 1)

\biggr] 
= 0, або u3 = 0.

I так далi.
Крок m. Випадок (2. . .21) (тут в iндексi стоять m  - 1 ‘2‘ перед ‘1‘): A

(2\cdot \cdot \cdot 21)
0 =

\Gamma p(\beta (m - 1) + 1)

\Gamma p(\beta (m - 1) - \alpha + 1)
, u0 = . . . = um - 2 = 0, um - 1 довiльне. Тодi iз (3.5) маємо

u
(2\cdot \cdot \cdot 21)
N =  - 

\biggl[ 
\Gamma p(\beta (m - 1) + 1)

\Gamma p(\beta (m - 1) - \alpha + 1)
 - \Gamma p(\beta N + 1)

\Gamma p(\beta N  - \alpha + 1)

\biggr]  - 1 N - m+1\sum 
k=1

AkuN - k, N \geq m.

Випадок (2. . .22) (тут в iндексi стоять m ‘2‘): A0 /\in \{ Am - 1\} довiльне, u0 = . . . = um - 1 = 0.

Iз рiвняння (3.5) для N = m маємо\biggl[ 
A0  - 

\Gamma p(\beta (m - 1) + 1)

\Gamma p(\beta (m - 1) - \alpha + 1)

\biggr] 
um - 1 = 0

i так далi.
За допомогою аналогiчних мiркувань до випадку (21) отримуємо такий результат.

Теорема 3.2. (i) Нехай A0 =
\Gamma p(\beta (m - 1) + 1)

\Gamma p(\beta (m - 1) - \alpha + 1)
для деякого цiлого m \geq 2. Якщо

ряд (3.3) є формальним розв’язком рiвняння (3.1), то ряд (3.3) є локально абсолютно збiжним,
а його коефiцiєнти uN , N \geq 0, задовольняють спiввiдношення

u0 = . . . = um - 2 = 0,

uN =  - 
\biggl[ 

\Gamma p(m)

\Gamma p(m - \alpha )
 - \Gamma p(N + 1)

\Gamma p(N  - \alpha + 1)

\biggr]  - 1 N - m+1\sum 
k=1

AkuN - k, N \geq m,

для деякого um - 1 \in \BbbC .

(ii) Якщо A0 \not = 0 та A0 \not = \Gamma p(m)

\Gamma p(m - \alpha )
для жодного цiлого m \geq 2, то рiвняння (3.1) має

лише нульовий розв’язок u \equiv 0.

Конфлiкт iнтересiв. Авторка заявляє, що вона не має потенцiйного конфлiкту iнтересiв
щодо дослiдження у цiй статтi.

Фiнансування. Авторка заявляє, що пiд час пiдготовки цього рукопису не було отримано
коштiв, грантiв чи iншої пiдтримки.
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