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ПРО БУДОВУ АЛГЕБРИ ДИФЕРЕНЦIЮВАНЬ ДЕЯКИХ АЛГЕБР ЛЕЙБНIЦА,
ЯКI МАЮТЬ МАЛУ РОЗМIРНIСТЬ

We start the description of the algebra of derivations of Leibniz algebras with dimension 3. It is clear that the description of
the algebra of derivations of all Leibniz algebras with dimension 3, is quite large. Therefore, we focus on the description of
nilpotent Leibniz algebras whose nilpotency class is equal to 3 and nilpotent Leibniz algebras whose center has dimension 2.

Ми розпочинаємо опис алгебри диференцiювань алгебр Лейбнiца, що мають розмiрнiсть 3. Зрозумiло, що опис
алгебри диференцiювань всiх алгебр Лейбнiца розмiрностi 3 є досить великим. Тому ми зосередимося на описi
нiльпотентних алгебр Лейбнiца, клас нiльпотентностi яких дорiвнює 3, та нiльпотентних алгебр Лейбнiца, центр
яких має розмiрнiсть 2.

1. Вступ. Нехай L — алгебра над полем F з бiнарними операцiями + та [\cdot , \cdot ]. Тодi L назива-
тимемо (лiвою) алгеброю Лейбнiца, якщо вона задовольняє (лiву) тотожнiсть Лейбнiца:

[[a, b], c] = [a, [b, c]] - [b, [a, c]] для всiх a, b, c \in L.

Ми також будемо використовувати iншу форму цiєї тотожностi:

[a, [b, c]] = [[a, b], c] + [b, [a, c]].

Алгебри Лейбнiца були визначенi у статтi А. Блоха [2], проте сам термiн „алгебра Лейбнiца”
з’явився значно пiзнiше у монографiї Ж.-Л. Лоде [11] та його ж статтi [12]. А в роботi [13]
Ж.-Л. Лоде та Т. Пiрашвiлi розпочали детальне дослiдження властивостей алгебр Лейбнiца.
Теорiя алгебр Лейбнiца дуже iнтенсивно розвивалася в багатьох рiзних напрямках. З деякими
результатами цiєї теорiї можна ознайомитись у монографiї [1]. Зазначимо, що алгебри Лi є час-
тковим випадком алгебр Лейбнiца. Водночас, якщо L — алгебра Лейбнiца, для якої [a, a] = 0

для кожного елемента a \in L, то вона є алгеброю Лi. Отже, алгебри Лi можуть бути охаракте-
ризованi як антикомутативнi алгебри Лейбнiца. Як i в алгебрах Лi, великий вплив на структуру
алгебр Лейбнiца здiйснюють їх алгебри диференцiювань.

Позначимо через \bfE \bfn \bfd [,](L) множину всiх лiнiйних перетворень L. Тодi L є асоцiативною
алгеброю з операцiями + та \circ . Як завжди, \bfE \bfn \bfd [,](L) є алгеброю Лi з операцiями + та [, ], де
[f, g] = f \circ g  - g \circ f для всiх f, g \in \bfE \bfn \bfd [,](L).

Лiнiйне перетворення f алгебри Лейбнiца L називається диференцiюванням, якщо f([a, b]) =

[f(a), b] + [a, f(b)] для всiх a, b \in L.

Нехай \bfD \bfe \bfr [,](L) є пiдмножиною всiх диференцiювань L. Можна довести, що \bfD \bfe \bfr [,](L) є
пiдалгеброю алгебри Лi \bfE \bfn \bfd [,](L). \bfD \bfe \bfr [,](L) називається алгеброю диференцiювань алгебри
Лейбнiца L.

1 Вiдповiдальний за листування, e-mail: dr.mykola.semko@gmail.com.
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Вплив на будову алгебри Лейбнiца їхнiх алгебр диференцiювань можна побачити з такого
результату: якщо A є iдеалом алгебри Лейбнiца, то фактор-алгебра L за анулятором A є
iзоморфною до деякої пiдалгебри \bfD \bfe \bfr [,](L) [7] (твердження 3.2).

Опис структури алгебр диференцiювань скiнченновимiрних циклiчних алгебр Лейбнiца бу-
ло отримано в роботах [8 – 10, 14]. Звiсно, виникає питання про алгебри диференцiювань алгебр
Лейбнiца, що мають малу розмiрнiсть. На вiдмiну вiд алгебр Лi, ситуацiя з алгебрами Лейбнi-
ца розмiрностi 3 дуже рiзноманiтна. Алгебри Лейбнiца розмiрностi 3 здебiльшого описанi,
опис алгебр Лейбнiца розмiрностей 4 i 5 зараз проводять достатньо iнтенсивно. Список робiт,
присвячених цим дослiдженням, досить великий, i ми не будемо наводити його тут повнiстю.
Зазначимо лише, що вивченню алгебр Лейбнiца, що мають розмiрнiсть 3, присвячено роздiл 3.1
монографiї [1] та статтi [3, 5, 6, 15 – 17].

У цiй роботi ми розпочинаємо опис алгебри диференцiювань алгебр Лейбнiца, що мають
розмiрнiсть 3. Цей опис досить великий за обсягом, тому ми обмежимось описом алгебри
диференцiювань деяких типiв алгебр Лейбнiца, що мають розмiрнiсть 3. А саме, опишемо
нiльпотентнi алгебри Лейбнiца, клас нiльпотентностi яких дорiвнює 3, та нiльпотентнi алгебри
Лейбнiца, центр яких має розмiрнiсть 2.

2. Попереднi вiдомостi та загальнi властивостi алгебри диференцiювань алгебр Лейб-
нiца. Розпочнемо з деяких загальних властивостей алгебри диференцiювань алгебр Лейбнiца.
Ми наведемо тут деякi основнi елементарнi властивостi диференцiювань, якi доведено в роботi
[8]. Нагадаємо деякi означення.

Кожна алгебра Лейбнiца L має один особливий iдеал. Позначимо через \bfL \bfe \bfi \bfb (L) пiдпростiр,
породжений елементами [a, a], a \in L. Легко показати, що \bfL \bfe \bfi \bfb (L) є iдеалом алгебри L.

Називатимемо його ядром Лейбнiца алгебри L. За означенням фактор-алгебра L/\bfL \bfe \bfi \bfb (L) є
алгеброю Лi. Навпаки, якщо K — iдеал L такий, що L/K — алгебра Лi, то K мiстить ядро
Лейбнiца.

Лiвий (вiдповiдно правий) центр \zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L) (вiдповiдно \zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L)) алгебри L визначимо за
правилом

\zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L) =
\bigl\{ 
a \in L | [a, b] = 0 для кожного b \in L

\bigr\} 
\bigl( 
вiдповiдно

\zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L) =
\bigl\{ 
a \in L | [b, a] = 0 для кожного b \in L

\bigr\} \bigr) 
.

Легко показати, що лiвий центр алгебри L є iдеалом, проте це не справджується для правого
центра. Правий центр є пiдалгеброю алгебри L. Варто зазначити, що у загальному випадку
лiвий та правий центри рiзнi i можуть навiть мати рiзнi розмiрностi (див., наприклад, [7]).

Центр \zeta (L) алгебри L визначають як перетин лiвого та правого центрiв, тобто

\zeta (L) =
\bigl\{ 
a \in L | [a, b] = 0 = [b, a] для кожного b \in L

\bigr\} 
.

Очевидно, що центр \zeta (L) є iдеалом алгебри L.

Визначимо верхнiй центральний ряд

\langle 0\rangle = \zeta 0(L) \leq \zeta 1(L) \leq . . . \zeta \alpha (L) \leq \zeta \alpha +1(L) \leq . . . \zeta \eta (L) = \zeta \infty (L)
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алгебри L за правилом \zeta 1(L) = \zeta (L), \zeta \alpha +1(L)/\zeta \alpha (L) = \zeta (L/\zeta \alpha (L)) для всiх порядкових
чисел \alpha та \zeta \lambda (L) =

\bigcup 
\mu <\lambda \zeta \mu (L) для всiх граничних порядкових чисел \lambda . Останнiй член

\zeta \eta (L) = \zeta \infty (L) цього ряду називають верхнiм гiперцентром алгебри L.

Визначимо тепер нижнiй центральний ряд

L = \gamma 1(L) \geq \gamma 2(L) \geq . . . \gamma \alpha (L) \geq \gamma \alpha +1 \geq . . . \gamma \delta (L) = \gamma \infty (L)

алгебри L за правилом \gamma 1(L) = L, \gamma 2(L) = [L,L], \gamma \alpha +1(L) = [L, \gamma \alpha (L)] для всiх порядкових
чисел \alpha та \gamma \lambda (L) =

\bigcap 
\mu <\lambda \gamma \mu (L) для всiх граничних порядкових чисел \lambda . Останнiй член

\gamma \delta (L) = \gamma \infty (L) цього ряду називають нижнiм гiпоцентром алгебри L.

Алгебру Лейбнiца L називатимемо нiльпотентною, якщо iснує таке натуральне число k,

що \gamma k(L) = \langle 0\rangle . Разом з тим алгебру L називатимемо нiльпотентною класу нiльпотентностi
c, якщо \gamma c+1(L) = \langle 0\rangle , але \gamma c(L) \not = \langle 0\rangle .

Лема 2.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, f — диференцiювання алгебри L.

Тодi f(\zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L)) \leq \zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L), f(\zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L)) \leq \zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L) i f(\zeta (L)) \leq \zeta (L).

Наслiдок 2.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, f — диференцiювання алгебри L.

Тодi f(\zeta \alpha (L)) \leq \zeta \alpha (L) для всiх порядкових чисел \alpha .

Лема 2.2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, f — диференцiювання алгебри L.

Тодi f(\gamma \alpha (L)) \leq \gamma \alpha (L) для всiх порядкових чисел \alpha . Зокрема, f(\gamma \infty (L)) \leq \gamma \infty (L).

Природно спочатку навести опис алгебри диференцiювань алгебр Лейбнiца розмiрностi 2.
Опис алгебри Лейбнiца, що має розмiрнiсть 2, мiститься в кiлькох роботах (однiєю з перших
була робота [4]). Алгебри Лейбнiца, що мають розмiрнiсть 2, якi не є алгебрами Лi, обмеженi
алгебрами двох типiв:

\bfL \bfe \bfi 1(2, F ) = Fa1 \oplus Fa2, де [a1, a1] = a2, [a1, a2] = [a2, a1] = [a2, a2] = 0,

\bfL \bfe \bfi 2(2, F ) = Fa1 \oplus Fa2, де [a1, a1] = a2, [a1, a2] = a2, [a2, a1] = [a2, a2] = 0.

Нехай L — алгебра Лi. Будемо говорити, що L — напiвпряма сума iдеалу A i пiдалгебри B,

якщо L = A+B та A \cap B = \langle 0\rangle .
Твердження 2.1. Нехай \bfD — алгебра диференцiювань алгебри Лейбнiца \bfL \bfe \bfi 1(2, F ). Тодi \bfD 

є напiвпрямою сумою iдеалу розмiрностi 1 i пiдалгебри розмiрностi 1. Точнiше, \bfD iзоморфна
пiдалгебрi матриць, що має вигляд\Biggl( 

\alpha 1 0

\alpha 2 2\alpha 1

\Biggr) 
, де \alpha 1, \alpha 2 \in F.

Доведення. Нехай L = \bfL \bfe \bfi 1(2, F ) i f \in \bfD \bfe \bfr [,](L). Маємо f(a1) = \alpha 1a1 + \alpha 2a2, тодi

f(a2) = f([a1, a1]) = [f(a1), a1] + [a1, f(a1)]

= [\alpha 1a1 + \alpha 2a2, a1] + [a1, \alpha 1a1 + \alpha 2a2]

= [\alpha 1a1, a1] + [a1, \alpha 1a1 + \alpha 2a2]

= \alpha 1[a1, a1] + \alpha 1[a1, a1] + \alpha 2[a1, a2] = 2\alpha 1a2.

Таким чином, диференцiювання f має в базисi \{ a1, a2\} матрицю\Biggl( 
\alpha 1 0

\alpha 2 2\alpha 1

\Biggr) 
.
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Нехай f1 — ендоморфiзм L, визначений за правилом f1(a1) = a1, f1(a2) = 2a2. Неважко
перевiрити, що f1 є диференцiюванням L. Нехай f2 — ендоморфiзм L, визначений за правилом
f2(a1) = a2, f2(a2) = 0. Так само f2 є диференцiюванням L. Крiм того, неважко перевiрити,
що пiдпростiр Ff2 є iдеалом \bfD \bfe \bfr [,](L). Нехай f — довiльне диференцiювання L, f(a1) =

\alpha 1a1 + \alpha 2a2, f(a2) = 2\alpha 1a2. Маємо

(f  - \alpha 1f1)(a1) = \alpha 1a1 + \alpha 2a2  - \alpha 1a1 = \alpha 2a2 = \alpha 2f2(a1),

(f  - \alpha 1f1)(a2) = 2\alpha 1a2  - 2\alpha 1a2 = 0 = \alpha 2f2(a2).

Таким чином, f = \alpha 1f1+\alpha 2f2, так що D = Ff2+Ff1. З цього зрозумiло, що Ff2\cap Ff1 = \langle 0\rangle .
Твердження доведено.
Твердження 2.2. Нехай \bfD — алгебра диференцiювань алгебри Лейбнiца \bfL \bfe \bfi 2(2, F ). Тодi

\bfD є абелевою i має розмiрнiсть 1, D = Ff, де f(a1) = a2, f(a2) = a2.

Доведення. Нехай L = \bfL \bfe \bfi 2(2, F ) i f \in \bfD \bfe \bfr [,](L). Маємо f(a1) = \alpha 1a1 + \alpha 2a2, тодi

f(a2) = f([a1, a1]) = [f(a1), a1] + [a1, f(a1)]

= [\alpha 1a1 + \alpha 2a2, a1] + [a1, \alpha 1a1 + \alpha 2a2]

= [\alpha 1a1, a1] + [a1, \alpha 1a1 + \alpha 2a2]

= \alpha 1[a1, a1] + \alpha 1[a1, a1] + \alpha 2[a1, a2]

= 2\alpha 1a2 + \alpha 2a2 = (2\alpha 1 + \alpha 2)a2.

Отже, диференцiювання f має в базисi \{ a1, a2\} матрицю\Biggl( 
\alpha 1 0

\alpha 2 2\alpha 1 + \alpha 2

\Biggr) 
.

Навпаки, нехай g — ендоморфiзм L, визначений за правилом g(a1) = \alpha 1a1+\alpha 2a2, g(a2) =

(2\alpha 1 + \alpha 2)a2, де \alpha 1, \alpha 2 \in F. Виберемо довiльнi елементи x, y \in L, i нехай x = \lambda 1a1 + \lambda 2a2,

y = \mu 1a1 + \mu 2a2. Маємо

g(x) = g(\lambda 1a1 + \lambda 2a2) = \lambda 1g(a1) + \lambda 2g(a2)

= \lambda 1(\alpha 1a1 + \alpha 2a2) + \lambda 2(2\alpha 1 + \alpha 2)a2

= \lambda 1\alpha 1a1 + (\lambda 1\alpha 2 + 2\lambda 2\alpha 1 + \lambda 2\alpha 2)a2,

g(y) = \mu 1\alpha 1a1 + (\mu 1\alpha 2 + 2\mu 2\alpha 1 + \mu 2\alpha 2)a2,

[x, y] = [\lambda 1a1 + \lambda 2a2, \mu 1a1 + \mu 2a2]

= [\lambda 1a1, \mu 1a1] + [\lambda 1a1, \mu 2a2] + [\lambda 2a2, \mu 1a1] + [\lambda 2a2, \mu 2a2]

= \lambda 1\mu 1[a1, a1] + \lambda 1\mu 2[a1, a2] + \lambda 2\mu 1[a2, a1] + \lambda 2\mu 2[a2, a2]

= \lambda 1\mu 1a2 + \lambda 1\mu 2a2 = \lambda 1(\mu 1 + \mu 2)a2,
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[g(x), y] = [\lambda 1\alpha 1a1 + (\lambda 1\alpha 2 + 2\lambda 2\alpha 1a+ \lambda 2\alpha 2)a2, \mu 1a1 + \mu 2a2]

= \lambda 1\alpha 1\mu 1[a1, a1] + \lambda 1\alpha 1\mu 2[a1, a2]

= \lambda 1\alpha 1\mu 1a2 + \lambda 1\alpha 1\mu 2a2 = \lambda 1\alpha 1(\mu 1 + \mu 2)a2,

[x, g(y)] = [\lambda 1a1 + \lambda 2a2, \mu 1\alpha 1a1 + (\mu 1\alpha 2 + 2\mu 2\alpha 1 + \mu 2\alpha 2)a2]

= \lambda 1\mu 1\alpha 1[a1, a1] + \lambda 1(\mu 1\alpha 2 + 2\mu 2\alpha 1 + \mu 2\alpha 2)[a1, a2]

= \lambda 1\mu 1\alpha 1a2 + \lambda 1(\mu 1\alpha 2 + 2\mu 2\alpha 1 + \mu 2\alpha 2)a2

= \lambda 1(\mu 1\alpha 1 + \mu 1\alpha 2 + 2\mu 2\alpha 1a+ \mu 2\alpha 2)a2,

g([x, y]) = g(\lambda 1(\mu 1 + \mu 2)a2) = \lambda 1(\mu 1 + \mu 2)g(a2)

= \lambda 1(\mu 1 + \mu 2)(2\alpha 1 + \alpha 2)a2

= \lambda 1(2\alpha 1\mu 1 + \mu 1\alpha 2 + 2\alpha 1\mu 2 + \alpha 2\mu 2)a2,

[g(x), y] + [x, g(y)] = \lambda 1\alpha 1(\mu 1 + \mu 2)a2 + \lambda 1(\mu 1\alpha 1 + \mu 1\alpha 2 + 2\mu 2\alpha 1a+ \mu 2\alpha 2)a2

= \lambda 1(\alpha 1\mu 1 + \alpha 1\mu 2 + \mu 1\alpha 1 + \mu 1\alpha 2 + 2\mu 2\alpha 1 + \mu 2\alpha 2)a2

= \lambda 1(2\alpha 1\mu 1 + 3\alpha 1\mu 2 + \mu 1\alpha 2 + \mu 2\alpha 2)a2.

Таким чином, отримуємо

\lambda 1(2\alpha 1\mu 1 + \mu 1\alpha 2 + 2\alpha 1\mu 2 + \alpha 2\mu 2) = \lambda 1(2\alpha 1\mu 1 + 3\alpha 1\mu 2 + \mu 1\alpha 2 + \mu 2\alpha 2).

Оскiльки \lambda 1 довiльна, то

2\alpha 1\mu 1 + \mu 1\alpha 2 + 2\alpha 1\mu 2 + \alpha 2\mu 2 = 2\alpha 1\mu 1 + 3\alpha 1\mu 2 + \mu 1\alpha 2 + \mu 2\alpha 2.

Таким чином, 2\alpha 1\mu 2 = 3\alpha 1\mu 2 або \alpha 1\mu 2 = 0. Оскiльки \mu 2 є довiльним, то \alpha 1 = 0. Отже,
одержуємо, що диференцiювання g має в базисi \{ a1, a2\} матрицю\Biggl( 

0 0

\alpha 2 \alpha 2

\Biggr) 
.

Позначимо через \Xi канонiчний мономорфiзм \bfE \bfn \bfd [,](L) в \bfM 2(F ) (тобто \Xi (f) є матрицею
f у базисi \{ a1, a2\} ). Згiдно з доведеним вище отримуємо, що \Xi (\bfD \bfe \bfr [,](L)) є пiдмножиною
\bfM 2(F ), що складається з матриць, якi мають вигляд\Biggl( 

0 0

\alpha \alpha 

\Biggr) 
, \alpha \in F.

Використовуючи цей iзоморфiзм, приходимо до висновку, що \bfD \bfe \bfr [,](L) є абелевою i має роз-
мiрнiсть 1.

Твердження доведено.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2024, т. 76, № 5



ПРО БУДОВУ АЛГЕБРИ ДИФЕРЕНЦIЮВАНЬ ДЕЯКИХ АЛГЕБР ЛЕЙБНIЦА . . . 733

3. Алгебра диференцiювань деяких алгебр Лейбнiца, що мають розмiрнiсть 3. Пере-
йдемо до розгляду алгебри диференцiювань алгебр Лейбнiца, що має розмiрнiсть 3. Звичайно,
будемо розглядати лише алгебри Лейбнiца, якi не є алгебрами Лi. Це означає, що їх ядро
Лейбнiца не дорiвнює нулю. Першим типом алгебр Лейбнiца, якi ми розглянемо, є нiльпотент-
нi алгебри Лейбнiца, а першим типом нiльпотентних алгебр Лейбнiца є нiльпотентнi алгебри
Лейбнiца класу нiльпотентностi 3. Iснує лише один тип таких алгебр — алгебра \bfL \bfe \bfi 1(3, F ):

\bfL \bfe \bfi 1(3, F ) = Fa1 \oplus Fa2 \oplus Fa3,

де

[a1, a1] = a2, [a1, a2] = a3, [a1, a3] = 0,

[a2, a1] = [a3, a1] = [a2, a2] = [a2, a3] = [a3, a3] = 0.

Це циклiчна алгебра Лейбнiца

\bfL \bfe \bfi \bfb (\bfL \bfe \bfi 1(3, F )) = \zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(\bfL \bfe \bfi 1(3, F )) = [\bfL \bfe \bfi 1(3, F ),\bfL \bfe \bfi 1(3, F )] = Fa2 \oplus Fa2,

\zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(\bfL \bfe \bfi 1(3, F )) = \zeta (\bfL \bfe \bfi 1(3, F )) = \gamma 3(\bfL \bfe \bfi 1(3, F )) = Fa3.

Теорема 3.1. Нехай \bfD — алгебра диференцiювань алгебри Лейбнiца \bfL \bfe \bfi 1(3, F ). Тодi \bfD 

є напiвпрямою сумою iдеалу \bfN розмiрностi 1 i пiдалгебри розмiрностi 1, яка породжена
диференцiюванням f1 таким, що f1(a1) = a1, f1(a2) = 2a2, f1(a3) = 3a3. Навiть бiльше,
iдеал \bfN абелевий, \bfN = Ff2 \oplus Ff3, де f2(a1) = a2, f2(a2) = a3, f2(a3) = 0, f3(a1) = a3,

f3(a2) = 0, f3(a3) = 0. Алгебра \bfD iзоморфна пiдалгебрi Лi матриць, що має вигляд\left(    
\alpha 1 0 0

\alpha 2 2\alpha 1 0

\alpha 3 \alpha 2 3\alpha 1

\right)    , де \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3 \in F.

Доведення. Нехай L = \bfL \bfe \bfi 1(3, F ) i f \in \bfD \bfe \bfr [,](L). Маємо f(a1) = \alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3,

тодi

f(a2) = f([a1, a1]) = [f(a1), a1] + [a1, f(a1)]

= [\alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3, a1] + [a1, \alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3]

= \alpha 1[a1, a1] + \alpha 1[a1, a1] + \alpha 2[a1, a2] + \alpha 3[a1, a3] = 2\alpha 1a2 + \alpha 2a3,

f(a3) = f([a1, a2]) = [f(a1), a2] + [a1, f(a2)]

= [\alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3, a2] + [a1, 2\alpha 1a2 + \alpha 2a3]

= [\alpha 1a1, a2] + [a1, 2\alpha 1a2] + [a1, \alpha 2a3]

= \alpha 1[a1, a2] + 2\alpha 1[a1, a2] = 3\alpha 1a3.

Таким чином, диференцiювання f має в базисi \{ a1, a2, a3\} матрицю

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2024, т. 76, № 5



734 ЛЕОНIД КУРДАЧЕНКО, МИКОЛА СЕМКО, ВIКТОРIЯ ЯЩУК\left(    
\alpha 1 0 0

\alpha 2 2\alpha 1 0

\alpha 3 \alpha 2 3\alpha 1

\right)    .

Покладемо \bfN = \{ f | f \in \bfD \bfe \bfr [,](L) i f(a1) \in Fa2 \oplus Fa2 = [L,L]\} . Згiдно з лемою 2.2
f([L,L]) \leq [L,L] для кожного диференцiювання f алгебри L. Тому неважко бачити, що \bfN 

є пiдалгеброю \bfD \bfe \bfr [,](L). I навiть бiльше, \bfN є iдеалом \bfD \bfe \bfr [,](L). Справдi, нехай f \in \bfN ,

g \in \bfD \bfe \bfr [,](L). Тодi

[g, f ](a1) = (g \circ f  - f \circ g)(a1) = (g \circ f)(a1) - (f \circ g)(a1) = g(f(a1)) - (f(g(a1)).

Маємо g(a1) = \beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3, тодi

f(g(a1) = f(\beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3) = \beta 1f(a1) + f(\beta 2a2 + \beta 3a3).

Лема 2.2 означає, що f(\beta 2a2 + \beta 3a3) \in [L,L]. Також f \in \bfN , f(a1) \in [L,L], i ми отримуємо,
що f(g(a1)) \in [L,L]. Лема 2.2 i той факт, що f(a1) \in [L,L], означають, що g(f(a1)) \in [L,L].

Отже, [g, f ](a1) \in [L,L]. Це означає, що \bfN є iдеалом \bfD .

Позначимо через \Xi канонiчний мономорфiзм \bfE \bfn \bfd [,](L) в \bfM 3(F ) (тобто \Xi (f) є матрицею f

в базисi \{ a1, a2, a3\} ). Тодi \Xi (\bfN ) є пiдмножиною \bfM 3(F ), що складається з матриць, якi мають
вигляд \left(   0 0 0

\alpha 2 0 0

\alpha 3 \alpha 2 0

\right)   .

Визначимо лiнiйне перетворення f3 алгебри L за правилом: якщо x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3,

то f3(x) = \xi 1a3.

Нехай x, y — довiльнi елементи L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3, де
\xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3]

= \xi 1\eta 1[a1, a1] + \xi 1\eta 2[a1, a2] + \xi 1\eta 3[a1, a3] = \xi 1\eta 1a2 + \xi 1\eta 2a3,

[f3(x), y] = [\xi 1a3, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3] = 0,

[x, f3(y)] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a3] = 0,

f3([x, y]) = f3(\xi 1\eta 1a2 + \xi 1\eta 2a3) = 0.

Зокрема, f3([x, y]) = [f3(x), y] + [x, f3(y)], так що f3 є диференцiюванням алгебри L. Згiдно з
означенням f3 \in \bfN .

Визначимо лiнiйне перетворення f2 алгебри L за правилом: якщо x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3,

то f2(x) = \xi 1a2 + \xi 2a3.

Нехай x, y — довiльнi елементи L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3, де
\xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = \xi 1\eta 1a2 + \xi 1\eta 2a3,

[f2(x), y] = [\xi 1a2 + \xi 2a3, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3] = 0,

[x, f2(y)] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a2 + \eta 2a3] = [\xi 1a1, \eta 1a2 + \eta 2a3] = \xi 1\eta 1a3,
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f2([x, y]) = f2(\xi 1\eta 1a2 + \xi 1\eta 2a3) = \xi 1\eta 1f2(a2) + \xi 1\eta 2f2(a3) = \xi 1\eta 1a3.

Зокрема, f2([x, y]) = [f2(x), y] + [x, f2(y)], так що f2 є диференцiюванням алгебри L. Згiдно з
означенням f2 \in \bfN . Крiм того, ми бачимо, що диференцiювання f2, f3 є лiнiйно незалежними.
За допомогою мономорфiзму \Xi ми також бачимо, що \bfN має розмiрнiсть 2. Отже, \bfN = \langle f2, f3\rangle .
Навiть бiльше,

(f2 \circ f3)(x) = f2(f3(x)) = f2(\xi 1a3) = 0,

(f3 \circ f2)(x) = f3(f2(x)) = f3(\xi 1a2 + \xi 2a3) = 0.

Звiдси випливає, що iдеал \bfN є абелевим.
Нарештi, визначимо лiнiйне перетворення f1 алгебри L за правилом: якщо x = \xi 1a1 +

\xi 2a2 + \xi 3a3, то f1(x) = \xi 1a1 + 2\xi 2a2 + 3\xi 3a3.

Нехай x, y — довiльнi елементи L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3, де
\xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = \xi 1\eta 1a2 + \xi 1\eta 2a3,

[f1(x), y] = [\xi 1a1 + 2\xi 2a2 + 3\xi 3a3, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3] = [\xi 1a1, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3]

= \xi 1\eta 1[a1, a1] + \xi 1\eta 2[a1, a2] + \xi 1\eta 3[a1, a3] = \xi 1\eta 1a2 + \xi 1\eta 2a3,

[x, f1(y)] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a1 + 2\eta 2a2 + 3\eta 3a3] = [\xi 1a1, \eta 1a1 + 2\eta 2a2 + 3\eta 3a3]

= \xi 1\eta 1[a1, a1] + 2\xi 1\eta 2[a1, a2] + 3\xi 1\eta 3[a1, a3] = \xi 1\eta 1a2 + 2\xi 1\eta 2a3,

f1([x, y]) = f1(\xi 1\eta 1a2 + \xi 1\eta 2a3) = 2\xi 1\eta 1a2 + 3\xi 1\eta 2a3.

Таким чином, f1([x, y]) = [f1(x), y] + [x, f1(y)], так що f1 є диференцiюванням алгебри
L. Згiдно з означенням f1 /\in \bfN . За допомогою мономорфiзму \Xi ми бачимо, що \bfD /\bfN має
розмiрнiсть 1. Отже, \bfD = \bfN \oplus Ff1.

Нехай тепер L є нiльпотентною алгеброю Лейбнiца, клас нiльпотентностi якої дорiвнює 2.

Звичайно, ми припускаємо, що L не є алгеброю Лi. Далi, центр \zeta (L) має розмiрнiсть 2 або 1.

Припустимо, що \bfd \bfi \bfm F (\zeta (L)) = 2. Оскiльки L не є алгеброю Лi, iснує такий елемент a1, що
[a1, a1] = a3 \not = 0. Оскiльки алгебра Лейбнiца розмiрностi 1 є абелевою, a3 \in \zeta (L). Отримуємо
[a1, a3] = [a3, a1] = [a3, a3] = 0. Оскiльки \zeta (L) є абелевою алгеброю розмiрностi 2, її можна
зобразити у виглядi \zeta (L) = Fa2 \oplus Fa3 для деякого елемента a3. Отже, приходимо до такого
типу нiльпотентної алгебри Лейбнiца:

\bfL \bfe \bfi 2(3, F ) = Fa1 \oplus Fa2 \oplus Fa3,

де

[a1, a1] = a2, [a1, a2] = [a2, a1] = [a2, a2] = [a3, a3] = 0,

[a3, a1] = [a3, a2] = [a2, a3] = [a1, a3] = 0.

Iншими словами, \bfL \bfe \bfi 2(3, F ) є прямою сумою двох iдеалiв A = Fa1 \oplus Fa2 та B = Fa3, i
навiть бiльше, A є нiльпотентною циклiчною алгеброю Лейбнiца розмiрностi 2,
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\bfL \bfe \bfi \bfb (\bfL \bfe \bfi 2(3, F )) =
\bigl[ 
\bfL \bfe \bfi 2(3, F ),\bfL \bfe \bfi 2(3, F )

\bigr] 
= Fa2,

\zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(\bfL \bfe \bfi 2(3, F )) = \zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}
\bigl( 
\bfL \bfe \bfi 2(3, F )

\bigr) 
= \zeta (\bfL \bfe \bfi 2(3, F )) = Fa2 \oplus Fa3.

Теорему доведено.
Теорема 3.2. Нехай \bfD — алгебра диференцiювань алгебри Лейбнiца \bfL \bfe \bfi 2(3, F ). Тодi \bfD 

має серiю iдеалiв \langle 0\rangle \leq \bfN \leq \bfC \leq \bfA \leq \bfD таких, що iдеал \bfN є абелевим, \bfN = Ff3 \oplus Ff4,

\bfC = \bfN \oplus Ff2, \bfA = \bfC \oplus Ff1, \bfD = \bfA \oplus Ff0, де f0, f1, f2, f3, f4 — диференцiювання, визначенi
за правилами

f0(a1) = a1, f0(a2) = 2a2, f0(a3) = 0,

f1(a1) = 0, f1(a2) = 0, f1(a3) = a3,

f2(a1) = a3, f2(a2) = 0, f2(a3) = 0,

f3(a1) = a2, f3(a2) = 0, f3(a3) = 0,

f4(a1) = 0, f4(a2) = 0, f4(a3) = a2.

Навiть бiльше,

f3 \circ f4 = f4 \circ f3, f3 \circ f2 = f2 \circ f3,

[f4, f2] = f3, [f1, f2] = f2, f3 \circ f1 = f1 \circ f3,

[f4, f1] = f4, f0 \circ f1 = f1 \circ f0,

[f2, f0] = f2, [f0, f3] = f3, [f0, f4] = 2f4.

Доведення. Нехай L = \bfL \bfe \bfi 2(3, F ) i f \in \bfD \bfe \bfr [,](L). Згiдно з лемою 2.2 f(Fa2) = Fa2,

f(Fa2 \oplus Fa3) \leq Fa2 \oplus Fa3, так що f(a1) = \alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3, f(a3) = \beta 2a2 + \beta 3a3. Тодi

f(a2) = f([a1, a1]) = [f(a1), a1] + [a1, f(a1)]

= [\alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3, a1] + [a1, \alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3]

= \alpha 1[a1, a1] + \alpha 1[a1, a1] + \alpha 2[a1, a2] + \alpha 3[a1, a3] = 2\alpha 1a2.

Таким чином, диференцiювання f має в базисi \{ a1, a2, a3\} матрицю\left(    
\alpha 1 0 0

\alpha 2 2\alpha 1 \beta 2

\alpha 3 0 \beta 3

\right)    .

Покладемо \bfN = \{ f | f \in \bfD \bfe \bfr [,](L) i f(a1), f(a3) \in Fa2 = [L,L]\} . Згiдно з лемою 2.2
f([L,L]) \leq [L,L] для кожного диференцiювання f алгебри L. Тому неважко бачити, що \bfN 

є пiдалгеброю \bfD \bfe \bfr [,](L). I навiть бiльше, \bfN є iдеалом \bfD \bfe \bfr [,](L). Справдi, нехай f \in \bfN ,

g \in \bfD \bfe \bfr [,](L). Тодi

[g, f ](a1) = (g \circ f  - f \circ g)(a1) = (g \circ f)(a1) - (f \circ g)(a1) = g(f(a1)) - (f(g(a1)).
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Маємо g(a1) = \beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3, тодi

f(g(a1)) = f(\beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3) = \beta 1f(a1) + \beta 2f(a2) + \beta 3f(a3).

Лема 2.2 означає, що f(\beta 2a2) \in [L,L]. Також f \in \bfN , f(a1), f(a3) \in [L,L], тому ми отримуємо,
що f(g(a1)) \in [L,L]. Лема 2.2 i той факт, що f(a1), f(a3) \in [L,L], означають, що g(f(a1)) \in 
[L,L]. Отже, [g, f ](a1) \in [L,L]. З тих же мiркувань [g, f ](a3) \in [L,L]. Це означає, що \bfN є
iдеалом \bfD .

Позначимо через \Xi канонiчний мономорфiзм \bfE \bfn \bfd [,](L) в \bfM 3(F ). Тодi \Xi (N) є пiдмножи-
ною \bfM 3(F ), що складається з матриць, якi мають вигляд\left(    

0 0 0

\alpha 2 0 \beta 2

0 0 0

\right)    .

Визначимо лiнiйне перетворення f3 алгебри L за правилом: якщо x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3,

то f3(x) = \xi 1a2.

Нехай x, y — довiльнi елементи L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3, де
\xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3]

= \xi 1\eta 1[a1, a1] + \xi 1\eta 2[a1, a2] + \xi 1\eta 3[a1, a3] = \xi 1\eta 1a2,

[f3(x), y] = [\xi 1a2, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3] = 0,

[x, f3(y)] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a2] = 0,

f3([x, y]) = f3(\xi 1\eta 1a2) = 0.

Зокрема, f3([x, y]) = [f3(x), y] + [x, f3(y)], так що f3 є диференцiюванням алгебри L. Згiдно з
означенням f3 \in \bfN .

Визначимо лiнiйне перетворення f4 алгебри L за правилом: якщо x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3,

то f4(x) = \xi 3a2.

Нехай x, y — довiльнi елементи L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3, де
\xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = \xi 1\eta 1a2,

[f4(x), y] = [\xi 3a2, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3] = 0,

[x, f4(y)] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 3a2] = 0,

f4([x, y]) = f4(\xi 1\eta 1a2) = 0.

Зокрема, f4([x, y]) = [f4(x), y] + [x, f4(y)], так що f3 є диференцiюванням алгебри L. Згiдно з
означенням f4 \in \bfN .

Крiм того, бачимо, що диференцiювання f3, f4 є лiнiйно незалежними, тому пiдалгебра
\langle f2, f3\rangle має розмiрнiсть 2. Використавши мономорфiзм \Xi , ми можемо побачити, що \bfN має
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розмiрнiсть 2. Отже, \bfN = \langle f2, f3\rangle . Навiть бiльше,

(f3 \circ f4)(x) = f3(f4(x)) = f3(\xi 3a2) = 0,

(f4 \circ f3)(x) = f4(f3(x)) = f4(\xi 1a2) = 0.

Звiдси випливає, що iдеал \bfN є абелевим.
Згiдно з лемою 2.1 f(\zeta (L)) \leq \zeta (L) для кожного диференцiювання f алгебри L. Покладемо

A =
\bigl\{ 
f | f \in (L) та f(a1) \in \zeta (L) = Fa2 \oplus Fa3

\bigr\} 
.

Неважко побачити, що \bfA є пiдалгеброю \bfD \bfe \bfr [,](L). Використовуючи наведенi вище аргу-
менти, можна показати, що A є iдеалом \bfD \bfe \bfr [,](L). Згiдно з означенням \bfN \leq \bfA . Також можна
побачити, що \Xi (\bfN ) є пiдмножиною \bfM 3(F ), що складається з матриць, якi мають вигляд\left(    

0 0 0

\alpha 2 0 \beta 2

\alpha 3 0 \beta 3

\right)    .

Далi, покладемо

C =
\bigl\{ 
f | f \in \bfD \bfe \bfr [,](L) та f(a1) \in \zeta (L)

= Fa2 \oplus Fa3, f(a3) \in Fa2 = [L,L]
\bigr\} 

=
\bigl\{ 
f | f \in A та f(a3) \in Fa2 = [L,L]

\bigr\} 
.

Згiдно з лемою 2.2 f([L,L]) \leq [L,L] для кожного диференцiювання f алгебри L. Викори-
стовуючи цей факт, ми можемо переконатися, що \bfC є пiдалгеброю \bfA . Також можна побачити,
що \Xi (\bfC ) є пiдмножиною \bfM 3(F ), що складається з матриць, якi мають вигляд\left(    

0 0 0

\alpha 2 0 \beta 2

\alpha 3 0 0

\right)    .

Нехай

U =

\left(    
\alpha 1 0 0

\alpha 2 2\alpha 1 \beta 2

\alpha 3 0 \beta 3

\right)    , V =

\left(    
\lambda 1 0 0

\lambda 2 0 \mu 2

\lambda 3 0 0

\right)    .

Маємо

UV =

\left(    
\alpha 1 0 0

\alpha 2 2\alpha 1 \beta 2

\alpha 3 0 \beta 3

\right)    
\left(    
\lambda 1 0 0

\lambda 2 0 \mu 2

\lambda 3 0 0

\right)    =

\left(    
\alpha 1\lambda 1 0 0

\alpha 2\lambda 1 + 2\alpha 1\lambda 2 + \beta 2\lambda 3 0 2\alpha 1\mu 2

\alpha 3\lambda 1 + \beta 3\lambda 3 0 0

\right)    ,

V U =

\left(    
\lambda 1 0 0

\lambda 2 0 \mu 2

\lambda 3 0 0

\right)    
\left(    
\alpha 1 0 0

\alpha 2 2\alpha 1 \beta 2

\alpha 3 0 \beta 3

\right)    =

\left(    
\lambda 1\alpha 1 0 0

\lambda 2\alpha 1 + \mu 2\alpha 3 0 \mu 2\beta 3

\lambda 3\alpha 1 0 0

\right)    .
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Таким чином, ми можемо побачити, що [U, V ] \in \Xi (\bfC ). Матимемо, що \Xi (\bfC ) є iдеалом алгебри
Лi \Xi (\bfD ). Отже, \bfC є iдеалом \bfD .

Визначимо лiнiйне перетворення f2 алгебри L за правилом: якщо x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3,

то f2(x) = \xi 1a3.

Нехай x, y — довiльнi елементи L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3, де
\xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = \xi 1\eta 1a2,

[f2(x), y] = [\xi 1a3, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3] = 0,

[x, f2(y)] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a3] = 0,

f2([x, y]) = f2(\xi 1\eta 1a2) = 0.

Зокрема, f2([x, y]) = [f2(x), y]+ [x, f2(y)], так що f2 є диференцiюванням L. Згiдно з означен-
ням f2 \in \bfC , але f2 /\in \bfN . Використовуючи мономорфiзм \Xi , отримуємо, що фактор \bfC /\bfN має
розмiрнiсть 1. Отже, \bfC є напiвпрямою сумою \bfN та Ff2. Навiть бiльше,

\Xi (f2)\Xi (f3) =

\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

1 0 0

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    ,

\Xi (f3)\Xi (f2) =

\left(    
0 0 0

1 0 0

0 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    .

Матимемо, що f3 \circ f2 = f2 \circ f3. Далi,

\Xi (f2)\Xi (f4) =

\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 1

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    ,

\Xi (f4)\Xi (f2) =

\left(    
0 0 0

0 0 1

0 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

1 0 0

0 0 0

\right)    = \Xi (f3).

Таким чином, [f4, f2] = f3.

Визначимо лiнiйне перетворення f1 алгебри L за правилом: якщо x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3,

то f1(x) = \xi 3a3.

Нехай x, y — довiльнi елементи L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3, де
\xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = \xi 1\eta 1a2,

[f1(x), y] = [\xi 3a3, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3] = 0,
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[x, f1(y)] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 3a3] = 0,

f1([x, y]) = f1(\xi 1\eta 1a2) = 0.

Зокрема, f1([x, y]) = [f1(x), y] + [x, f1(y)], так що f1 є диференцiюванням алгебри L. Згiдно
з означенням f1 \in \bfA , але f1 /\in \bfC . Використовуючи мономорфiзм \Xi , отримуємо, що фактор
\bfA /\bfC має розмiрнiсть 1. Отже, \bfA є напiвпрямою сумою \bfC та Ff1. I навiть бiльше,

\Xi (f1)\Xi (f2) =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 1

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    = \Xi (f2),

\Xi (f2)\Xi (f1) =

\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 1

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    ,

Таким чином, [f1, f2] = f2. Маємо

\Xi (f1)\Xi (f3) =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 1

\right)    
\left(    
0 0 0

1 0 0

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    ,

\Xi (f3)\Xi (f1) =

\left(    
0 0 0

1 0 0

0 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 1

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    .

Отже, f3 \circ f1 = f1 \circ f3. Далi,

\Xi (f1)\Xi (f4) =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 1

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 1

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    ,

\Xi (f4)\Xi (f1) =

\left(    
0 0 0

0 0 1

0 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 1

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 1

0 0 0

\right)    = \Xi (f4).

Таким чином, [f4, f1] = f4.

Визначимо лiнiйне перетворення f0 алгебри L за правилом: якщо x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3,

то f0(x) = \xi 1a1 + 2\xi 2a2.

Нехай x, y — довiльнi елементи L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3, де
\xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = \xi 1\eta 1a2,

[f0(x), y] = [\xi 1a1 + 2\xi 2a2, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3] = [\xi 1a1, \eta 1a1] = \xi 1\eta 1a2,
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[x, f0(y)] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a1 + 2\eta 2a2] = [\xi 1a1, \eta 1a1] = \xi 1\eta 1a2,

f0([x, y]) = f0(\xi 1\eta 1a2) = 2\xi 1\eta 1a2.

Зокрема, f0([x, y]) = [f0(x), y] + [x, f0(y)], так що f0 є диференцiюванням алгебри L. Згiдно
з означенням f0 /\in \bfA . Використовуючи мономорфiзм \Xi , отримуємо, що фактор \bfD /\bfA має
розмiрнiсть 1. Отже, \bfD є напiвпрямою сумою \bfA та Ff1. I навiть бiльше,

\Xi (f0)\Xi (f1) =

\left(    
1 0 0

0 2 0

0 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 1

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    ,

\Xi (f1)\Xi (f0) =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 1

\right)    
\left(    
1 0 0

0 2 0

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 1

0 0 0

\right)    .

Отже, f0 \circ f1 = f1 \circ f0. Далi,

\Xi (f0)\Xi (f2) =

\left(    
1 0 0

0 2 0

0 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    ,

\Xi (f2)\Xi (f0) =

\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    
\left(    
1 0 0

0 2 0

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

1 0 0

\right)    = \Xi (f2).

Таким чином, [f2, f0] = f2. Маємо

\Xi (f0)\Xi (f3) =

\left(    
1 0 0

0 2 0

0 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

1 0 0

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

2 0 0

0 0 0

\right)    = 2\Xi (f3),

\Xi (f3)\Xi (f0) =

\left(    
0 0 0

1 0 0

0 0 0

\right)    
\left(    
1 0 0

0 2 0

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

1 0 0

0 0 0

\right)    = \Xi (f3).

Отже, [f0, f3] = f3. Далi,

\Xi (f0)\Xi (f4) =

\left(    
1 0 0

0 2 0

0 0 0

\right)    
\left(    
0 0 0

0 0 1

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 2

0 0 0

\right)    = 2\Xi (f4),

\Xi (f3)\Xi (f0) =

\left(    
0 0 0

0 0 1

0 0 0

\right)    
\left(    
1 0 0

0 2 0

0 0 0

\right)    =

\left(    
0 0 0

0 0 0

0 0 0

\right)    .
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Таким чином, [f0, f4] = 2f4.

Теорему доведено.
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