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ПРО БУДОВУ ГРУП АВТОМОРФIЗМIВ ДЕЯКИХ АЛГЕБР ЛЕЙБНIЦА
МАЛОЇ ВИМIРНОСТI

Let L be an algebra over a field F with binary operations + and [, ]. L is called a left Leibniz algebra if it satisfies the
left Leibniz identity: [[a, b], c] = [a, [b, c]]  - [b, [a, c]] for all elements a, b, c \in L. We study he structure of the group of
automorphisms of 3-dimensional Leibniz algebras with nilpotency class 2 and a one-dimensional center.

Нехай L — алгебра над полем F з бiнарними операцiями + та [, ]. L називатимемо лiвою алгеброю Лейбнiца,
якщо вона задовольняє лiву тотожнiсть Лейбнiца: [[a, b], c] = [a, [b, c]]  - [b, [a, c]] для всiх елементiв a, b, c \in L.
Дослiджено будову групи автоморфiзмiв 3-вимiрних алгебр Лейбнiца, якi мають клас нiльпотентностi 2 та центр
розмiрностi 1.

1. Вступ. Нехай L — алгебра над полем F, на якiй визначено двi бiнарнi операцiї + та [, ]. Тодi
L називають (лiвою) алгеброю Лейбнiца, якщо вона задовольняє так звану (лiву) тотожнiсть
Лейбнiца:

[[a, b], c] = [a, [b, c]] - [b, [a, c]]

для всiх елементiв a, b, c \in L.

Алгебри Лейбнiца вперше з’явились у статтi А. Блоха [3], хоча термiн „алгебра Лейбнiца”
вперше було використано значно пiзнiше у монографiї Ж.-Л. Лоде [12] та його статтi [13]. У
роботi [14] було розпочато вивчення властивостей алгебр Лейбнiца. Теорiя алгебр Лейбнiца
розвивається дуже iнтенсивно в рiзних напрямках дослiджень, хоча й подекуди досить спора-
дично. Деякi сучаснi результати цiєї теорiї можна знайти в монографiї [2]. Варто зазначити,
що алгебри Лейбнiца є досить широким узагальненням алгебр Лi. З iншого боку, якщо L —
алгебра Лейбнiца та [a, a] = 0 для кожного елемента a \in L, то вона є алгеброю Лi. Таким
чином, алгебри Лi можна охарактеризувати як антикомутативнi алгебри Лейбнiца.

Нехай L — алгебра Лейбнiца. Лiнiйне перетворення f алгебри L називають ендоморфiзмом,
якщо

f([a, b]) = [f(a), f(b)]

для всiх a, b \in L. Зауважимо, що добуток двох ендоморфiзмiв алгебри L також є ендоморфiз-
мом. Тому множина всiх ендоморфiзмiв алгебри L є напiвгрупою щодо операцiї множення.
Водночас сума двох ендоморфiзмiв вже не обов’язково є ендоморфiзмом. Отже, не можна
говорити про кiльце ендоморфiзмiв.

Бiєктивний ендоморфiзм алгебри Лейбнiца L називатимемо автоморфiзмом алгебри L.

Легко довести, що множина Aut[,](L) усiх автоморфiзмiв алгебри L є групою щодо операцiї
множення.
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Як i для iнших алгебраїчних структур, з’ясування будови груп автоморфiзмiв алгебр
Лейбнiца є однiєю з важливих та природних задач цiєї теорiї. Варто зазначити, що цьому
питанню до недавнього часу придiлялось досить мало уваги. Серед робiт, якi присвяченi цiй
проблемi, можна виокремити [1, 11].

Логiчно було розпочати дослiдження груп автоморфiзмiв тих алгебр Лейбнiца, будова
яких добре вивчена. Опис будови груп автоморфiзмiв нескiнченновимiрних циклiчних алгебр
Лейбнiца отримано у статтi [10], а скiнченновимiрних циклiчних — у роботi [8]. Природно
виникає питання про будову груп автоморфiзмiв алгебр Лейбнiца, якi мають малу розмiрнiсть.
Випадок двовимiрних алгебр Лейбнiца досить нескладний, а групи автоморфiзмiв таких алгебр
описано в роботi [9]. З розмiрнiстю 3, на вiдмiну вiд алгебр Лi, ситуацiя стає значно склад-
нiшою та рiзноманiтнiшою. Найбiльш детальний опис тривимiрних алгебр Лейбнiца можна
знайти в роботi [7]. Через велику кiлькiсть типiв тривимiрних алгебр Лейбнiца дослiджен-
ня будови їх груп автоморфiзмiв є дуже об’ємним i потребує поступового пiдходу. Перший
крок було зроблено в статтi [9], де отримано опис груп автоморфiзмiв нiльпотентних алгебр
Лейбнiца, якi мають клас нiльпотентностi 3, а також нiльпотентних алгебр Лейбнiца, якi мають
клас нiльпотентностi 2 та центр розмiрностi 2. У роботi [6] розпочато дослiдження будови груп
автоморфiзмiв нiльпотентних алгебр Лейбнiца, якi мають клас нiльпотентностi 2 та центр роз-
мiрностi 1. Цю статтю присвячено продовженню дослiдження груп автоморфiзмiв таких алгебр
Лейбнiца.

2. Попереднi вiдомостi про алгебри Лейбнiца. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем
F. Алгебру L називатимемо абелевою, якщо [a, b] = 0 для всiх елементiв a, b \in L. Беручи до
уваги попереднi зауваження, можна зазначити, що абелева алгебра Лейбнiца є алгеброю Лi.

Нехай A,B — пiдпростори алгебри L. Позначимо через [A,B] пiдпростiр, породжений
усiма елементами [a, b], де a \in A, b \in B. Пiдпростiр A з L називатимемо пiдалгеброю алгебри
L, якщо [a, b] \in A для всiх a, b \in A, тобто якщо [A,A] \leq A. Пiдалгебру A з L називатимемо
лiвим (вiдповiдно правим) iдеалом алгебри L, якщо [b, a] \in A (вiдповiдно [a, b] \in A) для всiх
a \in A, b \in L, тобто якщо [L,A] \leq A (вiдповiдно [A,L] \leq A). Пiдалгебру A з L називатимемо
iдеалом алгебри L, якщо A є правим та лiвим iдеалом L.

Позначимо через \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) пiдпростiр, породжений елементами [a, a], a \in L. Легко переко-
натися, що \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) — iдеал алгебри L, який називають ядром Лейбнiца алгебри L.

Лiвий центр \zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L) алгебри L визначимо за правилом

\zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L) = \{ a \in L| [a, b] = 0 для кожного b \in L\} ,

а правий центр \zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L) алгебри L — за правилом

\zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L) = \{ a \in L| [b, a] = 0 для кожного b \in L\} .

Можна довести, що лiвий центр алгебри L є її iдеалом. Проте цього не можна сказати про
правий центр, який є лише пiдалгеброю в L. Цiкаво те, що у загальному випадку лiвий та
правий центри рiзнi. Навiть бiльше, вони можуть мати рiзнi вимiрностi (див., наприклад, [5]).

Центр \zeta (L) алгебри L визначають як перетин лiвого та правого центрiв:

\zeta (L) = \{ a \in L| [a, b] = 0 = [b, a] для кожного b \in L\} .

Очевидно, що центр \zeta (L) є iдеалом алгебри L.
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Визначимо верхнiй центральний ряд

\langle 0\rangle = \zeta 0(L) \leq \zeta 1(L) \leq . . . \zeta \alpha (L) \leq \zeta \alpha +1(L) \leq . . . \zeta \eta (L) = \zeta \infty (L)

алгебри Лейбнiца L за таким правилом: \zeta 1(L) = \zeta (L) — центр алгебри L,

\zeta \alpha +1(L)/\zeta \alpha (L) = \zeta (L/\zeta \alpha (L))

для всiх порядкових чисел \alpha i \zeta \lambda (L) =
\bigcup 

\mu <\lambda \zeta \mu (L) для всiх граничних порядкових чисел \lambda .

Останнiй член \zeta \eta (L) = \zeta \infty (L) цього ряду називають верхнiм гiперцентром алгебри L.
Тепер визначимо нижнiй центральний ряд

L = \gamma 1(L) \geq \gamma 2(L) \geq . . . \gamma \alpha (L) \geq \gamma \alpha +1 \geq . . . \gamma \delta (L) = \gamma \infty (L)

алгебри Лейбнiца L за таким правилом: \gamma 1(L) = L, \gamma 2(L) = [L,L] — похiдна пiдалгебра
алгебри L,

\gamma \alpha +1(L) = [L, \gamma \alpha (L)]

для всiх порядкових чисел \alpha i \gamma \lambda (L) =
\bigcap 

\mu <\lambda \gamma \mu (L) для всiх граничних порядкових чисел \lambda .

Останнiй член \gamma \delta (L) = \gamma \infty (L) цього ряду називають нижнiм гiпоцентром алгебри L.
Алгебру Лейбнiца L називають нiльпотентною, якщо iснує таке натуральне число k, що

\gamma k(L) = \langle 0\rangle . Водночас алгебру L називають нiльпотентною класу нiльпотентностi c, якщо
\gamma c+1(L) = \langle 0\rangle , проте \gamma c(L) \not = \langle 0\rangle .

Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, M — непорожня пiдмножина з L, H — пiдалгебра
з L. Покладемо

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}H (M) = \{ a \in H| [a,M ] = \langle 0\rangle \} ,

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}H (M) = \{ a \in H| [M,a] = \langle 0\rangle \} .

Пiдмножини \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}H (M) i \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}H (M) називають лiвим i правим ануляторами пiдмножини M
у пiдалгебрi H. Перетин

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}H(M) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}H (M) \cap \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}H (M) = \{ a \in H| [a,M ] = \langle 0\rangle = [M,a]\} 

називають анулятором пiдмножини M в пiдалгебрi H. Можна показати, що всi цi пiдмножини
є пiдалгебрами алгебри L. Навiть бiльше, якщо M — iдеал з L, то \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(M) є iдеалом алгебри
L (див., наприклад, [4]).

Нехай L — нiльпотентна алгебра Лейбнiца, яка має клас нiльпотентностi 2 i центр роз-
мiрностi 1. Звiсно, припустимо, що L не є алгеброю Лi. Тодi iснує такий елемент a1, що
[a1, a1] = a3 \not = 0. Оскiльки фактор-алгебра L/\zeta (L) абелева, то a3 \in \zeta (L). Це означає, що

[a1, a3] = [a3, a1] = [a3, a3] = 0,

тобто \zeta (L) = Fa3. Для кожного елемента x \in L маємо

[a1, x], [x, a1] \in \zeta (L) \leq \langle a1\rangle = Fa1 \oplus Fa3.

Це означає, що пiдалгебра \langle a1\rangle є iдеалом в L. Оскiльки \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\langle a1\rangle ) = 2, то \langle a1\rangle \not = L. Нехай b
— такий елемент, що b \not \in \langle a1\rangle . Тодi [b, a1] = \gamma a3 для деякого \gamma \in F. Якщо \gamma \not = 0, то покладемо
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b1 = \gamma  - 1b - a1. Тодi [b1, a1] = 0. Вибiр елемента b1 показує, що b1 \not \in \langle a1\rangle . Звiдси випливає, що
пiдалгебра \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1) має розмiрнiсть 2. У роботi [6] розглянуто випадок, коли \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1) є
абелевою пiдалгеброю. Наступним природним кроком є вивчення випадку, коли \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1) є
неабелевою пiдалгеброю. У цьому випадку [x, x] \not = 0 для кожного елемента x \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1), де
x \not \in \zeta (L). Це означає, що пiдалгебра \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1) — циклiчна нiльпотентна алгебра розмiрностi
2. Навiть бiльше, \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1) є iдеалом в L, оскiльки

[L,L] = \zeta (L) \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1).

Нехай b — елемент, який породжує \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1). Оскiльки пiдалгебра \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1) неабелева, то
b \not \in \zeta (L). Маємо [b, a1] = 0 i [a1, b] = \gamma a3 для деякого \gamma \in F. Якщо \gamma = 0, то з того факту, що
\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1) = \langle b\rangle , випливає, що \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}L (a1) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(a1), тобто [\langle a1\rangle , \langle b\rangle ] = \langle 0\rangle . Таким чином,
отримуємо такий тип нiльпотентних алгебр Лейбнiца:

\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}4(3, F ) = Fa1 \oplus Fa2 \oplus Fa3, де [a1, a1] = a3,

[a2, a2] = \lambda a3, 0 \not = \lambda \in F,

[a1, a2] = [a1, a3] = [a2, a1] = [a2, a3] = [a3, a1] = [a3, a2] = [a3, a3] = 0.

Iншими словами, \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}4(3, F ) = L — це сума двох iдеалiв A1 = Fa1 \oplus Fa3 i A2 = Fa2 \oplus Fa3,

де A1, A2 — нiльпотентнi циклiчнi алгебри Лейбнiца розмiрностi 2, [A1, A2] = [A2, A1] = \langle 0\rangle ,
\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = [L,L] = \zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L) = \zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L) = \zeta (L) = Fa3.

Опису будови групи автоморфiзмiв саме цього типу нiльпотентних алгебр Лейбнiца i при-
свячено цю статтю.

3. Опис групи автоморфiзмiв алгебр Лейбнiца типу \bfL \bfe \bfi \bffour (\bfthree , \bfitF ). Нехай x — довiльний
елемент з \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}4(3, F ), x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3. Маємо

[x, x] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3]

= \xi 21 [a1, a1] + \xi 22 [a2, a2] = (\xi 21 + \lambda \xi 22)a3.

Якщо припустити, що [x, x] = 0, то отримаємо алгебри Лейбнiца, групи автоморфiзмiв яких
описано в роботах [6, 9]. Тому припустимо, що [x, x] \not = 0. Якщо \xi 1 = 0 або \xi 2 = 0, то [x, x] \not = 0.

Припустимо, що \xi 1 \not = 0 i \xi 2 \not = 0. Тодi полiном X2 + \lambda не має розв’язкiв у полi F.
Говорять, що поле F є 2-замкненим, якщо рiвняння X2 = a має розв’язок в F для кожного

елемента a \not = 0.

Зауважимо, що кожне локально скiнченне (зокрема, скiнченне) поле характеристики 2 є
2-замкненим. Отже, алгебра Лейбнiца типу \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}4(3, F ) над 2-замкненим полем F може не
iснувати.

Алгебру Лейбнiца L називають екстраспецiальною, якщо [L,L] = \zeta (L) — iдеал розмiрностi
1. Таким чином, алгебра Лейбнiца типу \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}4(3, F ) є екстраспецiальною.

Наведемо деякi загальнi властивостi ендоморфiзмiв, автоморфiзмiв i груп автоморфiзмiв
алгебр Лейбнiца, доведення яких можна знайти в роботi [9].

Лема 3.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, f — автоморфiзм алгебри L. Тодi
f(\zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L)) = \zeta \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}(L), f(\zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L)) = \zeta \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}(L), f(\zeta (L)) = \zeta (L), f([L,L]) = [L,L].
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Лема 3.2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, f — автоморфiзм алгебри L. Тодi
f(\zeta \alpha (L)) = \zeta \alpha (L), f(\gamma \alpha (L)) = \gamma \alpha (L) для всiх порядкових чисел \alpha . Зокрема, f(\zeta \infty (L)) = \zeta \infty (L)

та f(\gamma \infty (L)) = \gamma \infty (L).

Лема 3.3. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, f — ендоморфiзм алгебри L. Тодi
f(\gamma \alpha (L)) \leq \gamma \alpha (L) для всiх порядкових чисел \alpha . Зокрема, f(\gamma \infty (L)) \leq \gamma \infty (L).

Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, A — пiдалгебра алгебри L, G = \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}[,](L). Тодi
покладемо

CG(A) = \{ \alpha \in G| \alpha (x) = x для кожного x \in A\} .
Якщо при цьому A — iдеал алгебри L, то покладемо

CG(L/A) = \{ \alpha \in G| \alpha (x+A) = x+A для кожного x \in L\} 

= \{ \alpha \in G| \alpha (x) \in x+A для кожного x \in L\} .

Лема 3.4. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, G = \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}[, ](L). Якщо A — G-
iнварiантна пiдалгебра алгебри L, то CG(A) i CG(L/A) є нормальними пiдгрупами в G.

Розглянемо групи автоморфiзмiв екстраспецiальних алгебр Лейбнiца.
Нехай V — векторний простiр над полем F, \Phi — бiлiнiйна форма на V. Говорять, що

автоморфiзм f векторного простору V зберiгає бiлiнiйну форму \Phi , якщо \Phi (f(x), f(y)) =

\Phi (x, y) для всiх елементiв x, y \in V.

Позначимо через \mathrm{B}(V,\Phi ) пiдмножину автоморфiзмiв векторного простору V, якi зберiгають
бiлiнiйну форму \Phi . Легко переконатися в тому, що \mathrm{B}(V,\Phi ) — пiдгрупа групи \mathrm{G}\mathrm{L}(V, F ).

Будову груп автоморфiзмiв векторних просторiв, якi зберiгають бiлiнiйну форму, дослiджено
в роботах [15, 16].

Лема 3.5. Нехай L — екстраспецiальна алгебра Лейбнiца над полем F, Z = \zeta (L) = Fc,

V = L/Z, G = \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}[,](L). Визначимо вiдображення \Phi : V \times V \rightarrow F за правилом \Phi (x+ Z, y +

Z) = \sigma xy, де [x, y] = \sigma xyc. Тодi \Phi є бiлiнiйною формою, а фактор-група G/CG(L/Z) iзоморфна
деякiй пiдгрупi групи автоморфiзмiв векторного простору V, якi зберiгають бiлiнiйну форму \Phi .

Доведення. Зафiксуємо елемент c. Нехай x + Z, y + Z — довiльнi сумiжнi класи. Тодi
[x, y] = \sigma xyc, де \sigma xy \in F. Якщо x1, y1 — такi елементи з L, що x1+Z = x+Z, y1+Z = y+Z,

то x1 = x+ z1, y1 = y + z2 для деяких елементiв z1, z2 \in Z. Маємо

[x1, y1] = [x+ z1, y + z2] = [x, y].

Таким чином, визначення форми \Phi коректне. З того факту, що операцiя [, ] бiлiнiйна, випливає,
що форма \Phi також бiлiнiйна.

Нехай f \in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}[,](L). Згiдно з лемою 3.1 f(Z) = Z. Визначимо вiдображення f\uparrow : L/Z \rightarrow 
L/Z за правилом f\uparrow (x+Z) = f(x)+Z. Можна впевнитись у тому, що f\uparrow є лiнiйним перетворен-
ням векторного простору V. Навiть бiльше, це перетворення невироджене. Маємо [x, y] = \sigma xyc,

[f(x), f(y)] = \sigma f(x)f(y)c. З рiвностi [f(x), f(y)] = [x, y] випливає, що \sigma f(x)f(y) = \sigma xy. Отже,

\Phi (f\uparrow (x+ Z), f\uparrow (y + Z)) = \Phi (f(x) + Z, f(y) + Z) = \sigma f(x)f(y) = \sigma xy = \Phi (x+ Z, y + Z).

Ця рiвнiсть показує, що f\uparrow є автоморфiзмом векторного простору V, який зберiгає бiлiнiйну
форму \Phi .

Розглянемо вiдображення \psi : G \rightarrow \mathrm{B}(V, \phi ), яке визначене за правилом \psi (f) = f\uparrow , f \in G.

Легко показати, що \psi є гомоморфiзмом i \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi ) = CG(L/Z). Згiдно з лемою 3.4 пiдгрупа
CG(L/Z) нормальна в G. Отже, фактор-група G/CG(L/Z) iзоморфна пiдгрупi з \mathrm{B}(V,\Phi ).
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Лема 3.6. Нехай L — екстраспецiальна алгебра Лейбнiца над полем F, Z = \zeta (L),

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L) = n+ 1, G = \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}[,](L). Тодi пiдгрупа CG(L/Z) iзоморфна пiдгрупi групи \mathrm{G}\mathrm{L}n+1(F ),

яка складається з матриць вигляду\left(      
1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

\alpha 1 \alpha 2 \alpha 3 . . . \alpha n 1

\right)      , \alpha j \in F, 1 \leq j \leq n.

Зокрема, пiдгрупа CG(L/Z) iзоморфна прямому добутку n копiй адитивної групи поля F.
Доведення. Нехай \{ a1, a2, . . . , an, c\} — базис алгебри L. Якщо f \in CG(L/Z), то f(aj) =

aj +\alpha jc, 1 \leq j \leq n. Позначимо через \Xi канонiчний мономорфiзм CG(L/Z) в \mathrm{G}\mathrm{L}n+1(F ). Тодi
\Xi (CG(L/Z)) — пiдгрупа групи \mathrm{G}\mathrm{L}n+1(F ), яка складається з матриць вигляду\left(      

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

\alpha 1 \alpha 2 \alpha 3 . . . \alpha n 1

\right)      , \alpha j \in F, 1 \leq j \leq n.

Легко перевiрити, що ця пiдгрупа (а тому й пiдгрупа CG(L/Z)) iзоморфна прямому добутку n
копiй адитивної групи поля F.

Теорема 3.1. Нехай G — група автоморфiзмiв алгебри Лейбнiца \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}4(3, F ).

Якщо \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2, то G iзоморфна пiдгрупi групи \mathrm{G}\mathrm{L}3(F ), яка складається з матриць
вигляду \left(  \alpha 1 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  , \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Крiм того, G мiстить нормальну пiдгрупу C = CG(L/\zeta (L)), яка iзоморфна прямому добутку
двох копiй адитивної групи поля F, а фактор-група G/C iзоморфна пiдгрупi групи \mathrm{G}\mathrm{L}2(F ),

яка складається з матриць вигляду \biggl( 
\alpha 1 \lambda \alpha 2

\alpha 2 \alpha 1

\biggr) 
.

Якщо \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) \not = 2, то G iзоморфна пiдгрупi групи \mathrm{G}\mathrm{L}3(F ), яка складається з матриць
вигляду \left(  \alpha 1 \delta \lambda \alpha 2 0

\alpha 2  - \delta \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  , \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F, \delta \in \{  - 1, 1\} .

Крiм того, G мiстить нормальну пiдгрупу C = CG(L/\zeta (L)), яка iзоморфна прямому добутку
двох копiй адитивної групи поля F, а фактор-група G/C iзоморфна пiдгрупi групи \mathrm{G}\mathrm{L}2(F ),

яка складається з матриць вигляду \biggl( 
\alpha 1 \delta \lambda \alpha 2

\alpha 2  - \delta \alpha 1

\biggr) 
.
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Доведення. Нехай L = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}4(3, F ), f \in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}[,](L). Згiдно з лемою 3.1 f(Fa3) = Fa3. Маємо

f(a1) = \alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3,

f(a2) = \beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3.

Тодi

f(a3) = f([a1, a1]) = [f(a1), f(a1)] = [\alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3, \alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3]

= \alpha 2
1[a1, a1] + \alpha 2

2[a2, a2] = \alpha 2
1a3 + \lambda \alpha 2

2a3 = (\alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2)a3,

f(a3) =\lambda 
 - 1f([a2, a2]) = \lambda  - 1[f(a2), f(a2)]

= \lambda  - 1[\beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3, \beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3]

= \lambda  - 1\beta 21 [a1, a1] + \lambda  - 1\beta 22 [a2, a2] = \lambda  - 1\beta 21a3 + \lambda  - 1\lambda \beta 22a3 = (\lambda  - 1\beta 21 + \beta 22)a3,

0 = f([a1, a2]) = [f(a1), f(a2)] = [\alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3, \beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3]

= \alpha 1\beta 1[a1, a1] + \alpha 2\beta 2[a2, a2] = \alpha 1\beta 1a3 + \lambda \alpha 2\beta 2a3 = (\alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2)a3.

Отже, маємо такi спiввiдношення: \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2 = \lambda  - 1\beta 21 + \beta 22 , \alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2 = 0.

Позначимо через \Xi канонiчний мономорфiзм \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}[,](L) в \mathrm{G}\mathrm{L}3(F ). Тодi матриця \Xi (f) має
вигляд \left(  \alpha 1 \beta 1 0

\alpha 2 \beta 2 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  ,
де \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 1, \beta 2, \beta 3 \in F, \alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2 = \lambda  - 1\beta 21 +\beta 

2
2 , \alpha 1\beta 1+\lambda \alpha 2\beta 2 = 0. Зокрема, якщо \lambda = 1,

то \alpha 2
1 + \alpha 2

2 = \beta 21 + \beta 22 , \alpha 1\beta 1 + \alpha 2\beta 2 = 0.

Навпаки, нехай f — лiнiйне перетворення алгебри L, яке в базисi \{ a1, a2, a3\} має наведену
вище матрицю. Нехай x, y — довiльнi елементи з L, x = \xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, y = \eta 1a1 + \eta 2a2 +

\eta 3a3, де \xi 1, \xi 2, \xi 3, \eta 1, \eta 2, \eta 3 \in F. Тодi

[x, y] = [\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3, \eta 1a1 + \eta 2a2 + \eta 3a3]

= \xi 1\eta 1[a1, a1] + \xi 2\eta 2[a2, a2]

= \xi 1\eta 1a3 + \lambda \xi 2\eta 2a3 = (\xi 1\eta 1 + \lambda \xi 2\eta 2)a3,

f(x) = f(\xi 1a1 + \xi 2a2 + \xi 3a3) = \xi 1f(a1) + \xi 2f(a2) + \xi 3f(a3)

= \xi 1(\alpha 1a1 + \alpha 2a2 + \alpha 3a3) + \xi 2(\beta 1a1 + \beta 2a2 + \beta 3a3) + \xi 3(\alpha 
2
1 + \lambda \alpha 2

2)a3

= (\xi 1\alpha 1 + \xi 2\beta 1)a1 + (\xi 1\alpha 2 + \xi 2\beta 2)a2 + (\xi 1\alpha 3 + \xi 2\beta 3 + \xi 3\alpha 
2
1 + \xi 3\lambda \alpha 

2
2)a3,
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f(y) = (\eta 1\alpha 1 + \eta 2\beta 1)a1 + (\eta 1\alpha 2 + \eta 2\beta 2)a2 + (\eta 1\alpha 3 + \eta 2\beta 3 + \eta 3\alpha 
2
1 + \eta 3\lambda \alpha 

2
2)a3,

f([x, y]) = f((\xi 1\eta 1 + \lambda \xi 2\eta 2)a3) = (\xi 1\eta 1 + \lambda \xi 2\eta 2)f(a3)

= (\xi 1\eta 1 + \lambda \xi 2\eta 2)(\alpha 
2
1 + \lambda \alpha 2

2)a3

= (\xi 1\eta 1\alpha 
2
1 + \lambda \xi 2\eta 2\alpha 

2
1 + \xi 1\eta 1\lambda \alpha 

2
2 + \lambda 2\xi 2\eta 2\alpha 

2
2)a3,

[f(x), f(y)] = [(\xi 1\alpha 1 + \xi 2\beta 1)a1 + (\xi 1\alpha 2 + \xi 2\beta 2)a2 + (\xi 1\alpha 3 + \xi 2\beta 3 + \xi 3\alpha 
2
1 + \xi 3\lambda \alpha 

2
2)a3,

(\eta 1\alpha 1 + \eta 2\beta 1)a1 + (\eta 1\alpha 2 + \eta 2\beta 2)a2 + (\eta 1\alpha 3 + \eta 2\beta 3 + \eta 3\alpha 
2
1 + \eta 3\lambda \alpha 

2
2)a3]

= (\xi 1\alpha 1 + \xi 2\beta 1)(\eta 1\alpha 1 + \eta 2\beta 1)[a1, a1] + (\xi 1\alpha 2 + \xi 2\beta 2)(\eta 1\alpha 2 + \eta 2\beta 2)[a2, a2]

= (\xi 1\alpha 1 + \xi 2\beta 1)(\eta 1\alpha 1 + \eta 2\beta 1)a3 + \lambda (\xi 1\alpha 2 + \xi 2\beta 2)(\eta 1\alpha 2 + \eta 2\beta 2)a3

= (\xi 1\alpha 1\eta 1\alpha 1 + \xi 1\alpha 1\eta 2\beta 1 + \xi 2\beta 1\eta 1\alpha 1 + \xi 2\beta 1\eta 2\beta 1

+ \lambda \xi 1\alpha 2\eta 1\alpha 2 + \lambda \xi 1\alpha 2\eta 2\beta 2 + \lambda \xi 2\beta 2\eta 1\alpha 2 + \lambda \xi 2\beta 2\eta 2\beta 2)a3

= (\xi 1\eta 1\alpha 
2
1 + \xi 1\eta 2\alpha 1\beta 1 + \xi 2\eta 1\alpha 1\beta 1 + \xi 2\eta 2\beta 

2
1

+ \lambda \xi 1\eta 1\alpha 
2
2 + \lambda \xi 1\eta 2\alpha 2\beta 2 + \lambda \xi 2\eta 1\alpha 2\beta 2 + \lambda \xi 2\eta 2\beta 

2
2)a3

= (\xi 1\eta 1(\alpha 
2
1 + \lambda \alpha 2

2) + \xi 2\eta 2(\beta 
2
1 + \lambda \beta 22) + \xi 1\eta 2(\alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2) + \xi 2\eta 1(\alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2))a3.

Використовуючи рiвнiсть f([x, y]) = [f(x), f(y)], отримуємо

\xi 1\eta 1\alpha 
2
1 + \lambda \xi 2\eta 2\alpha 

2
1 + \xi 1\eta 1\lambda \alpha 

2
2 + \lambda 2\xi 2\eta 2\alpha 

2
2

= \xi 1\eta 1(\alpha 
2
1 + \lambda \alpha 2

2) + \xi 2\eta 2(\beta 
2
1 + \lambda \beta 22) + \xi 1\eta 2(\alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2) + \xi 2\eta 1(\alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2).

Звiдси випливає, що

\xi 2\eta 2(\lambda \alpha 
2
1 + \lambda 2\alpha 2

2  - \beta 21  - \lambda \beta 22) - \xi 1\beta 2(\alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2) - \xi 2\eta 1(\alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2) = 0.

Беручи до уваги рiвностi \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2 = \lambda  - 1\beta 21 + \beta 22 та \alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2 = 0, одержуємо f([x, y]) =
[f(x), f(y)].

Припустимо спочатку, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2. Якщо \alpha 2 = 0, то \alpha 1\beta 1 = 0. У цьому випадку
\alpha 1 = 0 або \beta 1 = 0. Випадок \alpha 1 = 0 неможливий, оскiльки за такої рiвностi матриця лiнiйного
перетворення f вироджена. Отже, \beta 1 = 0. Звiдси випливає, що \alpha 2

1 = \beta 22 . З того факту, що
\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2, випливає, що \beta 2 = \alpha 1. У цьому випадку матриця \Xi (f) має вигляд\left(  \alpha 1 0 0

0 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1

\right)  , \alpha 1, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Якщо \alpha 1 = 0, то \lambda \alpha 2\beta 2 = 0. Оскiльки \lambda \not = 0, то \alpha 2 = 0 або \beta 2 = 0. Якщо припустити,
що \alpha 2 = 0, то матриця лiнiйного перетворення f буде виродженою, що неможливо. Тому
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\beta 2 = 0. Звiдси випливає, що \lambda \alpha 2
2 = \lambda  - 1\beta 21 , тобто \beta 21 = \lambda 2\alpha 2

2. Знову, оскiльки \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2, то
\beta 1 = \lambda \alpha 2. У цьому випадку матриця \Xi (f) має вигляд\left(  0 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 0 0

\alpha 3 \beta 3 \lambda \alpha 2
2

\right)  , \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Припустимо, що всi коефiцiєнти \alpha 1, \alpha 2, \beta 1, \beta 2 ненульовi. З рiвностi \alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2 = 0

випливає, що \alpha 1\beta 1 = \lambda \alpha 2\beta 2, тобто \alpha 1\alpha 
 - 1
2 = \lambda \beta 2\beta 

 - 1
1 = \kappa . Тодi \alpha 1 = \alpha 2\kappa , \beta 2 = \lambda  - 1\beta 1\kappa .

Маємо

\alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2 = \alpha 2
2\kappa 

2 + \lambda \alpha 2
2 = \lambda  - 1\beta 21 + \beta 22 = \lambda  - 1\beta 21 + \lambda  - 2\beta 21\kappa 

2 = \lambda  - 2\beta 21(\lambda + \kappa 2).

Звiдси випливає, що \alpha 2
2(\kappa 

2 + \lambda ) = \lambda  - 2\beta 21(\lambda + \kappa 2). Тодi \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Xi (f)) = (\alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2)(\alpha 1\beta 2  - \alpha 2\beta 1).

Якщо припустити, що \lambda + \kappa 2 = 0, то \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Xi (f)) = 0, що неможливо. Отже, \lambda + \kappa 2 \not = 0. Звiдси
випливає, що \alpha 2

2 = \lambda  - 2\beta 21 , тобто \beta 21 = \lambda 2\alpha 2
2. Беручи до уваги рiвнiсть \alpha 2

1 + \lambda \alpha 2
2 = \lambda  - 1\beta 21 + \beta 22 ,

отримуємо, що \alpha 2
1 = \beta 22 . З того факту, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2, випливає, що \beta 1 = \lambda \alpha 2 i \beta 2 = \alpha 1.

Таким чином, матриця \Xi (f) має вигляд\left(  \alpha 1 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  , \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Зауважимо, що для \alpha 1 = 0 або \alpha 1 = 2 ми отримуємо матрицi, якi були одержанi вище. Отже,
можна стверджувати, що \Xi (G) складається з невироджених матриць вигляду\left(  \alpha 1 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  , \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Згiдно з лемою 3.6 нормальна пiдгрупа \Xi (CG(L/\zeta (L))) складається з матриць вигляду\left(  1 0 0

0 1 0

\alpha 3 \beta 3 1

\right)  , \alpha 3, \beta 3 \in F.

Отже, пiдгрупа CG(L/\zeta (L)) iзоморфна прямому добутку двох копiй адитивної групи поля F.
Розглянемо вiдображення \upsilon : \Xi (G) \rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}2(F ), визначене на правилом\left(  \alpha 1 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  \rightarrow 
\biggl( 
\alpha 1 \lambda \alpha 2

\alpha 2 \alpha 1

\biggr) 
, \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Маємо\left(  \alpha 1 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  \left(  \gamma 1 \lambda \gamma 2 0

\gamma 2 \gamma 1 0

\gamma 3 \sigma 3 \gamma 21 + \lambda \gamma 22

\right)  
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=

\left(  \alpha 1\gamma 1 + \lambda \alpha 2\gamma 2 \lambda \alpha 1\gamma 2 + \lambda \alpha 2\gamma 1 0

\alpha 2\gamma 1 + \alpha 1\gamma 2 \lambda \alpha 2\gamma 2 + \alpha 1\gamma 1 0

\alpha 3\gamma 1 + \beta 3\gamma 2 + (\alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2)\gamma 3 \lambda \alpha 3\gamma 2 + \beta 3\gamma 1 + (\alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2)\sigma 3 (\alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2)(\gamma 
2
1 + \lambda \gamma 22)

\right)  
i \biggl( 

\alpha 1 \lambda \alpha 2

\alpha 2 \alpha 1

\biggr) \biggl( 
\gamma 1 \lambda \gamma 2
\gamma 2 \gamma 1

\biggr) 
=

\biggl( 
\alpha 1\gamma 1 + \lambda \alpha 2\gamma 2 \lambda \alpha 1\gamma 2 + \lambda \alpha 2\gamma 1
\alpha 2\gamma 1 + \alpha 1\gamma 2 \lambda \alpha 2\gamma 2 + \alpha 1\gamma 1

\biggr) 
.

Отже, \upsilon є гомоморфiзмом, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\upsilon ) складається з матриць вигляду\left(  1 0 0

0 1 0

\alpha 3 \beta 3 1

\right)  , \alpha 3, \beta 3 \in F.

Тому \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\upsilon ) = CG(L/\zeta (L)), \mathrm{I}\mathrm{m}(\upsilon ) складається з матриць вигляду\biggl( 
\alpha 1 \lambda \alpha 2

\alpha 2 \alpha 1

\biggr) 
, \alpha 1, \alpha 2 \in F.

Припустимо тепер, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) \not = 2. Якщо \alpha 2 = 0, то \alpha 1\beta 1 = 0. У цьому випадку
\alpha 1 = 0 або \beta 1 = 0. Випадок \alpha 1 = 0 неможливий, оскiльки за такої рiвностi матриця лi-
нiйного перетворення f вироджена. Отже, \beta 1 = 0. Звiдси випливає, що \alpha 2

1 = \beta 22 , а отже,
\beta 2 = \alpha 1 або \beta 2 =  - \alpha 1. Можна сказати, що \beta 2 = \delta \alpha 1, де \delta \in \{ 1, - 1\} , тому матриця \Xi (f) має
вигляд \left(  \alpha 1 0 0

0 \delta \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1

\right)  , \alpha 1, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Якщо \alpha 1 = 0, то \lambda \alpha 2\beta 2 = 0. Оскiльки \lambda \not = 0, то \alpha 2 = 0 або \beta 2 = 0. Випадок \alpha 2 = 0

неможливий, оскiльки тодi матриця \Xi (f) буде виродженою. Тому \beta 2 = 0. Звiдси випливає, що
\lambda \alpha 2

2 = \lambda  - 1\beta 21 , тобто \beta 21 = \lambda 2\alpha 2
2. Це означає, що \beta 1 = \lambda \alpha 2 або \beta 1 =  - \lambda \alpha 2. Можна сказати, що

\beta 1 = \delta \lambda \alpha 2, де \delta \in \{ 1, - 1\} . Таким чином, матриця \Xi (f) має вигляд\left(  0 \delta \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 0 0

\alpha 3 \beta 3 \lambda \alpha 2
2

\right)  , \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Припустимо, що всi коефiцiєнти \alpha 1, \alpha 2, \beta 1, \beta 2 ненульовi. З рiвностi \alpha 1\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2 = 0

випливає, що \alpha 1\beta 1 =  - \lambda \alpha 2\beta 2, тобто \alpha 1\alpha 
 - 1
2 =  - \lambda \beta 2\beta  - 1

1 = \kappa . Тодi \alpha 1 = \alpha 2\kappa , \beta 2 =  - \lambda  - 1\beta 1\kappa .

Маємо

\alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2 = \alpha 2
2\kappa 

2 + \lambda \alpha 2
2 = \lambda  - 1\beta 21 + \beta 22 = \lambda  - 1\beta 21 + \lambda  - 2\beta 21\kappa 

2 = \lambda  - 2\beta 21(\lambda + \kappa 2).

Таким чином, \alpha 2
2(\kappa 

2 + \lambda ) = \lambda  - 2\beta 21(\lambda + \kappa 2). Тодi

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Xi (f)) = (\alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2)(\alpha 1\beta 2  - \alpha 2\beta 1).

Якщо припустити, що \lambda + \kappa 2 = 0, то \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Xi (f)) = 0, що неможливо. Отже, \lambda + \kappa 2 \not = 0. Звiдси
випливає, що \alpha 2

2 = \lambda  - 2\beta 21 , тобто \beta 21 = \lambda 2\alpha 2
2. Беручи до уваги рiвнiсть \alpha 2

1 + \lambda \alpha 2
2 = \lambda  - 1\beta 21 + \beta 22 ,
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отримуємо \alpha 2
1 = \beta 22 . Оскiльки \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) \not = 2, то \alpha 1 = \beta 2 або \alpha 1 =  - \beta 2. Припустимо, що

\alpha 1 = \beta 2. Тодi \beta 2\beta 1+\lambda \alpha 2\beta 2 = 0. Звiдси випливає, що \beta 1+\lambda \alpha 2 = 0, тобто \beta 1 =  - \lambda \alpha 2. У цьому
випадку матриця \Xi (f) має вигляд\left(  \alpha 1  - \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  , \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Припустимо, що \alpha 1 =  - \beta 2. Тодi  - \beta 2\beta 1 + \lambda \alpha 2\beta 2 = 0. Звiдси випливає, що  - \beta 1 + \lambda \alpha 2 = 0,

тобто \beta 1 = \lambda \alpha 2. У цьому випадку матриця \Xi (f) має вигляд\left(  \alpha 1 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2  - \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2

\right)  , \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F.

Рiвностi\left(  \alpha 1 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2  - \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2

\right)  \left(  \sigma 1 \lambda \sigma 2 0

\sigma 2  - \sigma 1 0

\sigma 3 \tau 3 \sigma 21+\lambda \sigma 
2
2

\right)  

=

\left(  \alpha 1\sigma 1+\lambda \alpha 2\sigma 2 \lambda \alpha 1\sigma 2  - \lambda \alpha 2\sigma 1 0

\alpha 2\sigma 1  - \alpha 1\sigma 2 \lambda \alpha 2\sigma 2+\alpha 1\sigma 1 0

\alpha 3\sigma 1+\beta 3\sigma 2+(\alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2)\sigma 3 \lambda \alpha 3\sigma 2  - \beta 3\sigma 1+(\alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2)\tau 3 (\alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2)(\sigma 

2
1+\lambda \sigma 

2
2)

\right)  ,
\left(  \alpha 1 \lambda \alpha 2 0

\alpha 2  - \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2

\right)  \left(  \sigma 1  - \lambda \sigma 2 0

\sigma 2 \sigma 1 0

\sigma 3 \tau 3 \sigma 21+\lambda \sigma 
2
2

\right)  

=

\left(  \alpha 1\sigma 1+\lambda \alpha 2\sigma 2  - \lambda \alpha 1\sigma 2+\lambda \alpha 2\sigma 1 0

\alpha 2\sigma 1  - \alpha 1\sigma 2  - \lambda \alpha 2\sigma 2  - \alpha 1\sigma 1 0

\alpha 3\sigma 1+\beta 3\sigma 2+(\alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2)\sigma 3  - \lambda \alpha 3\sigma 2+\beta 3\sigma 1+(\alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2)\tau 3 (\alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2)(\sigma 

2
1+\lambda \sigma 

2
2)

\right)  ,
\left(  \alpha 1  - \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2

\right)  \left(  \sigma 1 \lambda \sigma 2 0

\sigma 2  - \sigma 1 0

\sigma 3 \tau 3 \sigma 21+\lambda \sigma 
2
2

\right)  

=

\left(  \alpha 1\sigma 1  - \lambda \alpha 2\sigma 2 \lambda \alpha 1\sigma 2+\lambda \alpha 2\sigma 1 0

\alpha 2\sigma 1+\alpha 1\sigma 2 \lambda \alpha 2\sigma 2  - \alpha 1\sigma 1 0

\alpha 3\sigma 1+\beta 3\sigma 2+(\alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2)\sigma 3 \lambda \alpha 3\sigma 2  - \beta 3\sigma 1+(\alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2)\tau 3 (\alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2)(\sigma 

2
1+\lambda \sigma 

2
2)

\right)  ,
\left(  \alpha 1  - \lambda \alpha 2 0

\alpha 2 \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2

\right)  \left(  \sigma 1  - \lambda \sigma 2 0

\sigma 2 \sigma 1 0

\sigma 3 \tau 3 \sigma 21+\lambda \sigma 
2
2

\right)  

=

\left(  \alpha 1\sigma 1  - \lambda \alpha 2\sigma 2  - \lambda \alpha 1\sigma 2  - \lambda \alpha 2\sigma 1 0

\alpha 2\sigma 1+\alpha 1\sigma 2  - \lambda \alpha 2\sigma 2+\alpha 1\sigma 1 0

\alpha 3\sigma 1+\beta 3\sigma 2+(\alpha 2
1+\lambda \alpha 

2
2)\sigma 3  - \lambda \alpha 3\sigma 2+\beta 3\sigma 1+(\alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2)\tau 3 (\alpha 2

1+\lambda \alpha 
2
2)(\sigma 

2
1+\lambda \sigma 

2
2)

\right)  
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показують, що група \Xi (G) складається з матриць вигляду\left(  \alpha 1 \delta \lambda \alpha 2 0

\alpha 2  - \delta \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  , \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F, \delta \in \{  - 1, 1\} .

Розглянемо вiдображення \upsilon : \Xi (G) \rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}2(F ), визначене за правилом\left(  \alpha 1 \delta \lambda \alpha 2 0

\alpha 2  - \delta \alpha 1 0

\alpha 3 \beta 3 \alpha 2
1 + \lambda \alpha 2

2

\right)  \rightarrow 
\biggl( 
\alpha 1 \delta \lambda \alpha 2

\alpha 2  - \delta \alpha 1

\biggr) 
, \alpha 1, \alpha 2, \alpha 3, \beta 3 \in F, \delta \in \{  - 1, 1\} .

Аналогiчно до попереднiх мiркувань, можна показати, що це вiдображення є гомоморфiзмом,
а \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\Xi ) складається з матриць вигляду\left(  1 0 0

0 1 0

\alpha 3 \beta 3 1

\right)  , \alpha 3, \beta 3 \in F.

Таким чином, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\Xi ) = CG(L/\zeta (L)), \mathrm{I}\mathrm{m}(\Xi ) складається з матриць вигляду\biggl( 
\alpha 1 \delta \lambda \alpha 2

\alpha 2  - \delta \alpha 1

\biggr) 
, \alpha 1, \alpha 2 \in F, \delta \in \{  - 1, 1\} .

Теорему доведено.
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