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УСУВНI СИНГУЛЯРНОСТI ВIДОБРАЖЕНЬ
З ОБЕРНЕНОЮ НЕРIВНIСТЮ ПОЛЕЦЬКОГО
НА РIМАНОВИХ МНОГОВИДАХ

We consider open discrete mappings of Riemannian manifolds satisfying a certain modulus inequality. We analyze the
possibility of continuous extension of these mappings to an isolated point of the boundary. It is proved that these mappings
admit extensions of this kind if they exclude two or more points of the connected Riemannian manifold and the majorant
appearing in the modulus inequality is integrable over almost all spheres.

Розглядаються вiдкритi дискретнi вiдображення рiманових многовидiв, якi задовольняють деяку модульну нерiв-
нiсть. Вивчається можливiсть неперервного продовження таких вiдображень в iзольовану точку межi. Доведено
наявнiсть такого продовження, якщо вiдображення не приймає двi та бiльше точок зв’язного рiманового многовиду,
а мажоранта у модульнiй нерiвностi є iнтегровною по майже всiх сферах.

1. Вступ. Цю статтю присвячено вивченню вiдображень зi скiнченним та обмеженим спо-
творенням, якi активно дослiджуються останнiм часом (див., наприклад, [1 – 11]). Як вiдомо,
квазiрегулярнi вiдображення f : D \rightarrow \BbbR n, n \geq 2, задовольняють умову

M(\Gamma ) \leq KN(f,D)M(f(\Gamma )) (1)

для будь-якої сiм’ї \Gamma кривих \gamma в областi D, де M — конформний модуль сiмей кривих,
K = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}KO(x, f),

KO(x, f) =

\left\{           
\| f \prime (x)\| n

| J(x, f)| 
, J(x, f) \not = 0,

1, f \prime (x) = 0,

\infty в iнших випадках,

\| f \prime (x)\| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
h\in \BbbR n\setminus \{ 0\} 

| f \prime (x)h| 
| h| 

, J(x, f) = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t} f \prime (x),

N(y, f,D) = \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \{ x \in D : f(x) = y\} , (2)

N(f,D) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
y\in \BbbR n

N(y, f,D)

(див., наприклад, [4], теорема 3.2). Зокрема, квазiрегулярнi вiдображення мають неперервне
продовження в iзольовану точку межi областi за деяких умов (див., наприклад, [10], теоре-
ма 2.9.3). Ми розглянемо питання про неперервне продовження в iзольовану точку межi бiльш
загального класу вiдображень. Деякi твердження на цю тему були опублiкованi в [12] (тео-
рема 5.1) i [13] (теорема 1). Отриманi в цiй статтi результати в якомусь сенсi є „найбiльш
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загальними”, бо у попереднiх публiкацiях ми вимагали додатковi топологiчнi умови на вi-
дображення.

Будемо вважати вiдомими основнi об’єкти, пов’язанi з рiмановими многовидами: поняття
довжини та об’єму, нормального околу точки i т. п. (див., наприклад, [14]). Скрiзь далi \BbbM n i
\BbbM n

\ast — рiмановi многовиди розмiрностi n з геодезичними вiдстанями d i d\ast вiдповiдно,

B(x0, r) = \{ x \in \BbbM n : d(x, x0) < r\} , S(x0, r) = \{ x \in \BbbM n : d(x, x0) = r\} ,

A = A(y0, r1, r2) = \{ y \in \BbbM n
\ast : r1 < d\ast (y, y0) < r2\} , 0 < r1 < r2 < r0,

dv(x) i dv\ast (x) — мiри об’єму на \BbbM n i \BbbM n
\ast вiдповiдно, D — область в \BbbM n, n \geq 2. Борелева

функцiя \rho : \BbbM n \rightarrow [0,\infty ] називається допустимою для сiм’ї \Gamma кривих \gamma у \BbbM n, якщо\int 
\gamma 

\rho (x) | dx| \geq 1

для всiх (локально спрямлюваних) кривих \gamma \in \Gamma . У цьому випадку ми пишемо \rho \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma .

Нехай p \geq 1, тодi p-модулем сiм’ї кривих \Gamma називається величина

Mp(\Gamma ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\rho \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma 

\int 
\BbbM n

\rho p(x) dv(x).

Скрiзь далi M(\Gamma ) =Mn(\Gamma ). Для множин A,B \subset \BbbM n ми використовуємо позначення

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (A,B) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
x\in A,y\in B

d(x, y), d(A) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x,y\in A

d(x, y). (3)

Iнодi замiсть \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (A,B) ми пишемо d(A,B).

Нехай x0 \in D, Q : D \rightarrow [0,\infty ] — вимiрна щодо мiри v функцiя i число r0 > 0 є таким, що
куля B(x0, r0) лежить у деякому нормальному околi U точки x0 разом зi своїм замиканням.
Позначимо через Si = S(x0, ri), i = 1, 2, геодезичнi сфери з центром у точцi x0 i радiусами
r1 i r2. Для множин E, F i G в \BbbM n позначимо через \Gamma (E,F,G) сiм’ю всiх кривих \gamma :
[a, b] \rightarrow \BbbM n, якi з’єднують E i F у G, iншими словами, \gamma (a) \in E, \gamma (b) \in F i \gamma (t) \in G при
t \in (a, b). Якщо D — область рiманового многовиду \BbbM n, f : D \rightarrow \BbbM n — деяке вiдображення,
y0 \in f(D) i 0 < r1 < r2 < d0 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}y\in f(D) d\ast (y, y0), то через \Gamma f (y0, r1, r2) позначимо сiм’ю всiх
кривих \gamma в областi D таких, що f(\gamma ) \in \Gamma (S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)). Будемо говорити,
що f задовольняє обернену нерiвнiсть Полецького в точцi y0 \in f(D), якщо нерiвнiсть

M
\bigl( 
\Gamma f (y0, r1, r2)

\bigr) 
\leq 

\int 
A(y0,r1,r2)\cap f(D)

Q(y)\eta n(d\ast (y, y0)) dv\ast (y) (4)

виконується для довiльної вимiрної за Лебегом функцiї \eta : (r1, r2) \rightarrow [0,\infty ] такої, що

r2\int 
r1

\eta (r) dr \geq 1. (5)

Неважко бачити, що нерiвнiсть (4) принаймнi у просторi \BbbM n = \BbbR n перетворюється у спiввiд-
ношення вигляду M

\bigl( 
\Gamma f (y0, r1, r2)

\bigr) 
\leq KM

\bigl( 
\Gamma f (y0, r1, r2)

\bigr) 
, якщо функцiя Q обмежена числом
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K \geq 1. Навiть бiльше, якщо f є вiдображенням з обмеженим спотворенням i має обмежену в
областi D функцiю кратностi N(f,D), то ми також маємо спiввiдношення (1), а отже i нерiв-
нiсть (4). Зауважимо, що оцiнки типу (4) добре вiдомi (див., наприклад, [4], теорема 3.2, [10],
теорема 6.7.II i [6], теорема 8.5). Зокрема, для p \not = n схожi оцiнки можна знайти, наприклад,
у [2].

Вiдображення f : D \rightarrow \BbbM n
\ast називається дискретним, якщо прообраз \{ f - 1(y)\} кожної точки

y \in \BbbM n
\ast складається з iзольованих точок, i вiдкритим, якщо образ будь-якої вiдкритої множини

U \subset D є вiдкритою множиною в \BbbM n
\ast .

У подальшому

qx0(r) =
1

rn - 1

\int 
S(x0,r)

Q(x) d\scrA ,

де d\scrA позначає елемент площi поверхнi на S(x0, r). Детальнiше про iнтеграли вiд функцiй по
поверхнях рiманових многовидiв див., наприклад, у роботi [1].

Нехай \BbbM n := \BbbM n \cup \{ \infty \} i h : \BbbM n \times \BbbM n \rightarrow \BbbR — метрика на \BbbM n. Припустимо, що многовид
\BbbM n є зв’язним, тодi d — метрика на \BbbM n. Згiдно з [15] будемо говорити, що h задовольняє
умову слабкої сферикалiзацiї, якщо (\BbbM n, h) — компактний метричний простiр, а h i d поро-
джують однакову топологiю на \BbbM n. Рiмановий многовид \BbbM n називається таким, що допускає
слабку сферикалiзацiю, якщо iснує метрика h : \BbbM n \times \BbbM n \rightarrow \BbbR , яка задовольняє умову слабкої
сферикалiзацiї. Аналогiчно можна визначити поняття слабкої сферикалiзацiї для довiльного
метричного простору (див. [15]).

Зауваження 1. Наведене означення слабкої сферикалiзацiї вiдрiзняється вiд того, що за-
пропоновано в [15]. А саме, замiсть умови, що h i d породжують однакову топологiю на \BbbM n,

у [15] ми вимагаємо, щоб виконувалося таке: h(x, y) \leq d(x, y) при всiх x, y \in \BbbM n, де d(x, y) —
геодезична метрика на зв’язному рiмановому многовидi \BbbM n. При вказаному означеннi топо-
логiя на \BbbM n, породжена метрикою h, слабкiша за топологiю на \BbbM n, породжену метрикою d.

Про рiвнiсть цих топологiй не йдеться.
Одним iз найважливiших прикладiв слабкої сферикалiзацiї є хордальна (сферична) метрика

в розширеному евклiдовому просторi \BbbR n = \BbbR n \cup \{ \infty \} (див. [11], роздiл 12). А саме, для
x, y \in \BbbR n покладемо h(x, y) = | \pi (x)  - \pi (y)| , де \pi : \BbbR n \rightarrow S(en+1/2, 1/2), S(en+1/2, 1/2) =

\{ x \in \BbbR n+1 : | x  - en+1/2| = 1/2\} , en+1 = (0, 0, . . . , 0, 1) \in \BbbR n+1 i \pi (x) = en+1 +
x - en+1

| x - en+1| 2
.

Можна показати, що

h(x,\infty ) =
1\sqrt{} 

1 + | x| 2
, h(x, y) =

| x - y| \sqrt{} 
1 + | x| 2

\sqrt{} 
1 + | y| 2

, x \not = \infty \not = y, (6)

i функцiя h : \BbbR n \times \BbbR n \rightarrow \BbbR задовольняє умову слабкої сферикалiзацiї. Справедливим є таке
твердження.

Теорема 1. Нехай n \geq 2, D — область в \BbbM n, x0 \in D, a, b \in \BbbM n
\ast , a \not = b, i f : D \setminus \{ x0\} \rightarrow 

\BbbM n
\ast \setminus \{ a, b\} — вiдкрите дискретне вiдображення, яке задовольняє умови (4), (5) в усiх точках

y0 \in D\prime , де D\prime := f(D \setminus \{ x0\} ). Припустимо, що многовид \BbbM n
\ast є зв’язним i допускає умову

слабкої сферикалiзацiї . Припустимо, крiм того, що для кожної точки y0 \in D\prime знайдеться
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таке r0 = r0(y0) > 0, що qy0(r) < \infty при майже всiх r \in (0, r0). Тодi f має неперервне
продовження f : D \rightarrow \BbbM n, неперервнiсть якого слiд розумiти в сенсi метрики h. Продовжене
вiдображення є вiдкритим i дискретним у D.

Зокрема, твердження теореми 1 є правильним, якщо Q \in L1(D\prime ). У цьому випадку, якщо
f(x0) \not = \infty , знайдуться окiл U = U(x0, f) \subset D точки x0, залежний лише вiд x0 i вiдображен-
ня f, i стала C = C(n,D, x0) > 0 такi, що

d\ast (f(x), f(x0)) \leq 
Cn \cdot (\| Q\| 1)1/n

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n
\biggl( 
1 +

\delta 

2d(x, x0)

\biggr) 
для всiх x, y \in U, де \| Q\| 1 — норма функцiї Q в L1(D\prime ).

З теореми 1 безпосередньо отримуємо такий наслiдок.
Наслiдок 1. Нехай n \geq 2, D — область в \BbbR n, x0 \in D, a, b \in \BbbR n, a \not = b, i f : D \setminus \{ x0\} \rightarrow 

\BbbR n \setminus \{ a, b\} — вiдкрите дискретне вiдображення, яке задовольняє умови (4), (5) в усiх точках
y0 \in D\prime , де D\prime := f(D \setminus \{ x0\} ). Припустимо, що для кожної точки y0 \in D\prime знайдеться
таке r0 = r0(y0) > 0, що qy0(r) < \infty при майже всiх r \in (0, r0). Тодi f має неперервне
продовження f : D \rightarrow \BbbR n, неперервнiсть якого слiд розумiти в сенсi хордальної метрики h.

Продовжене вiдображення є вiдкритим i дискретним у D.

Зокрема, твердження теореми 1 є правильним, якщо Q \in L1(D\prime ). У цьому випадку, якщо
f(x0) \not = \infty , знайдуться окiл U = U(x0, f) \subset D точки x0, залежний лише вiд x0 та вiдобра-
ження f, i стала C = C(n,D, x0) > 0 такi, що

| f(x) - f(x0)| \leq 
Cn \cdot (\| Q\| 1)1/n

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n
\biggl( 
1 +

\delta 

2| x - x0| 

\biggr) 
для всiх x, y \in U, де \| Q\| 1 — норма функцiї Q в L1(D\prime ).

Зауваження 2. Всi квазiрегулярнi вiдображення f : D \setminus \{ x0\} \rightarrow \BbbR n задовольнять умову

M
\bigl( 
\Gamma f (y0, r1, r2)

\bigr) 
\leq 

\int 
f(D)\cap A(y0,r1,r2)

KON(y, f,D \setminus \{ x0\} )\eta n(| y  - y0| ) dm(y) (7)

у кожнiй точцi y0 \in f(D) \setminus \{ \infty \} з деякою сталою KO = KO(f) \geq 1 i довiльною вимiрною
за Лебегом функцiєю \eta : (r1, r2) \rightarrow [0,\infty ], яка задовольняє умову (5). Тут функцiя кратностi
N(y, f,D \setminus \{ x0\} ) визначена у (2).

Справдi, квазiрегулярнi вiдображення задовольняють умову

M
\bigl( 
\Gamma f (y0, r1, r2)

\bigr) 
\leq 

\int 
f(D)\cap A(y0,r1,r2)

KON(y, f,D \setminus \{ x0\} )(\rho \prime )n(y) dm(y) (8)

для довiльної функцiї \rho \prime \in \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m} f
\bigl( 
\Gamma f (y0, r1, r2)

\bigr) 
(див. [10], зауваження 2.5.II). Покладемо тепер

\rho \prime (y) := \eta (| y  - y0| ) для y \in A(y0, r1, r2) \cap f(D), i \rho \prime (y) = 0 у рештi точок. З огляду на
теорему Лузiна можна припустити, що функцiя \rho \prime є вимiрною за Борелем (див., наприклад,
[16], роздiл 2.3.6). Тодi за теоремою 5.7 з [11]
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\int 
\gamma \ast 

\rho \prime (y) | dy| \geq 
r2\int 

r1

\eta (r) dr \geq 1

для кожної (спрямлюваної) кривої \gamma \ast \in \Gamma 
\bigl( 
S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)

\bigr) 
. Пiдставляючи ви-

брану функцiю \rho \prime у (8), отримуємо спiввiдношення (7).

Враховуючи зауваження 2, з огляду на теорему 1 маємо такий наслiдок.

Наслiдок 2. Нехай n \geq 2, D — область в \BbbR n, x0 \in D, f : D\setminus \{ x0\} \rightarrow \BbbR n\setminus \{ a, b\} , a, b \in \BbbR n,

a \not = b, — квазiрегулярне вiдображення. Якщо N(y, f,D \setminus \{ x0\} ) \in L1(D\prime ), то f має неперервне
продовження f : D \rightarrow \BbbR n, неперервнiсть якого слiд розумiти в сенсi хордальної метрики h

у (6).

Наслiдок 2 випливає з теореми Сохоцького – Веєрштрасса для квазiрегулярних вiдобра-
жень, яка стверджує, що для iстотно особливих точок x0 вiдображення f виконується умова:
N(y, f,D \setminus \{ x0\} ) = \infty для всiх y \in \BbbR n \setminus E, де E — множина ємностi нуль (див. [10], наслi-
док 2.11.III). Отже, для iстотно особливих точок x0 вiдображення f умова N(y, f,D \setminus \{ x0\} ) \in 
L1(D\prime ) у наслiдку 2 a priori не може виконуватися.

2. Допомiжнi твердження. Перед початком доведення основних результатiв встановимо
такi твердження.

Твердження 1. Нехай D — область в \BbbM n, n \geq 2, x0 \in D, f : D \setminus \{ x0\} \rightarrow \BbbM n
\ast , n \geq 2, —

довiльне вiдображення. Припустимо, що многовид \BbbM n
\ast є зв’язним i допускає умову слабкої

сферикалiзацiї . Тодi C(x0, f) — непорожнiй континуум у \BbbM n
\ast .

Тут i далi

C(x, f) :=
\bigl\{ 
y \in \BbbM n : \exists xk \in D : xk \rightarrow x, f(xk) \rightarrow y, k \rightarrow \infty 

\bigr\} 
.

Доведення. Покладемо r0 = d(z0, \partial D). Нехай rm > 0, m \in \BbbN , — довiльна послiдовнiсть
така, що rm \rightarrow 0 при m\rightarrow \infty . Нехай m0 \in \BbbN таке, що rm < r0 при всiх m > m0. Зауважимо,

що C(x0, f) =
\infty \bigcap 

m=1
f(B(x0, rm) \setminus \{ x0\} ). Звiдси випливає, що C(x0, f) — замкнена множина як

численний перетин замкнених множин. Крiм того, C(x0, f) — континуум як перетин спадної
послiдовностi континуумiв (див. [17], теорема 5.II.47.5). Оскiльки простiр \BbbM n

\ast компактний,
C(x0, f) не є порожнiм з огляду на умову Кантора щодо непорожнього перетину довiльної
системи замкнених спадних множин (див. [17], гл. 4, § 41, пункт I).

Сформулюємо дуже важливе топологiчне твердження, яке неодноразово будемо використо-
вувати в подальшому (див. [17], теорема 1.I.5.46).

Твердження 2. Нехай A — множина в топологiчному просторi X. Якщо множина C є
зв’язною i C \cap A \not = \varnothing \not = C \setminus A, то C \cap \partial A \not = \varnothing .

Нехай D \subset \BbbM n, f : D \rightarrow \BbbM n
\ast — дискретне вiдкрите вiдображення, \beta : [a, b) \rightarrow \BbbM n — крива

i x \in f  - 1(\beta (a)). Крива \alpha : [a, c) \rightarrow D називається максимальним пiдняттям кривої \beta при
вiдображеннi f з початком у точцi x, якщо: 1) \alpha (a) = x ; 2) f \circ \alpha = \beta | [a,c); 3) яким би не
було c < c\prime \leq b, не iснує кривої \alpha \prime : [a, c\prime ) \rightarrow D такої, щоб \alpha = \alpha \prime | [a,c) i f \circ \alpha \prime = \beta | [a,c\prime ).
Аналогiчно можна визначити максимальне пiдняття \alpha : (c, b] \rightarrow D кривої \beta : (a, b] \rightarrow \BbbM n

\ast при
вiдображеннi f з кiнцем у точцi x \in f  - 1(\beta (b)). Максимальне пiдняття \alpha : [a, c) \rightarrow D кривої \beta :
[a, b) \rightarrow \BbbM n

\ast при вiдображеннi f з початком у точцi x називається повним, якщо в наведеному
вище означеннi c = b.
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Якщо \beta : [a, b) \rightarrow \BbbM n
\ast — крива i C \subset \BbbM n, то будемо говорити, що \beta \rightarrow C при t\rightarrow b, якщо

d(\beta (t), C) \rightarrow 0 при t\rightarrow b (див. [5], роздiл 3.11), де d(\beta (t), C) визначено в (3). Справедливим є
таке твердження (див. [5], лема 3.12) для випадку \BbbM n = \BbbM n

\ast = \BbbR n).
Твердження 3. Нехай многовид \BbbM n є зв’язним, D \not = \BbbM n, x0 \in D, f : D \rightarrow \BbbM n, n \geq 2, —

вiдкрите дискретне вiдображення. Припустимо, що D — компакт у \BbbM n. Нехай \beta : [a, b) \rightarrow 
\BbbM n

\ast — така крива, що \beta (a) = f(x0) i, крiм того, \beta (t) \rightarrow \partial D\prime при t \rightarrow b. Тодi \beta має
максимальне пiдняття \alpha : [a, c) \rightarrow D при вiдображеннi f з початком у точцi x0, до того ж
d(\alpha (t), \partial D) \rightarrow 0 при t\rightarrow c - 0.

Доведення. Насамперед зауважимо, що формулювання твердження 3 є коректним, а саме,
з умов твердження випливає, що \partial D не порожня. Справдi, оскiльки за умовою многовид \BbbM n

є зв’язним i D \not = \BbbM n, можна з’єднати точки x1 \in D i x2 \in D \setminus \BbbM n кривою \gamma : [0, 1] \rightarrow \BbbM n,

\gamma (0) = x1 i \gamma (1) = x2. Тодi | \gamma | \cap D \not = \varnothing \not = \BbbM n \setminus D, тому за твердженням 2 \gamma \cap \partial D \not = \varnothing . Отже,
\partial D \not = \varnothing , що i потрiбно було довести.

Iснування максимальних пiдняттiв \alpha : [a, c) \rightarrow D при вiдображеннi f з початком у точцi
x0 доведено в [15]. Доведемо другу частину твердження, для чого використаємо методологiю
доведення лема 3.12 з [5] (див. також лему 2.1 у [18]).

Оскiльки \partial D \not = \varnothing , то можливi два випадки: або d(\alpha (t), \partial D) \rightarrow 0 при t\rightarrow c - 0, або iснують
\delta 0 > 0 i послiдовнiсть tk \rightarrow c - 0 при k \rightarrow \infty така, що d(\alpha (tk), \partial D) \geq \delta 0 > 0 при k \rightarrow \infty .

Доведемо вiд супротивного, що друга можливiсть реалiзуватися не може. Припустимо про-
тилежне. Тодi розглянемо множину

D0 =

\biggl\{ 
x \in \BbbM n : x = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

k\rightarrow \infty 
\alpha (tk), tk \in [a, c), \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

k\rightarrow \infty 
tk = c

\biggr\} 
.

Доведемо спочатку, що c \not = b. Справдi, послiдовнiсть точок xk := \alpha (tk) можна вважати збiжною
до деякої точки z0 \in D з огляду на те, що D — компакт в \BbbM n. Тодi, оскiльки f є неперервним
у D i, крiм того, вiдкритим вiдображенням, f(xk) = \beta (tk) \rightarrow y0 = f(z0) \in D\prime при k \rightarrow \infty , що
суперечить означенню кривої \beta .

Отже, c \not = b. Нехай x \in D0\cap D, тодi з огляду на неперервнiсть f отримуємо, що f(\alpha (tk)) \rightarrow 
f(x) при k \rightarrow \infty , де tk \in [a, c), tk \rightarrow c при k \rightarrow \infty . Однак f(\alpha (tk)) = \beta (tk) \rightarrow \beta (c) при k \rightarrow 
\infty . Тодi вiдображення f стале на D0 \cap D. З iншого боку, множина | \alpha | є компактною, оскiльки
| \alpha | — замкнена пiдмножина компактного простору D (див. [17], теорема 2.II.4, § 41). За умовою
Кантора на компактi | \alpha | та з огляду на монотоннiсть послiдовностi зв’язних множин \alpha ([tk, c))

маємо D0 =
\infty \bigcap 
k=1

\alpha ([tk, c)) \not = \varnothing (див. [17], пункт (2\prime ), I.41.4). На пiдставi теореми 5.II.47.5 iз [17]

множина D0 є зв’язною.
В такому випадку D0 складається з однiєї точки. Справдi, якщо D0 — невироджений конти-

нуум, то, оскiльки за побудовою x \in D0\cap D, маємо й невироджений пiдконтинуум E0 \subset D\cap D0.

Останнє суперечить дискретностi вiдображення f у D, бо тодi з огляду на неперервнiсть вi-
дображення f ми мали б f(E0) = \{ \beta (c)\} . Отже, D0 = \{ x\} .

У такому випадку криву \alpha : [a, c) \rightarrow D можна продовжити до замкненої кривої \alpha : [a, c] \rightarrow 
D, причому f(\alpha (c)) = \beta (c). Тодi за лемою 2.1 з [15] знайдеться ще одне максимальне пiд-
няття \alpha \prime кривої \beta | [c,b) з початком у точцi \alpha (c). Об’єднуючи пiдняття \alpha i \alpha \prime , отримуємо нове
пiдняття \alpha \prime \prime кривої \beta з початком у точцi x0, визначене на [a, c\prime ), c\prime \in (c, b), що суперечить
„максимальностi” вихiдного пiдняття \alpha . Отримана суперечнiсть вказує на те, що припущення
d(\alpha (tk), \partial D) \geq \delta 0 > 0 при деякiй послiдовностi tk \rightarrow c - 0, k \rightarrow \infty , i \delta 0 > 0 було хибним.

Твердження 3 доведено.
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Скрiзь далi \mu (y, f, G) — топологiчний iндекс вiдображення f у точцi y \in f(G) \setminus f(\partial G)
щодо областi G \subset D, G \subset D. Будемо говорити, що вiдображення f зберiгає орiєнтацiю,
якщо топологiчний iндекс \mu (y, f, G) задовольняє умову \mu (y, f, G) > 0 для довiльної областi
G \subset D, G \subset D i y \in f(G) \setminus f(\partial G) (див., наприклад, розд. I, п. 4 у [10, с. 17]). Справедливим
є наступний результат. Нагадаємо, що для довiльного вiдображення f : D \rightarrow \BbbR n iснує область
G \subset D така, що G\cap f  - 1(f(x)) = \{ x\} . Тодi величина \mu (f(x), f, G), яка називається локальним
топологiчним iндексом, не залежить вiд вибору областi G i позначається символом i(x, f).

Твердження 4. Нехай n \geq 2, D — область в \BbbR n, x0 \in D, f : D \setminus \{ x0\} \rightarrow \BbbR n — вiдкрите
дискретне вiдображення. Якщо f має неперервне продовження f : D \rightarrow \BbbR n у точку x0, то f
також є вiдкритим i дискретним вiдображенням.

Доведення. Без обмеження загальностi, застосовуючи за потреби додаткове перетворення

iнверсiї \psi (x) =
x

| x| 2
, \infty \mapsto \rightarrow 0, можемо вважати, що f(x0) \not = \infty .

Вiдомо, що дискретнi вiдкритi вiдображення в \BbbR n, n \geq 2, або зберiгають орiєнтацiю, або не
зберiгають (див., наприклад, розд. I, п. 4 в [10]). Нехай f, наприклад, зберiгає орiєнтацiю. Пока-
жемо, що продовжене вiдображення f зберiгає орiєнтацiю, вiдкрите i дискретне. Позначимо, як
зазвичай, через Bf (D \setminus \{ x0\} ) множину точок розгалуження вiдображення f в областi D\setminus \{ x0\} ,
а через Bf (D) множину точок розгалуження, продовженого у точку x0 вiдображення f в обла-

стi D. Якщо x0 — точка локальної гомеоморфностi вiдображення f, доводити нема чого. Нехай
точка x0 \in Bf (D). За теоремою Чернавського \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Bf (D\setminus \{ x0\} ) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} f

\bigl( 
Bf (D\setminus \{ x0\} )

\bigr) 
\leq n - 2

(див., наприклад, теорему 4.6 розд. I [10]), де \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} позначає топологiчну розмiрнiсть множини
[19]. Тодi

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} f(Bf (D)) \leq n - 2, (9)

оскiльки f(Bf (D)) = f(Bf (D\setminus \{ x0\} ))
\bigcup \bigl\{ 

f(x0)
\bigr\} 
, множина

\bigl\{ 
f(x0)

\bigr\} 
є замкненою i топологiчна

розмiрнiсть кожної з множин f
\bigl( 
Bf (D \setminus \{ x0\} )

\bigr) 
i
\bigl\{ 
f(x0)

\bigr\} 
не перевищує n - 2 (див. наслiдок 1,

розд. III, п. 3 у [19]). Нехай G — область в D така, що G \subset D i y \in f(G) \setminus f(\partial G). Тодi
внаслiдок (9) iснує точка y0 /\in f(Bf (D)), що належить до тiєї ж компоненти зв’язностi

множини \BbbR n \setminus f(\partial G), що й y.
Внаслiдок того, що топологiчний iндекс \mu (y, f,G) є сталою величиною на кожнiй компо-

нентi зв’язностi множини \BbbR n \setminus f(\partial G) (див. властивiсть D1 у [10], пропозицiя 4.4.I), маємо

\mu (y, f ,G) = \mu (y0, f,G) =
\sum 

x\in G\cap \{ f  - 1(y0)\} 

i(x, f) > 0.

Отже, вiдображення f зберiгає орiєнтацiю в D. Нарештi, для будь-якого y \in f(D) внаслiдок
дискретностi вiдображення f в областi D\setminus \{ x0\} множина

\bigl\{ 
f  - 1(y)

\bigr\} 
є не бiльш нiж зчисленною

i тому \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}
\bigl\{ 
f  - 1(y)

\bigr\} 
= 0. Отже, за результатами [20, с. 333] вiдображення f є вiдкритим i

дискретним, що i потрiбно було довести.
Наступне твердження мiстить елементарний зв’язок мiж iнтегровнiстю функцiї по сферах

та iнтегровнiстю за мiрою Лебега i є однiєю з версiй теореми Фубiнi (див. спiввiдношення (3.3),
(3.4) у [21]).

Твердження 5. Нехай D — область в \BbbM n, n \geq 2, Q : D \rightarrow [0,\infty ], Q \equiv 0 на \BbbM n \setminus D.
Тодi для будь-якого x0 \in D знайдуться нормальний окiл U точки x0 i сталi C1 = C1(x0),

C2 = C2(x0) > 0 такi, що для довiльних 0 \leq \varepsilon 1 < \varepsilon 2 < \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x0, \partial U) виконуються нерiвностi
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C1

\varepsilon 2\int 
\varepsilon 1

\int 
S(x0,r)

Q(x) d\scrA dr \leq 
\int 

\varepsilon 1<| x - x0| <\varepsilon 2

Q(x) dv(x) \leq C2

\varepsilon 2\int 
\varepsilon 1

\int 
S(x0,r)

Q(x) d\scrA dr. (10)

Спiввiдношення (10) передбачає iснування (скiнченного або нескiнченного) iнтеграла вiд функцiї
Q по сферi S(x0, r) при майже кожному \varepsilon 1 \leq r \leq \varepsilon 2 щодо мiри \scrA поверхнi S(x0, r).

Для областi D \subset \BbbR n, n \geq 2, i вимiрної за Лебегом функцiї Q : \BbbR n \rightarrow [0,\infty ] визначимо через
\frakF Q(D) сiм’ю всiх вiдкритих дискретних вiдображень f : D \rightarrow \BbbR n таких, що спiввiдношення (4)
виконується при p = n для кожної точки y0 \in f(D). Справедливим є таке твердження (див.,
наприклад, [22], теорема 1.1).

Твердження 6. Нехай Q \in L1(\BbbR n). Тодi знайдеться стала Cn > 0, яка залежить лише
вiд розмiрностi простору n, така що для будь-якого x0 \in D i будь-якого r0 > 0 такого, що
0 < 2r0 < \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (x0, \partial D), виконується нерiвнiсть

| f(x) - f(x0)| \leq 
Cn \cdot (\| Q\| 1)1/n

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n
\biggl( 
1 +

r0
| x - x0| 

\biggr) \forall x \in B(x0, r0), \forall f \in \frakF Q(D),

де \| Q\| 1 — норма функцiї Q в L1(\BbbR n). Зокрема, сiм’я \frakF Q(D) є одностайно неперервною в D.

Справджується таке твердження (див. [23], лема 2.2, а також [11], теорема 10.12 i [24],
лема 2.2).

Твердження 7. Нехай D — область в \BbbM n, n \geq 2, i x0 \in D. Тодi для кожного P > 0

i будь-якого околу U точки x0 знайдеться окiл V \subset U цiєї ж точки, такий що нерiвнiсть
M(\Gamma (E,F,D)) > P виконується для довiльних континуумiв E,F \subset D, що перетинають \partial U
i \partial V.

Зауваження 3. Оскiльки модуль сiм’ї кривих, що проходять через фiксовану точку, дорiв-
нює нулю (див. пункт 7.9 у [11]), твердження 7 залишається правильним для випадку, коли
x0 — iзольована точка межi областi D.

Наступне твердження доведено в [23] (лема 2.1).

Твердження 8. Нехай a, b, c i d — чотири рiзнi точки областi D рiманового многовиду
\BbbM n, n \geq 2. Тодi знайдуться неперетиннi жордановi кривi \gamma 1 : [0, 1] \rightarrow D i \gamma 2 : [0, 1] \rightarrow D

такi, що \gamma 1(0) = a, \gamma 1(1) = b, \gamma 2(0) = c i \gamma 2(1) = d.

3. Доведення теореми 1. Доведення розiб’ємо на наступнi кроки.
3.1. Iснування неперервного продовження в точку \bfitx \bfzero . Без обмеження загальностi мо-

жемо вважати, що D \not = \BbbM n i D — компакт у \BbbM n. Частково скористаємося й удосконалимо
пiдхiд, використаний при доведеннi теореми 1 в [25] (див. також теорему 6 в [13]). Припу-
стимо супротивне, а саме, що вiдображення f не має границi в точцi x0 в сенсi „хордальної”
метрики h. З огляду на компактнiсть простору \BbbM n

\ast знайдуться z1, z2 \in C(x0, f), z1 \not = z2. За
твердженням 1 C(x0, f) є невиродженим континуумом, i оскiльки простiр \BbbM n

\ast метричний, цей
континуум мiстить безлiч точок (див., наприклад, [17], § 46, теорема 4.I.5). Отже, можна вва-
жати, що z1 \not = \infty \not = z2. Тодi також знайдуться послiдовностi xm, x\prime m \in D \setminus \{ x0\} , m = 1, 2, . . . ,

такi, що xm, x
\prime 
m \rightarrow x0 при m \rightarrow \infty , до того ж ym := f(xm) \rightarrow z1 i y\prime m := f(x\prime m) \rightarrow z2 при

m \rightarrow \infty . Оскiльки за означенням слабкої сферикалiзацiї метрики d i h формують одну i ту
саму топологiю на \BbbM n

\ast , вказану збiжнiсть можна розумiти в сенсi метрики d\ast .
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Рис. 1. До доведення теореми 1. Випадок 1.

За твердженням 8 точки a, z1 i b, z2 можна з’єднати неперетинними кривими \gamma 1 : [1/2, 1] \rightarrow 
\BbbM n

\ast i \gamma 2 : [1/2, 1] \rightarrow \BbbM n
\ast . Якщо a = z1, або b = z2, вiдповiднi кривi \gamma 1 та/або \gamma 2 вважаються

виродженими (одноточковими). Виберемо R1 > 0 та R2 > 0 так, щоб\Bigl( 
B(z1, R1) \cup | \gamma 1| 

\Bigr) 
\cap 
\Bigl( 
B(z2, R2) \cup | \gamma 2| 

\Bigr) 
= \varnothing .

Можна вважати, що ym := f(xm) \in B(z1, R1) i y\prime m := f(x\prime m) \in B(z2, R2) при всiх m \in \BbbN .
З’єднаємо точки f(xm) i z1 кривою \alpha \ast 

m : [0, 1/2] \rightarrow B(z1, R1), й f(x\prime m) i z2 кривою \beta \ast 
m :

[0, 1/2] \rightarrow B(z2, R2) (див. рис. 1). Це є можливим, оскiльки iнфiнiтезимальнi кулi на многовидi
зв’язнi. Покладемо

\alpha m(t) =

\left\{   \alpha 
\ast 
m(t), t \in [0, 1/2],

\gamma 1(t), t \in [1/2, 1],
\beta m(t) =

\left\{   \beta 
\ast 
m(t), t \in [0, 1/2],

\gamma 2(t), t \in [1/2, 1].

За побудовою множини A1 := | \gamma 1| \cup B(z1, R1), A2 := | \gamma 2| \cup B(z2, R2) не перетинаються.
Зокрема, знайдеться \varepsilon \ast 1 > 0 таке, що

d(A1, A2) \geq \varepsilon \ast 1 > 0. (11)

З огляду на визначення кривих \alpha m i \beta m

| \alpha m| \cap D\prime \not = \varnothing \not = | \alpha m| \cap 
\bigl( 
\BbbM n

\ast \setminus D\prime \bigr) ,
| \beta m| \cap D\prime \not = \varnothing \not = | \beta m| \cap 

\bigl( 
\BbbM n

\ast \setminus D\prime \bigr) .
Тодi на пiдставi твердження 2 iснують точки t1, t2 \in (0, 1) такi, що \alpha m(t1) \in \partial D\prime , \beta m(t2) \in \partial D\prime .

Без обмеження загальностi можна вважати, що \alpha m(t) \in D\prime при всiх t \in [0, t1) i \beta m(t) \in D\prime 

при всiх t \in [0, t2). Покладемо
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\widetilde \alpha m := \alpha m| [0,t1), \widetilde \beta m := \beta m| [0,t2).

Розглянемо максимальнi пiдняття \gamma m : [0, cm) \rightarrow D \setminus \{ x0\} i \Delta m : [0, dm) \rightarrow D \setminus \{ x0\} кривих\widetilde \alpha m i \widetilde \beta m в областi D \setminus \{ x0\} з початковими точками xm i x\prime m. Такi пiдняття iснують з огляду
на твердження 3. Завдяки цьому ж твердженню \gamma m(t) \rightarrow \partial (D \setminus \{ x0\} ) при t \rightarrow cm  - 0 i
\Delta m(t) \rightarrow \partial (D \setminus \{ x0\} ) при t\rightarrow dm  - 0. Можливi 4 випадки:

1) при всiх m \in \BbbN \gamma m(t) \rightarrow \partial D при t\rightarrow cm  - 0 i \Delta m(t) \rightarrow \partial D при t\rightarrow dm  - 0;

2) при всiх m \in \BbbN \gamma m(t) \rightarrow \partial D при t\rightarrow cm  - 0, але iснує таке m0 \in \BbbN , що \Delta m0(t) \rightarrow x0
при t\rightarrow dm0  - 0;

3) iснує таке k0 \in \BbbN , що \gamma k0(t) \rightarrow x0 при t\rightarrow ck0  - 0, проте при всiх m \in \BbbN \Delta m(t) \rightarrow \partial D

при t\rightarrow dm  - 0;

4) iснують такi k0,m0 \in \BbbN , що \gamma k0(t) \rightarrow x0 при t\rightarrow ck0 - 0 i \Delta m0(t) \rightarrow x0 при t\rightarrow dm0 - 0.

У подальшому слiд розглянути кожен iз випадкiв окремо, причому з випадкiв 2 i 3 достатньо
розглянути лише один (бо вони, як легко бачити, вiдрiзняються лише замiною позначень).

Випадок 1. Нехай r0 = r0(y) > 0 — число з умов теореми, яке визначено для кожного
y0 \in D\prime . За твердженням 5 для кожного y0 \in \BbbM n

\ast знайдуться \delta (y0) > 0 i стала C = C(y0) > 0

такi, що

\int 
\varepsilon 1<d\ast (y,y0)<\varepsilon 2

Q(y) dv\ast (y) \leq C

\varepsilon 2\int 
\varepsilon 1

\int 
S(y0,r)

Q(y) d\scrA dr (12)

для кожних 0 \leq \varepsilon 1 < \varepsilon 2 \leq \delta (y0). Покладемо r\ast (y) := \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\bigl\{ 
\varepsilon \ast 1 , r0(y), \delta (y)

\bigr\} 
. Покриємо множину

A1 кулями B(y, r\ast /4), y \in A1. Зауважимо, що | \gamma 1| є компактною множиною в \BbbM n
\ast як непе-

рервний образ компакта [1/2, 1] при вiдображеннi \gamma 1. Тодi за теоремою Гейне – Бореля – Лебега

iснує скiнченне пiдпокриття
p\bigcup 

i=1
B(yi, r\ast /4) множини A1. Iншими словами,

A1 \subset 
p\bigcup 

i=1

B(yi, ri/4), 1 \leq p <\infty , (13)

де ri позначає r\ast (yi) при кожному yi \in D\prime .

Оскiльки за припущенням випадку 1 \gamma m(t) \rightarrow \partial D при t \rightarrow cm  - 0 i \Delta m(t) \rightarrow \partial D при
t\rightarrow dm  - 0 при всiх m \in \BbbN , знайдуться послiдовностi точок z1m \in | \gamma m| i z2m \in | \Delta m| такi, що

d(z1m, \partial D) < 1/m, d(z2m, \partial D) < 1/m, m = 1, 2, . . . . (14)

Нехай Pm — частина кривої \gamma m в \BbbM n, розташована мiж точками xm i z1m, i Qm — частина
кривої \Delta m в \BbbM n, розташована мiж точками x\prime m i z2m. За побудовою f(Pm) \subset A1 i f(Qm) \subset A2.

Покладемо \Gamma m := \Gamma (Pm, Qm, D \setminus \{ x0\} ). Далi запис \Gamma 1 > \Gamma 2 означає, що кожна крива \gamma 1 \in \Gamma 1

має пiдкриву \gamma 2 \in \Gamma 2. (Iншими словами, якщо \gamma 1 : I \rightarrow \BbbM n, то \gamma 2 : J \rightarrow \BbbM n, де J \subset I i
\gamma 2(t) = \gamma 1(t) при t \in J, а I, J — деякi вiдрiзки, iнтервали, або пiвiнтервали.) Тодi з огляду
на (11), (13) та за твердженням 2

\Gamma m >

p\bigcup 
i=1

\Gamma im, (15)

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2024, т. 76, № 7



УСУВНI СИНГУЛЯРНОСТI ВIДОБРАЖЕНЬ З ОБЕРНЕНОЮ НЕРIВНIСТЮ ПОЛЕЦЬКОГО . . . 975

де \Gamma im := \Gamma fm(yi, ri/4, ri/2). Покладемо \widetilde Q(y) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ Q(y), 1\} i \widetilde qyi(r) = \int 
S(yi,r)

\widetilde Q(y) d\scrA . Тодi

також отримаємо, що \widetilde qyi(r) \not = \infty для майже всiх r \in [ri/4, ri/2]. Покладемо

Ii = Ii(yi, ri/4, ri/2) =

ri/2\int 
ri/4

dr

r\widetilde q 1
n - 1
yi (r)

.

Зауважимо, що Ii \not = 0, оскiльки \widetilde qyi(r) \not = \infty при майже всiх r \in [ri/4, ri/2]. Окрiм того,
зауважимо, що Ii \not = \infty , бо для деякої сталої C \ast > 0

Ii \leq C \ast \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}
r2
r1
<\infty , i = 1, 2, . . . , p.

Покладемо

\eta i(r) =

\left\{       
1

Iir\widetilde q 1
n - 1
yi (r)

, r \in [ri/4, ri/2],

0, r \not \in [ri/4, ri/2].

Зазначимо, що \eta i задовольняє умову
\int ri/2

ri/4
\eta i(r) dr = 1, отже, її можна пiдставити у праву

частину нерiвностi (4) з вiдповiдними r1 та r2. Тодi

M(\Gamma im) \leq 
\int 

A(yi,ri/4,ri/2)

\widetilde Q(y) \eta ni (d\ast (y, yi)) dv\ast (y). (16)

Застосовуючи оцiнку (12) у правiй частинi спiввiдношення (16), отримуємо\int 
A(yi,ri/4,ri/2)

\widetilde Q(y) \eta ni (d\ast (y, yi)) dv\ast (y)

\leq Ci

ri/2\int 
ri/4

\int 
S(yi,r)

\widetilde Q(y)\eta ni (d\ast (y, yi)) d\scrA dr

=
Ci

Ini

ri/2\int 
ri/4

rn - 1\widetilde qyi(r) dr

rn\widetilde q n
n - 1
yi (r)

=
Ci

In - 1
i

, (17)

де Ci — стала, що вiдповiдає yi у (12). Тодi з огляду на (16), (17) одержуємо, що M(\Gamma im) \leq 
Ci

In - 1
i

, звiдки з урахуванням (15)

M(\Gamma m) \leq 
p\sum 

i=1

M(\Gamma im) \leq 
p\sum 

i=1

Ci

In - 1
i

:= C0, m = 1, 2, . . . . (18)
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Подальшi мiркування спираються на „слабку плоскiсть” iзольованої точки x0 межi областi
D \setminus \{ x0\} . Передусiм для будь-якої точки z \in \partial D, з огляду на спiввiдношення (14) та нерiвнiсть
трикутника, при достатньо великих m \in \BbbN маємо

d(xm, z
1
m) \geq d(x0, z) - d(z, z1m) - d(x0, xm)

\geq d(x0, z) - 
1

m
 - d(x0, xm) \geq 1

2
d(x0, z) \geq 

1

2
d(x0, \partial D).

Мiркуючи аналогiчно, отримуємо, що d(x\prime m, z
2
m) \geq 1

2
d(x0, \partial D). На пiдставi отриманих вище

спiввiдношень

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ d(Pm), d(Qm\} \geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
d(xm, z

1
m), d(x\prime m, z

2
m)

\bigr\} 
\geq 1

2
d(x0, \partial D)

для достатньо великих m \in \BbbN .
Нехай U := B(x0, \delta 0/2) i V — окiл цiєї ж точки x0, який вiдповiдає твердженню 7 i

зауваженню 3. Оскiльки за припущенням xm, ym \in D \setminus \{ x0\} , m = 1, 2, . . . , то знайдеться
номер m0 \in \BbbN такий, що xm, ym \in V при всiх m \geq m0. Зауважимо, що для m \geq m0

Pm \cap \partial V \not = \varnothing , Qm \cap \partial V \not = \varnothing . (19)

Справдi, xm \in Pm, ym \in Qm, тому Pm \cap V \not = \varnothing \not = Qm \cap V при m \geq m0. Крiм того, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}V \leq 
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}U = \delta 0/2 i, оскiльки d(Pm) \geq \delta 0 > 0 i d(Qm) \geq \delta 0 > 0 при всiх m \in \BbbN , за твердженням 2
спiввiдношення (19) є справедливими. Аналогiчно можна довести, що

Pm \cap \partial U \not = \varnothing , Qm \cap \partial U \not = \varnothing .

Тодi на пiдставi твердження 7 i зауваження 3

M(\Gamma m) =M(\Gamma (Pm, Qm, D \setminus \{ x0\} )) > P, m \geq m0. (20)

Останнє спiввiдношення суперечить (18), що завершує розгляд випадку 1.
Випадок 2. Нехай \gamma m(t) \rightarrow \partial D при t \rightarrow cm  - 0 i при всiх m \in \BbbN , але при цьому iснує

m0 \in \BbbN таке, що \Delta m0(t) \rightarrow x0 при t \rightarrow dm0  - 0 (див. рис. 2). Оскiльки за припущенням
\gamma m(t) \rightarrow \partial D при t \rightarrow cm  - 0 i всiх m \in \BbbN i \Delta m0(t) \rightarrow \{ x0\} при t \rightarrow dm0  - 0, то знайдуться
послiдовностi точок z1m \in | \gamma m| i z2m \in | \Delta m0 | такi, що

d(z1m, \partial D) < 1/m, d(z2m, \{ x0\} ) < 1/m, m = 1, 2, . . . .

Нехай Pm — частина кривої \gamma m в \BbbM n, розташована мiж точками xm i z1m, а Qm — частина
кривої \Delta m0 в \BbbM n, розташована мiж точками x\prime m0

i z2m. Ми бачимо, що ситуацiя у вiдомому
сенсi звелася до випадку 1, бо, мiркуючи тепер аналогiчно для Pm, Qm i сiм’ї кривих \Gamma m :=

\Gamma (Pm, Qm, D\setminus \{ x0\} ), як це було у випадку 1, ми отримуємо, з одного боку, спiввiдношення (18),
а з iншого — нерiвнiсть (20), якi суперечать одна однiй. Ми вже зауважили, що випадок 3 не
вартий окремого розгляду, оскiльки вiдрiзняється вiд випадку 2 лише позначеннями.

Випадок 4. Iснують k0,m0 \in \BbbN такi, що \gamma k0(t) \rightarrow x0 при t \rightarrow ck0  - 0 i \Delta m0(t) \rightarrow 0 при
t \rightarrow dm0  - 0 (див. рис. 3). З умови випливає, що знайдуться послiдовностi точок z1m \in | \gamma k0 | i
z2m \in | \Delta m0 | , m = 1, 2, . . . , такi, що
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Рис. 2. До доведення теореми 1. Випадок 2.
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Рис. 3. До доведення теореми 1. Випадок 4.

d(z1m, x0) < 1/m, d(z2m, x0) < 1/m, m = 1, 2, . . . .

Нехай Pm — частина кривої \gamma k0 в \BbbM n, розташована мiж точками xk0 i z1m, а Qm — части-
на кривої \Delta m0 в \BbbM n, розташована мiж точками x\prime m0

i z2m. Як i вище, покладемо \Gamma m :=

\Gamma (Pm, Qm, D \setminus \{ x0\} ). Мiркуючи аналогiчно випадку 1 для Pm i Qm, ми знову отримуємо, з
одного боку, спiввiдношення (18), а з iншого — нерiвнiсть (20), якi суперечать одна однiй. Отже,
наявнiсть неперервного продовження вiдображення f у точку x0 доведено.

3.2. Вiдкритiсть та дискретнiсть продовженого вiдображення. Логарифмiчна непе-
рервнiсть за Гельдером. Нехай U \subset \BbbM n i V \subset \BbbM n

\ast — нормальнi околи точок x0 i f(x0) вiдпо-
вiдно. Нехай, крiм того, \varphi : U \rightarrow \BbbR n i \psi : V \rightarrow \BbbR n — вiдповiднi гомеоморфiзми цих околiв у ев-
клiдовий простiр. Можна вважати, що \varphi (x0) = \psi (f(x0)) = 0. Тодi F (x) :=

\bigl( 
\psi \circ f \circ \varphi  - 1

\bigr) 
(x) —
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вiдображення мiж околами \varphi (U) \subset \BbbR n i \psi (V ) \subset \BbbR n початку координат. За твердженням 4 F є
вiдкритим i дискретним, тому таким є i вiдображення f.

Нехай Q \in L1(D\prime ). Тодi за твердженням 5 для кожної точки y0 \in D\prime знайдеться r0 =

r0(y0) > 0 таке, що qy0(r) < \infty при майже всiх r \in (0, r0). Зокрема, за пiдпунктом 3.1
вiдображення f має неперервне продовження у точку x0, а за доведеним вище є вiдкритим i
дискретним у D. Крiм того, за твердженням 6 вiдображення F задовольняє оцiнку\bigm| \bigm| \bigm| \bigl( \psi \circ f \circ \varphi  - 1

\bigr) 
(z) - 

\bigl( 
\psi \circ f \circ \varphi  - 1

\bigr) 
(0)

\bigm| \bigm| \bigm| = | F (z)| \leq Cn \cdot (\| Q\| 1)1/n

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n
\biggl( 
1 +

r0
| z| 

\biggr) (21)

для всiх z \in \varphi (U). Слiд зауважити, що на пiдставi означення нормальних координат для
довiльних x, y \in U i f(x), f(y) \in V маємо

C1

\bigm| \bigm| \varphi (x) - \varphi (y)
\bigm| \bigm| \leq d(x, y) \leq C2

\bigm| \bigm| \varphi (x) - \varphi (y)
\bigm| \bigm| ,

C3

\bigm| \bigm| \psi (f(x)) - \psi (f(y))
\bigm| \bigm| \leq d\ast (f(x), f(y)) \leq C4

\bigm| \bigm| \psi (f(x)) - \psi (f(y))
\bigm| \bigm| , (22)

де C1, C2, C3, C4 — деякi додатнi сталi, близькi до 1 в достатньо малих околах U i V.
Покладемо \varphi  - 1(z) = x. Оскiльки \varphi  - 1(0) = x0, з нерiвностi (21) отримуємо

\bigm| \bigm| (\psi \circ f)(x) - (\psi \circ f)(x0)
\bigm| \bigm| \leq Cn \cdot (\| Q\| 1)1/n

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n
\biggl( 
1 +

r0
| \varphi (x) - \varphi (x0)| 

\biggr) . (23)

З (22) та (23) випливає, що

1

C4
\cdot d\ast (f(x), f(x0)) \leq 

Cn \cdot (\| Q\| 1)1/n

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n

\left(   1 + r0
1

C1
\cdot d(x, x0)

\right)   
. (24)

З огляду на правило Лопiталя \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n
\biggl( 
1 +

1

nt

\biggr) 
\sim \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n

\biggl( 
1 +

1

kt

\biggr) 
при t \rightarrow +0 для фiксованих

k, n > 0. Тодi з (24) випливає, що

d\ast (f(x), f(x0)) \leq 
\widetilde Cn \cdot (\| Q\| 1)1/n

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/n
\biggl( 
1 +

r0
d(x, x0)

\biggr) , x \in U.

Теорему доведено.
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0122U000821).
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