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ПОВОДЖЕННЯ СУБГАРМОНIЧНИХ ФУНКЦIЙ ПОВIЛЬНОГО ЗРОСТАННЯ
ЗОВНI ВИНЯТКОВИХ МНОЖИН

Let v be a slowly growing function unbounded on [0, +\infty ), u be subharmonic (in plane) function of zero order, \mu be

its Riesz measure, n(t, u) = \mu (\{ x : | x| \leq t\} ), N(t, u) =

\int t

1

n(\tau , u)/\tau d\tau , and n(r, u) = O(v(r)), r \rightarrow +\infty . A set

E \in \BbbC is called a C\beta 
0 -set, 0 < \beta \leq 1, if E can be covered by a system of disks K(an, rn) = \{ z : | z  - an| < rn\} such

that
\sum 

| an| \leq r
r\beta n = o(r\beta ), r \rightarrow +\infty . Then, for every nondecreasing function \phi unbounded on [0, +\infty ), there exists a

C\beta 
0 -set E such that

u(z) = N(r, u) + o(\phi (r)v(r)), r = | z| \rightarrow +\infty , z /\in E.

It is shown that, in this asymptotic formula, the remainder term o(\phi (r)v(r)) cannot be changed by O(v(r)).

Нехай v — повiльно зростаюча, необмежена на [0, +\infty ) функцiя, u — субгармонiчна в площинi функцiя нульового

порядку, \mu — її мiра Рiсса, n(t, u) = \mu (\{ x : | x| \leq t\} ), N(t, u) =

\int t

1

n(\tau , u)/\tau d\tau , n(r, u) = O(v(r)), r \rightarrow +\infty .

Множину E \in \BbbC назвемо C\beta 
0 -множиною, 0 < \beta \leq 1, якщо її можна покрити системою кругiв K(an, rn) = \{ z :

| z  - an| < rn\} таких, що
\sum 

| an| \leq r
r\beta n = o(r\beta ), r \rightarrow +\infty . Тодi для довiльної неспадної необмеженої на [0, +\infty )

функцiї \phi iснує C\beta 
0 -множина E така, що

u(z) = N(r, u) + o(\phi (r)v(r)), r = | z| \rightarrow +\infty , z /\in E.

Показано також, що у цiй асимптотичнiй формулi залишковий член o(\phi (r)v(r)) не можна замiнити на O(v(r)).

1. Вступ. Нехай u — субгармонiчна в \BbbR 2 функцiя, u-гармонiчна в одиничному околi точки

z = 0, u(0) = 0, \mu — її мiра Рiсса, n(t, u) = \mu (\{ x : | x| \leq t\} ), N(t, u) =

\int t

1
n(\tau , u)/\tau d\tau ,

u+(x) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ u(x); 0\} ,

T (r, u) =
1

2\pi 

2\pi \int 
0

u+(rei\phi )d\phi 

— характеристика Неванлiнни функцiї u. Будемо говорити, що функцiя u нульового порядку,
якщо \mathrm{l}\mathrm{n} T (r, u) = o(\mathrm{l}\mathrm{n} r) при r \rightarrow +\infty .

Невiд’ємну, неспадну, необмежену на [0; +\infty ) функцiю називатимемо функцiєю порiвнян-
ня. Через L позначимо множину неперервно диференцiйовних функцiй порiвняння v, для яких
tv\prime (t)/v(t) \rightarrow 0 при t \rightarrow +\infty . Неважко показати, що r\rho (r) \in L, де \rho (r) — нульовий уточнений
порядок (див., наприклад, [1, с. 49]), r\rho (r) \nearrow +\infty при r \rightarrow +\infty . Не зменшуючи загальностi
вважатимемо, що v(t) = 0 на [0, \delta ], 0 < \delta < 1. Легко бачити (див., наприклад, [2, с. 7]), що з
точнiстю до еквiвалентних функцiй L збiгається з множиною повiльно зростаючих функцiй l,
тобто додатних, неспадних на [0,+\infty ), таких, що l(2t) \sim l(t), t\rightarrow +\infty .

Позначимо через SH0(v) клас субгармонiчних в \BbbR 2 функцiй u нульового порядку таких,
що n(r, u) = O(v(r)), r \rightarrow +\infty , v \in L.
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Множину E \in \BbbC назвемо C\beta 
0 -множиною, 0 < \beta \leq 1, якщо її можна покрити системою

кругiв K(zn, rn) = \{ z : | z  - zn| \leq rn\} такою, що
\sum 

| zn| \leq r
r\beta n = o(r\beta ), r \rightarrow +\infty .

Покладемо

I(z, u) =

\int 
| z - a| \leq | z| 

\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z

z  - a

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| d\mu (a) =
| z| \int 
0

n(t, z, u)

t
dt,

де \mu — мiра Рiсса функцiї u, n(t, z, u) = \mu (K(z, t)), K(z, t) = \{ w : | w  - z| \leq t\} .
Якщо u — субгармонiчна функцiя нульового порядку така, що N(r, u) = O(r\rho (r)), r \rightarrow +\infty ,

то в [3] доведено такi твердження:

(А) u(z) =  - I(z, u) +N(r, u) + o(r\rho (r)), r \rightarrow +\infty ;

(Б) iснує C\beta 
0 -множина E така, що

I(z, u) = o(r\rho (r)), z /\in E, z \rightarrow \infty .

Для v \in L приймемо v1(r) =

\int r

1

v(t)

t
dt. Неважко показати, що v1 \in L i v(r) = o(v1(r))

при r \rightarrow +\infty .

Легко бачити, що для функцiї u \in SH0(v) виконується N(r, u) = O(v1(r)), r \rightarrow +\infty .

Покладаючи \rho (r) = \mathrm{l}\mathrm{n} v1(r)/ \mathrm{l}\mathrm{n} r, отримуємо, що \rho (r) — нульовий уточнений порядок, а отже,
для u \in SH0(v) справджуються твердження (А) та (Б) з r\rho (r) = v1(r).

У цiй статтi для функцiй класу SH0(v) отримано уточнення тверджень (А) i (Б), в яких
замiсть залишкового члена o(r\rho (r)) вiдповiдно маємо O(v(r)) та o(\phi (r)v(r)), де \phi — довiльна
необмежено зростаюча на [0,+\infty ) функцiя. Також показано, що в твердженнi (Б) залишковий
член o(\phi (r)v(r)) не можна замiнити на O(v(r)) при r \rightarrow +\infty .

2. Формулювання результатiв i допомiжнi твердження. Нехай далi r = | z| , v \in L.

Правильними є такi твердження.
Теорема 1. Якщо u \in SH0(v), то

u(z) =  - I(z, u) +N(r, u) +O(v(r)), r \rightarrow +\infty . (1)

Теорема 2. Нехай u \in SH0(v), \phi — довiльна зростаюча до +\infty на [0,+\infty ) функцiя. Тодi
для кожного \beta \in (0, 1] iснує C\beta 

0 -множина E така, що

I(z, u) = o(\phi (r)v(r)), z \rightarrow \infty , z /\in E. (2)

Наслiдок 1. Якщо u \in SH0(v), то для довiльної зростаючої до +\infty на [0,+\infty ) функцiї \phi 
i кожного \beta \in (0, 1] iснує C\beta 

0 -множина E така, що

u(z) = N(r, u) + o(\phi (r)v(r)), z \rightarrow \infty , z /\in E. (3)

Теорема 3. Для довiльних v \in L i A > 0 iснує u \in SH0(v) така, що множина \{ z :
u(z) - N(r, u) <  - Av(r)\} не є C\beta 

0 -множиною для жодного \beta \in (0, 1].

Зауваження 1. Теорема 3 показує, що залишковий член вигляду o(\phi (r)v(r)) не можна
замiнити на O(v(r)) у асимптотичних спiввiдношеннях (2) та (3).
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При доведеннi цих результатiв будемо використовувати твердження, якi сформулюємо у
виглядi лем.

Нехай \mu — довiльна мiра в \BbbC , \mu (\BbbC ) < +\infty , \mu (t, z) = \mu (K(z, t)),

U\mu (z) =

\int 
\BbbC 

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

| z  - a| 
d\mu (a) =

+\infty \int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

t
d\mu (t, z).

Лема 1. Нехай h(r), 0 \leq r \leq r0, — зростаюча функцiя, h(0) = 0, h(r0) = \mu (\BbbC ). Тодi
множину G точок, для яких виконується нерiвнiсть

U\mu (z) >

r0\int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

t
dh(t),

можна покрити сiм’єю кругiв K(an, rn), rn < r0, що задовольняють умову\sum 
n

h(rn) \leq C\mu (\BbbC ),

де C — абсолютна стала.
Доведення леми 1 аналогiчне доведенню теореми 3.15 з [4].
Лема 2 [2, c. 64 – 66]. Нехай l — повiльно змiнна, а \psi — локально iнтегровна на [0,+\infty )

функцiї, a > 0 i для деякого \eta > 0 iнтеграл
\int +\infty 

a
t\eta \psi (t)dt є збiжним. Тодi

+\infty \int 
a

\psi (t)l(xt)dt \sim l(x)

+\infty \int 
a

\psi (t)dt, x\rightarrow +\infty .

3. Доведення теорем 1, 2. Нехай u \in SH0(v), D(z, a) = \{ a \in \BbbC : | z  - a| > r, | a| \leq 2r\} ,
r = | z| . Маємо

u(z) =

\int 
| a| \leq 2r

\mathrm{l}\mathrm{n}
\bigm| \bigm| \bigm| 1 - z

a

\bigm| \bigm| \bigm| d\mu (a) + \int 
| a| >2r

\mathrm{l}\mathrm{n}
\bigm| \bigm| \bigm| 1 - z

a

\bigm| \bigm| \bigm| d\mu (a) = I1 + I2. (4)

Оскiльки n(r, u) = O(v(r)), v(2r) = (1+o(1))v(r), N(2r, u) = N(r, u)+O(v(r)) при r \rightarrow +\infty ,

то

I1 =

\int 
| z - a| \leq r

\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z  - a

a

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| d\mu (a) + \int 
D(z,a)

\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z  - a

a

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| d\mu (a)
=  - I(z, u) +

\int 
D(z,a)

\mathrm{l}\mathrm{n}
| z  - a| 
r

d\mu (a) +

\int 
| a| \leq 2r

\mathrm{l}\mathrm{n}
r

| a| 
d\mu (a)

=  - I(z, u) +N(2r, u) +

\int 
D(z,a)

\mathrm{l}\mathrm{n}
| z  - a| 
r

d\mu (a) - n(2r, u) \cdot \mathrm{l}\mathrm{n} 2
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=  - I(z, u) +N(r, u) +

\int 
D(z,a)

\mathrm{l}\mathrm{n}
| z  - a| 
r

d\mu (a) +O(v(r)), r \rightarrow +\infty .

Враховуючи, що

0 \leq 
\int 

D(z,a)

\mathrm{l}\mathrm{n}
| z  - a| 
r

d\mu (a) \leq n(2r, u) \mathrm{l}\mathrm{n} 3 = O(v(r)), r \rightarrow +\infty ,

з останнього спiввiдношення отримуємо

I1 =  - I(z, u) +N(r, u) +O(v(r)), r \rightarrow +\infty . (5)

Далi, для | a| > 2r маємо \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 - r

| a| 

\biggr) 
\leq \mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| 1 - z

a

\bigm| \bigm| \bigm| \leq \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 +

r

| a| 

\biggr) 
\leq  - \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 - r

| a| 

\biggr) 
, а отже,

| I2| \leq  - 
+\infty \int 
2r

\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( 
1 - r

t

\Bigr) 
dn(t, u)

=  - \mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( 
1 - r

t

\Bigr) 
n(t, u)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
+\infty 

2r

+ r

+\infty \int 
2r

n(t, u)

t(t - r)
dt

\leq 2r

+\infty \int 
2r

n(t, u)

t2
dt = O(r)

+\infty \int 
2r

v(t)

t2
dt, r \rightarrow +\infty . (6)

За лемою 2 з \eta =
1

2
, \psi (\tau ) =

1

\tau 2
одержуємо

r

+\infty \int 
2r

v(t)

t2
dt =

+\infty \int 
2

v(\tau r)

\tau 2
d\tau =

1 + o(1)

2
v(r), r \rightarrow +\infty ,

i з (4) – (6) випливає твердження теореми 1.
Нехай \mu — мiра Рiсса функцiї u \in SH0(v), Rn = 2n, n \in \BbbN , 0 < \beta \leq 1, а \mu \prime — мiра, що

визначається рiвнiстю \mu \prime (e) = \mu (e \cap K(0, 2Rn)). Покладемо

U(z) =

\int 
K(0,2Rn)

\mathrm{l}\mathrm{n}
4Rn

| z  - a| 
d\mu \prime (a) \geq 

\int 
| z - a| \leq r

\mathrm{l}\mathrm{n}
4Rn

| z  - a| 
d\mu \prime (a).

Для z, | z| \leq Rn, маємо I(z, u) \leq U(z). Нехай h(t) = \beta 4 - \beta n(2Rn, u)

\biggl( 
t

Rn

\biggr) \beta \sqrt{} 
\phi (Rn), t \geq 0,

де \phi — довiльна додатна зростаюча до +\infty на [0,+\infty ) функцiя. Приймемо

hn(t) =

\left\{   h(t), 0 \leq t < r0n,

n(2Rn, u), t \geq r0n,
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де r0n = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl\{ 
4Rn, 4Rn

\Bigl( \sqrt{} 
\phi (Rn)\beta 

\Bigr)  - 1/\beta \Bigr\} 
. Легко бачити, що hn(0) = 0, hn(r

0
n) = n(2Rn, u) =

\mu \prime (\BbbC ), hn(t) — зростаюча на [0,+\infty ) функцiя. За лемою 1 зовнi множини Gn, яку можна

покрити системою кругiв K
\bigl( 
a
(n)
k , r

(n)
k

\bigr) 
, що задовольняють умову

\sum 
k

\bigl( 
r
(n)
k

\bigr) \beta \leq C \cdot 4\beta \beta  - 1 1\sqrt{} 
\phi (Rn)

R\beta 
n =

C1\sqrt{} 
\phi (Rn)

R\beta 
n,

виконуються нерiвностi

U(z) \leq 
r0n\int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
4Rn

t
dhn(t) \leq 

4Rn\int 
0

\mathrm{l}\mathrm{n}
4Rn

t
dh(t) =

4Rn\int 
0

h(t)

t
dt

= n(2Rn, u)\beta (4Rn)
 - \beta 

\sqrt{} 
\phi (Rn)

4Rn\int 
0

t\beta  - 1dt = n(2Rn, u)
\sqrt{} 
\phi (Rn).

Таким чином, для z \in K(0, Rn) \setminus Gn

I(z, u) \leq n(2Rn, u)
\sqrt{} 
\phi (Rn). (7)

Видiлимо з сукупностi кругiв K
\bigl( 
a
(n)
k , r

(n)
k

\bigr) 
, що покривають множину Gn, тi круги, для яких

виконується

K
\bigl( 
a
(n)
k , r

(n)
k

\bigr) 
\cap \{ z : Rn - 1 \leq | z| < Rn\} \not = \varnothing ,

i позначимо їх через En. Для цих кругiв при n \geq n0 > 2 маємо
\bigm| \bigm| a(n)k

\bigm| \bigm| > Rn - 2. Приймемо

E =

\biggl( 
+\infty \bigcup 

n=n0+1
En

\biggr) 
\cup K(0, Rn0). Стандартним методом (див., наприклад, [3]) доводиться, що E

є C\beta 
0 -множиною. Тепер з (7) для z, Rn - 1 \leq | z| < Rn, z /\in E, отримуємо I(z, u) = o(\phi (r)v(r)),

r \rightarrow +\infty , що доводить теорему 2.
4. Доведення теореми 3. Легко бачити, що для \alpha > 0 i довiльної v \in L виконується

v(r) = o(r\alpha ), r \rightarrow +\infty . Тому вважаємо, що v(r) <
1

2

\surd 
r при r \geq r1 > 0. Нехай зростаюча до

+\infty послiдовнiсть чисел (rn) така, що
v(rk)

v(rk+1)
<

1

2
,

rk\surd 
rk+1

<
1

2
, k \in \BbbN . Приймемо

u(z) =

+\infty \sum 
k=1

nk \mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - z

rk

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ,
де n1 = v(r1), nk = v(rk)  - v(rk - 1), k \geq 2. Для rm \leq r = | z| < rm+1 маємо n(r, u) =\sum m

k=1
nk = v(rm) \leq v(r), тобто u \in SH0(v).

Для z \in K(rm, \varepsilon rm), 0 < \varepsilon <
1

2
, одержуємо

u(z) \leq 
m - 1\sum 
k=1

nk

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

r

rk
+ \mathrm{l}\mathrm{n}

\Bigl( 
1 +

rk
r

\Bigr) \biggr) 
+ nm \mathrm{l}\mathrm{n} \varepsilon +

+\infty \sum 
k=m+1

nk \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 +

r

rk

\biggr) 
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\leq N(r, u) +

m - 1\sum 
k=1

nk
rk

rm(1 - \varepsilon )
+ v(rm)

\biggl( 
1 - v(rm - 1)

v(rm)

\biggr) 
\mathrm{l}\mathrm{n} \varepsilon +

+\infty \sum 
k=m+1

nk
(1 + \varepsilon )rm

rk

\leq N(r, u) +
1

\surd 
rm

m - 1\sum 
k=1

nk +
1

2
v(rm) \mathrm{l}\mathrm{n} \varepsilon + 2

+\infty \sum 
k=m+1

nk\surd 
rk

rm\surd 
rk

\leq N(r, u) +
v(rm)
\surd 
rm

+
1

4
v(r) \mathrm{l}\mathrm{n} \varepsilon +

+\infty \sum 
k=m+1

rm\surd 
rk

\leq N(r, u) +
1

2
+

1

4
v(r) \mathrm{l}\mathrm{n} \varepsilon +

+\infty \sum 
k=m+1

1

2k - m

< N(r, u) + 2 +
1

4
v(r) \mathrm{l}\mathrm{n} \varepsilon .

Легко бачити, що E0 =
+\infty \bigcup 
i=1

K(ri, \varepsilon ri) не є C\beta 
0 -множиною. Покладаючи \varepsilon = e - 4(A+1) при

z \in E0, отримуємо u(z) - N(r, u) <  - Av(r), що доводить теорему 3.

Конфлiкт iнтересiв. Автори заявляють, що вони не мають потенцiйного конфлiкту iнтере-
сiв щодо дослiдження у цiй статтi.

Фiнансування. Автори заявляють, що пiд час пiдготовки цього рукопису не було отримано
коштiв, грантiв чи iншої пiдтримки.

Авторськi внески. Усi автори внесли рiвний внесок у роботу.
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