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НАЙКРАЩI НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ
ЗМIННИХ З ОБМЕЖЕНОЮ ДОМIНУЮЧОЮ МIШАНОЮ ПОХIДНОЮ

We establish exact order estimates for approximations of the Sobolev classes W \bfitr 
p,\bfitalpha (\BbbT d) of periodic functions of many

variables with bounded dominant mixed derivative. The approximation is performed by using trigonometric polynomials
with spectra in step hyperbolic crosses, and the error is estimated in the metric of the space Bq,1(\BbbT d), 1 \leq p, q < \infty .

Встановлено точнi за порядком оцiнки наближення класiв Соболєва W \bfitr 
p,\bfitalpha (\BbbT d) перiодичних функцiй багатьох змiн-

них з обмеженою домiнуючою мiшаною похiдною. Наближення здiйснюється за допомогою тригонометричних
полiномiв зi спектром у схiдчастих гiперболiчних хрестах, а похибка оцiнюється в метрицi простору Bq,1(\BbbT d),
1 \leq p, q < \infty .

1. Вступ. У цiй статтi дослiджуються питання апроксимацiї класiв Соболєва W \bfitr 
p,\bfitalpha (\BbbT d) перi-

одичних функцiй багатьох змiнних з обмеженою домiнуючою мiшаною похiдною у просторi
Bq,1(\BbbT d), 1 \leq p, q < \infty , норма в якому є бiльш „сильною”, нiж Lq(\BbbT d)-норма. В якостi агрегатiв
наближення функцiй iз цих класiв використовуються тригонометричнi полiноми з гармонiками
зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв. У випадку 1 < q < \infty порядки найкращих наближень за-
значеними полiномами реалiзуються за наближення функцiй їхнiми схiдчасто-гiперболiчними
сумами Фур’є.

Мотивацiєю до дослiдження апроксимацiйних характеристик класiв W \bfitr 
p,\bfitalpha (\BbbT d) у просторi

Bq,1(\BbbT d), 1 \leq q < \infty , є та обставина, що в результатi дослiджень, проведених, зокрема, у ро-
ботах [1 – 9], де вивчалися питання апроксимацiї класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних
мiшаної гладкостi (Соболєва W \bfitr 

p,\bfitalpha (\BbbT d), Нiкольського – Бєсова B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d)) та деяких їхнiх анало-

гiв у просторi Bq,1(\BbbT d), q \in \{ 1,\infty \} , вiдбулося суттєве просування в оцiнках апроксимацiйних
характеристик згаданих класiв функцiй у порiвняннi з вiдомими на той час вiдповiдними оцiн-
ками в Lq -просторi. Крiм цього також було виявлено, що у переважнiй бiльшостi ситуацiй у
багатовимiрному випадку, на вiдмiну вiд одновимiрного, вiдповiднi апроксимацiйнi характе-
ристики в просторах Bq,1(\BbbT d) i Lq(\BbbT d), q \in \{ 1,\infty \} , мають рiзнi порядки. Таким чином, з
огляду на викладене, природним є iнтерес до дослiдження апроксимацiйних характеристик
класiв W \bfitr 

p,\bfitalpha (\BbbT d) у просторi Bq,1(\BbbT d) при 1 \leq q, p < \infty .

У статтi отримано доповнення й узагальнення деяких результатiв, одержаних у роботах
[1 – 9]. При цьому було виявлено специфiку багатовимiрної апроксимацiї класiв W \bfitr 

p,\bfitalpha (\BbbT d) у
просторi Bq,1(\BbbT d), у порiвняннi з Lq(\BbbT d)-простором. Бiльш детально про це буде йти мова в
коментарях до одержаних результатiв.

2. Означення функцiональних класiв. Нехай \BbbR d, d \geq 1, — евклiдiв простiр з елементами

\bfitx = (x1, . . . , xd) i (\bfitx ,\bfity ) = x1y1 + . . .+ xdyd. Через Lp(\BbbT d), \BbbT d =
\prod d

j=1
[0, 2\pi ), 1 \leq p \leq \infty ,

позначимо простiр функцiй f, якi є 2\pi -перiодичними за кожною змiнною зi скiнченною
нормою:
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\| f\| p := \| f\| Lp(\BbbT d) =

\left(  (2\pi ) - d

\int 
\BbbT d

| f(\bfitx )| p d\bfitx 

\right)  1/p

, 1 \leq p < \infty ,

\| f\| \infty := \| f\| L\infty (\BbbT d) = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bfitx \in \BbbT d

| f(\bfitx )| .

Також будемо розглядати множину функцiй L0
p(\BbbT d), яка визначається таким чином:

L0
p(\BbbT d) :=

\left\{   f : f \in Lp(\BbbT d),

2\pi \int 
0

f(\bfitx )dxj = 0, j = 1, d, майже скрiзь

\right\}   .

Далi, з метою спрощення записiв, будемо використовувати позначення Lp замiсть Lp(\BbbT d) i L0
p

замiсть L0
p(\BbbT d).

Нехай F\bfitr (\bfitx ,\bfitalpha ) — багатовимiрнi аналоги ядер Бернуллi, тобто

F\bfitr (\bfitx ,\bfitalpha ) = 2d
\sum 
\bfitk 

d\prod 
j=1

k
 - rj
j \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\Bigl( 
kjxj  - 

\alpha j\pi 

2

\Bigr) 
, rj > 0, \alpha j \in \BbbR ,

i пiдсумовування проводиться за векторами \bfitk = (k1, . . . , kd), для яких kj > 0, j = 1, d. Тодi
через W \bfitr 

p,\bfitalpha (\BbbT d) позначимо клас функцiй f, якi можна подати у виглядi

f(\bfitx ) = \varphi (\bfitx ) \ast F\bfitr (\bfitx ,\bfitalpha ) = (2\pi ) - d

\int 
\BbbT d

\varphi (\bfity )F\bfitr (\bfitx  - \bfity ,\bfitalpha )d\bfity , (1)

\varphi \in Lp(\BbbT d), \| \varphi \| p \leq 1,

де \ast означає операцiю згортки.
Функцiю \varphi у зображеннi (1) називають (\bfitr ,\bfitalpha )-похiдною функцiї f i позначають f

(\bfitr )
\bfitalpha . Заува-

жимо, що у випадку \bfitalpha = \bfzero класи W \bfitr 
p,\bfzero (\BbbT d) будемо позначати W \bfitr 

p (\BbbT d) i вiдповiдно f
(\bfitr )
\bfzero := f (\bfitr ).

При доведеннi оцiнок зверху апроксимацiйних характеристик класiв W \bfitr 
p,\bfitalpha (\BbbT d) буде зручно

отримувати їх для бiльш широких класiв Нiкольського – Бєсова B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d) при певних значен-

нях параметра \theta . Нагадаємо означення цих класiв у термiнах так званого декомпозицiйного
нормування (див. [10], зауваження 2.1).

Нехай Vl(t), t \in \BbbR , l \in \BbbN , позначає ядро Валле Пуссена вигляду

Vl(t) = 1 + 2

l\sum 
k=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt+ 2

2l - 1\sum 
k=l+1

\biggl( 
1 - k  - l

l

\biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt,

де при l = 1 третiй доданок вважаємо рiвним нулевi. Кожному вектору \bfits = (s1, . . . , sd), sj \in \BbbN ,
j = 1, d, поставимо у вiдповiднiсть полiном

A\bfits (\bfitx ) =
d\prod 

j=1

\bigl( 
V2sj (xj) - V

2sj - 1(xj)
\bigr) 

i для f \in L0
p, 1 \leq p \leq \infty , покладемо

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2024, т. 76, № 7



НАЙКРАЩI НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ . . . 1009

A\bfits (f) := A\bfits (f,\bfitx ) = (f \ast A\bfits )(\bfitx ).

Тодi при 1 \leq p \leq \infty , \bfitr = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, d, класи B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d) можна означити таким

чином:
B\bfitr 

p,\theta (\BbbT d) :=
\Bigl\{ 
f \in L0

p : \| f\| B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d) \leq 1

\Bigr\} 
,

де

\| f\| B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d) \asymp 

\left(  \sum 
\bfits \in \BbbN d

2(\bfits ,\bfitr )\theta \| A\bfits (f)\| \theta p

\right)  1
\theta 

при 1 \leq \theta < \infty i
\| f\| B\bfitr 

p,\infty (\BbbT d) \equiv \| f\| H\bfitr 
p (\BbbT d) \asymp \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

s\in \BbbN d

2(\bfits ,\bfitr )\| A\bfits (f)\| p.

Тут i далi для додатних величин a i b використовуємо запис a \asymp b, який означає, що iснують
такi додатнi сталi C1 i C2 (якi не залежать вiд одного iстотного параметра у величинах a i
b), що C1a \leq b (пишемо a \ll b) i C2a \geq b (пишемо a \gg b). Всi сталi Ci, i = 1, 2, . . . , якi
зустрiчаються у статтi, можуть залежати лише вiд тих параметрiв, що входять в означення
класу, метрики, в якiй оцiнюється похибка наближення, та розмiрностi простору \BbbR d.

Зауважимо, що у випадку 1 < p < \infty можна записати означення норми з класiв B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d)

у дещо iншiй формi, а саме з використанням „блокiв” ряду Фур’є функцiї f. Для цього нам
знадобляться деякi позначення.

Для векторiв \bfits = (s1, . . . , sd), sj \in \BbbN , \bfitk = (k1, . . . , kd), kj \in \BbbZ , j = 1, d, покладемо

\rho (\bfits ) :=
\bigl\{ 
\bfitk = (k1, . . . , kd) : 2sj - 1 \leq | kj | < 2sj , j = 1, d

\bigr\} 
i для f \in L0

p позначимо

\delta \bfits (f) := \delta \bfits (f,\bfitx ) =
\sum 

\bfitk \in \rho (\bfits )

\widehat f(\bfitk )ei(\bfitk ,\bfitx ),
де \widehat f(\bfitk ) = \int 

\BbbT d

f(\bfitt )e - i(\bfitk ,\bfitt )d\bfitt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Нехай 1 < p < \infty , 1 \leq \theta \leq \infty , \bfitr = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, d. Тодi класи B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d)

можна означити таким чином [10]:

B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d) :=

\Bigl\{ 
f \in L0

p : \| f\| B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d) \leq 1

\Bigr\} 
,

де

\| f\| B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d) \asymp 

\left(  \sum 
\bfits \in \BbbN d

2(\bfits ,\bfitr )\theta \| \delta \bfits (f)\| \theta p

\right)  1
\theta 

(2)

при 1 \leq \theta < \infty i
\| f\| B\bfitr 

p,\infty (\BbbT d) \equiv \| f\| H\bfitr 
p (\BbbT d) \asymp \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bfits \in \BbbN d

2(\bfits ,\bfitr )\| \delta \bfits (f)\| p.

Нагадаємо, що для введених класiв справджуються такi вкладення:
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B\bfitr 
p,p(\BbbT d) \subset W \bfitr 

p,\bfitalpha (\BbbT d) \subset B\bfitr 
p,2(\BbbT d), 1 < p \leq 2,

B\bfitr 
p,2(\BbbT d) \subset W \bfitr 

p,\bfitalpha (\BbbT d) \subset B\bfitr 
p,p(\BbbT d), 2 \leq p < \infty , (3)

W \bfitr 
p,\bfitalpha (\BbbT d) \subset B\bfitr 

p,\infty (\BbbT d) \equiv H\bfitr 
p (\BbbT d), 1 \leq p \leq \infty .

Зокрема, при \theta = p = 2

W \bfitr 
2,\bfitalpha (\BbbT d) \subset B\bfitr 

2,2(\BbbT d) \subset W \bfitr 
2,\bfitalpha (\BbbT d).

Далi замiсть W \bfitr 
p,\bfitalpha (\BbbT d), H\bfitr 

p (\BbbT d) i B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d) для спрощення записiв також будемо писати

W \bfitr 
p,\bfitalpha , H\bfitr 

p i B\bfitr 
p,\theta ; це не повинно створювати непорозумiнь, оскiльки в роботi розглядаються

лише такi класи функцiй.
У подальших мiркуваннях будемо вважати, що координати векторiв \bfitr = (r1, . . . , rd), якi

входять в означення класiв, впорядкованi таким чином: 0 < r1 = r2 = . . . = r\nu < r\nu +1 \leq . . . \leq 
rd. Вектору \bfitr = (r1, . . . , rd) поставимо у вiдповiднiсть вектор \bfitgamma = (\gamma 1, . . . , \gamma d), \gamma j = rj/r1,

j = 1, d, а вектору \bfitgamma , в свою чергу, — вектор \bfitgamma \prime = (\gamma \prime 1, . . . , \gamma 
\prime 
d), де \gamma \prime j = \gamma j , якщо j = 1, \nu i

1 < \gamma \prime j < \gamma j , j = \nu + 1, d.

Тепер наведемо означення норми у пiдпросторi Bq,1(\BbbT d), 1 \leq q \leq \infty (далi пишемо Bq,1)
функцiй f \in Lq(\BbbT d).

Для тригонометричних полiномiв t за кратною тригонометричною системою \{ ei(\bfitk ,\bfitx )\} \bfitk \in \BbbZ d

норма \| t\| Bq,1 визначається згiдно з формулою

\| t\| Bq,1 :=
\sum 
\bfits \in \BbbN d

\| A\bfits (t)\| q.

Аналогiчно означується норма \| f\| Bq,1 для будь-якої функцiї f \in Lq такої, що ряд\sum 
\bfits \in \BbbN d

\| A\bfits (f)\| q збiгається.

Зауважимо, що у випадку 1 < q < \infty 

\| f\| Bq,1 \asymp 
\sum 
\bfits \in \BbbN d

\| \delta \bfits (f)\| q. (4)

Крiм того, для f \in Bq,1, 1 \leq q \leq \infty , виконуються спiввiдношення

\| f\| q \ll \| f\| Bq,1 i \| f\| B1,1 \ll \| f\| Bq,1 \ll \| f\| B\infty ,1 . (5)

З iсторiєю дослiдження рiзних апроксимацiйних характеристик класiв W \bfitr 
p,\bfitalpha (\BbbT d), H\bfitr 

p (\BbbT d)

i B\bfitr 
p,\theta (\BbbT d), 1 \leq \theta < \infty , у просторах Lq(\BbbT d), 1 \leq q \leq \infty , можна ознайомитися у монографiях

[11 – 16] i, зокрема, у просторах Bq,1(\BbbT d), q \in \{ 1,\infty \} — у роботах [1 – 9, 17 – 19].
3. Апроксимацiйнi характеристики i допомiжнi твердження. Для n \in \BbbN , \bfits \in \BbbN d i

\bfitgamma = (\gamma 1, . . . , \gamma d), \gamma j > 0, j = 1, d, позначимо множину

Q\bfitgamma 
n :=

\bigcup 
(\bfits ,\bfitgamma )<n

\rho (\bfits ),

яку називають схiдчастим гiперболiчним хрестом. У випадку, коли розглядається вектор \bfitgamma \prime =

(\gamma \prime 1, . . . , \gamma 
\prime 
d), вiдповiдну множину будемо позначати Q\bfitgamma \prime 

n i, зокрема, при \bfitgamma = (1, . . . , 1) \in 
\BbbN d — Q\bfone 

n.
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Поставимо у вiдповiднiсть множинi Q\bfitgamma 
n сукупнiсть тригонометричних полiномiв вигляду

T (Q\bfitgamma 
n) :=

\left\{   t : t(\bfitx ) =
\sum 
\bfitk \in Q\bfitgamma 

n

c\bfitk e
i(\bfitk ,\bfitx ), c\bfitk \in \BbbC , \bfitx \in \BbbR d

\right\}   
i для f \in L0

1 покладемо

SQ\bfitgamma 
n
(f) := SQ\bfitgamma 

n
(f,\bfitx ) =

\sum 
\bfitk \in Q\bfitgamma 

n

\widehat f(\bfitk )ei(\bfitk ,\bfitx ).
Полiноми SQ\bfitgamma 

n
(f) називають схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є функцiй f. Згiдно з

прийнятими позначеннями, їх також можна записати у виглядi

SQ\bfitgamma 
n
(f) =

\sum 
(\bfits ,\bfitgamma )<n

\delta \bfits (f).

Для означених множин тригонометричних полiномiв будемо розглядати наступнi апрокси-
мацiйнi характеристики.

Нехай X — деякий функцiональний простiр iз нормою \| \cdot \| X . Тодi для f \in X позначимо
через

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
X

:= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
t\in T (Q\bfitgamma 

n)
\| f  - t\| X

величину найкращого наближення функцiї f за допомогою полiномiв з множин T (Q\bfitgamma 
n).

Вiдповiдно для функцiонального класу F \subset X покладемо

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
F
\bigr) 
X

:= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in F

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
X
. (6)

Паралельно з величинами (6) ми дослiджуємо також наближення функцiй iз класiв F їхнiми
схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є, тобто величини

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
F
\bigr) 
X

:= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in F

\| f  - SQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
\| X . (7)

Бiльш конкретно, ми встановлюємо точнi за порядком оцiнки величин (6) i (7) (iнколи при
\bfitgamma = \bfitgamma \prime = (\gamma \prime 1, . . . , \gamma 

\prime 
d)) для класiв F = W \bfitr 

p,\bfitalpha i просторiв X = Bq,1, 1 \leq p, q < \infty .

У коментарях до одержаних результатiв будемо звертатися до одновимiрного випадку, тому
наведемо вiдповiднi модифiкацiї означень величин (6) i (7).

Для F \subset X позначимо

E2n
\bigl( 
F
\bigr) 
X

:= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in F

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
t\in T (2n)

\| f  - t\| X ,

де

T (2n) :=

\Biggl\{ 
t : t(x) =

2n\sum 
k= - 2n

cke
ikx, ck \in \BbbC , x \in \BbbR 

\Biggr\} 
.

Вiдповiдно до означення величини (7) покладемо

E2n
\bigl( 
F
\bigr) 
X

:= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in F

\| f  - S2n(f)\| X ,
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де

S2n(f) := S2n(f, x) :=

2n\sum 
k= - 2n

\widehat f(k)eikx, x \in \BbbR .

Перед тим як безпосередньо перейти до викладу одержаних результатiв, вiдмiтимо важливе
спiввiдношення мiж означеними величинами у випадку f \in Bq,1, 1 < q < \infty .

Нехай \BbbS Q\bfitgamma 
n

позначає оператор Фур’є, який ставить у вiдповiднiсть функцiї f \in Bq,1, 1 < q <

\infty , її схiдчасто-гiперболiчну суму Фур’є SQ\bfitgamma 
n
(f), тобто \BbbS Q\bfitgamma 

n
f = SQ\bfitgamma 

n
(f). Легко переконатися,

що норма оператора \BbbS Q\gamma 
n

з Bq,1 в Bq,1, 1 < q < \infty (позначення \| \BbbS Q\bfitgamma 
n
\| Bq,1\rightarrow Bq,1 ), є обмеженою.

Згiдно з означенням маємо

\| \BbbS Q\bfitgamma 
n
\| Bq,1\rightarrow Bq,1 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\| f\| Bq,1
\leq 1

\| SQ\bfitgamma 
n
(f)\| Bq,1 \asymp \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\| f\| Bq,1
\leq 1

\sum 
\bfits \in \BbbN d

\| \delta \bfits (SQ\bfitgamma 
n
(f))\| q

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| f\| Bq,1

\leq 1

\sum 
(\bfits ,\bfitgamma )<n

\| \delta \bfits (f)\| q \leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| f\| Bq,1

\leq 1

\sum 
\bfits \in \BbbN d

\| \delta \bfits (f)\| q \leq C3(q). (8)

Далi, нехай t\ast \in T (Q\bfitgamma 
n) — полiном найкращого наближення функцiї f \in Bq,1. Тодi, з одного

боку, беручи до уваги, що SQ\bfitgamma 
n
(t\ast ) = t\ast , i використовуючи (8), записуємо

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

= \| f  - SQ\bfitgamma 
n
(f)\| Bq,1 = \| f  - t\ast + t\ast  - SQ\bfitgamma 

n
(f)\| Bq,1

\leq \| f  - t\ast \| Bq,1 + \| SQ\bfitgamma 
n
(f) - t\ast \| Bq,1 = \| f  - t\ast \| Bq,1 + \| SQ\bfitgamma 

n
(f  - t\ast )\| Bq,1

\leq EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

+ \| \BbbS Q\bfitgamma 
n
\| Bq,1\rightarrow Bq,1\| f  - t\ast \| Bq,1

\leq EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

+ C3(q)EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

= C4(q)EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

. (9)

З iншого боку, безпосередньо з означень величин (6) i (7) для f \in Bq,1 маємо

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

\leq EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

. (10)

Зiставляючи (9) i (10), отримуємо

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

\asymp EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

, 1 < q < \infty . (11)

Зрозумiло, що спiввiдношення (11) справедливе i по вiдношенню до величин E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

,

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

i, зокрема, до EQ\bfone 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

, EQ\bfone 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

, а також E2n
\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

, E2n
\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

.

Нагадаємо означення ще однiєї апроксимацiйної характеристики, яку не дослiджуємо у цiй
статтi, але її вiдомi оцiнки будемо використовувати при встановленнi оцiнок знизу величин
EQ\bfitgamma 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

i EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

.

Нехай Y — нормований простiр iз нормою \| \cdot \| Y , \frakL M (Y ) — сукупнiсть пiдпросторiв у
просторi Y розмiрностi, що не перевищує M, i W — центрально-симетрична множина в Y .

Величина
dM

\bigl( 
W,Y

\bigr) 
:= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

LM\in \frakL M (Y )
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
w\in W

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
u\in LM

\| w  - u\| Y

називається M -вимiрним колмогоровським поперечником множини W у просторi Y (колмо-
горовським поперечником). Поперечник dM

\bigl( 
W,X

\bigr) 
увiв у 1936 роцi А. М. Колмогоров [20],

вiн характеризує апроксимацiйнi можливостi M -вимiрних пiдпросторiв.
Наведемо деякi допомiжнi твердження.
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Лема А [11] (Вступ). Справджується спiввiдношення\sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq l

2 - \beta (\bfits ,\bfitgamma ) \asymp 2 - \beta ll\nu  - 1, \beta > 0.

Теорема А [21]. Нехай d \geq 1, 1 < p < \infty , r1 > 0. Тодi при \bfitalpha \in \BbbR d справедливою є оцiнка

dM
\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha , B1,1

\bigr) 
\asymp M - r1(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\nu  - 1M)r1+

1
2 .

Теорема Б [22]. Нехай \bfitn = (n1, . . . , nd), nj \in \BbbN , j = 1, d, i

t(\bfitx ) =
\sum 

| kj | \leq nj

c\bfitk e
i(\bfitk ,\bfitx ).

Тодi при 1 \leq q < p < \infty виконується нерiвнiсть

\| t\| p \leq 2d
d\prod 

j=1

n
1
q
 - 1

p

j \| t\| q. (12)

Нерiвнiсть (12) встановлена С. М. Нiкольським i вiдома як „нерiвнiсть рiзних метрик”.
Лема Б [11] (гл. 1, § 3). Нехай 1 \leq p < q < \infty i f \in L0

p. Тодi

\| f\| qq \ll 
\sum 
\bfits \in \BbbN d

\| \delta \bfits (f)\| qp2
\| \bfits \| 1

\Bigl( 
1
p
 - 1

q

\Bigr) 
q
,

де \| \bfits \| 1 = s1 + . . .+ sd.

Наступне твердження вiдоме в математичнiй лiтературi як нерiвнiсть Бернштейна для три-
гонометричних полiномiв з множини T (Q\bfone 

n).

Теорема В [11] (гл. 1, § 3). Нехай 1 < p < \infty . Тодi при r1 \geq 0 справджується спiввiдно-
шення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in T (Q\bfone 

n)

\| t(r)\| p/\| t\| p \asymp 2nr1 .

4. Наближення класiв \bfitW \bfitr 
\bfitp ,\bfitalpha схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є i їхнi найкращi

наближення у просторi \bfitB \bfitq ,\bfone . Справедливою є така теорема.
Теорема 1. Нехай d \geq 2, 1 < p < \infty , r1 > 0, \bfitalpha \in \BbbR d. Тодi виконуються спiввiдношення

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\asymp E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\asymp 2 - nr1n(\nu  - 1)\xi , (13)

де \xi = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
1

2
,
1

p\prime 

\biggr\} 
,
1

p
+

1

p\prime 
= 1.

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху величини E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

, з якої, згiдно з

(10), буде випливати оцiнка зверху i для найкращого наближення E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

. Для цього
розглянемо два випадки.

1. Нехай p \in (1, 2]. У цьому випадку буде зручно одержати шукану оцiнку в бiльш загальнiй
ситуацiї, а саме для класiв B\bfitr 

p,2.

Отже, для довiльної функцiї f \in B\bfitr 
p,2, згiдно з означенням норми у просторi Bp,1 (4),

можемо записати
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E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bp,1

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f  - 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )<n

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Bp,1

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Bp,1

\asymp 
\sum 
\bfits \in \BbbN d

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \delta \bfits 
\left(     \sum 

\bfits \prime \in \BbbN d

(\bfits \prime ,\bfitgamma \prime )\geq n

\delta \bfits \prime (f)

\right)     
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

\| \delta \bfits (f)\| p = J1. (14)

Далi, використовуючи нерiвнiсть Кошi – Буняковського (Гельдера з показником 2), лему А i
означення норми (2), отримуємо

J1 =
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

2(\bfits ,\bfitr )\| \delta \bfits (f)\| p2 - (\bfits ,\bfitr ) \leq 

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

22(\bfits ,\bfitr )\| \delta \bfits (f)\| 2p

\right)  1
2

\times 

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

2 - 2r1(\bfits ,\bfitgamma )

\right)  1
2

\ll \| f\| B\bfitr 
p,2

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

2 - 2r1(\bfits ,\bfitgamma )

\right)  1
2

\ll 2 - nr1n
\nu  - 1
2 . (15)

Тепер враховуючи перше зi спiввiдношень (2), з якого при p \in (1, 2] маємо W \bfitr 
p,\bfitalpha \subset B\bfitr 

p,2, iз
спiввiдношень (14), (15) знаходимо

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\leq E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\ll E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
B\bfitr 

p,2

\bigr) 
Bp,1

\ll 2 - nr1n
\nu  - 1
2 . (16)

2. Нехай p \in (2;\infty ). Як i у попередньому випадку, тут також буде зручно одержати шу-
кану оцiнку в бiльш загальнiй ситуацiї, а саме для класiв B\bfitr 

p,p. Отже, для f \in B\bfitr 
p,p, згiдно

з означенням норми у просторi Bp,1, нерiвнiстю Гельдера, означенням норми (2) i лемою А,
одержуємо

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bp,1

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f  - 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )<n

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Bp,1

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Bp,1

\asymp 
\sum 
\bfits \in \BbbN d

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \delta \bfits 
\left(     \sum 

\bfits \prime \in \BbbN d

(\bfits \prime ,\bfitgamma \prime )\geq n

\delta \bfits \prime (f)

\right)     
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

\| \delta \bfits (f)\| p

\leq 

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

2(\bfits ,\bfitr )p\| \delta \bfits (f)\| pp

\right)  1
p
\left(  \sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

2 - (\bfits ,\bfitr )p\prime 

\right)  1
p\prime 

\ll \| f\| B\bfitr 
p,p

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n

2 - pr1(\bfits ,\bfitgamma )

\right)  1
p\prime 

\ll 2 - nr1n
(\nu  - 1) 1

p\prime . (17)

Отже, враховуючи, що W \bfitr 
p,\bfitalpha \subset B\bfitr 

p,p, p \in (2,\infty ), iз (17) маємо
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E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\leq E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\ll E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
B\bfitr 

p,p

\bigr) 
Bp,1

\ll 2 - nr1n
(\nu  - 1) 1

p\prime . (18)

Таким чином, поєднуючи (16) i (18), отримуємо шукану оцiнку зверху.
При встановленнi в (13) вiдповiдних оцiнок знизу також будемо розглядати два випадки.
1. Нехай p \in (1, 2]. Тодi оцiнки знизу для обох апроксимацiйних характеристик є наслiдками

вiдомої оцiнки колмогоровського поперечника dM
\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha , B1,1

\bigr) 
(теорема А).

Так, вибираючи число n \in \BbbN iз спiввiдношення M \asymp 2nn\nu  - 1, одержуємо

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\geq E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\geq E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
B1,1

\gg dM
\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha , B1,1

\bigr) 
\asymp M - r1

\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\nu  - 1M

\bigr) r1+ 1
2 \asymp 2 - nr1n

\nu  - 1
2 .

2. Нехай p \in (2,\infty ). Зауважимо, що необхiднi оцiнки знизу достатньо встановити при
\bfitalpha = \bfzero i \nu = d. Розглянемо функцiю g1 \in W \bfitr 

p , \bfitr = (r1, . . . , r1) \in \BbbR d, наближення якої у
просторi Bp,1 схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є SQ\bfone 

n
(g1) буде реалiзовувати одержанi

вище порядковi оцiнки зверху.
Нехай

g1(\bfitx ) = C52
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p dn(\bfitx ), C5 > 0,

де
dn(\bfitx ) =

\sum 
(\bfits ,\bfone )=n

\sum 
\bfitk \in \rho (\bfits )

ei(\bfitk ,\bfitx ).

Покажемо, що при вiдповiдному виборi сталої C5 > 0 функцiя g1 належить класу W \bfitr 
p .

Для цього скористаємося спочатку лемою Б, згiдно з якою при p \in (2,\infty ) можемо записати

\| g1\| p \ll 

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfone )=n

\| \delta \bfits (g1)\| p22
\| \bfits \| 1

\Bigl( 
1
2
 - 1

p

\Bigr) 
p

\right)  1
p

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfone )=n

\| \delta \bfits (dn)\| p22
\| \bfits \| 1

\Bigl( 
1
2
 - 1

p

\Bigr) 
p

\right)  1
p

= J2,

де \| \bfits \| = s1 + . . .+ sd. Далi використовуючи спiввiдношення (див., наприклад, [12], гл. 1, § 1)\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
m\sum 

k= - m

eikx

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q

\asymp m
1 - 1

q , q \in (1,\infty ),

маємо \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
\bfitk \in \rho (\bfits )

ei(\bfitk ,\bfitx )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q

\asymp 2
\| \bfits \| 1

\Bigl( 
1 - 1

q

\Bigr) 
, q \in (1,\infty ). (19)

Використавши (19) при q = 2, продовжимо оцiнку величини J2 :

J2 \asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfone )=n

2
\| \bfits \| 1

\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
p

\right)  1
p
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\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p 2
n
\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
n

d - 1
p = 2 - nr1 . (20)

На завершення на пiдставi теореми В iз (20) отримуємо

\| g(\bfitr )1 \| p \ll 2nr1\| g1\| p \ll 2nr12 - nr1 = 1. (21)

Останнє спiввiдношення показує, що g1 \in W \bfitr 
p , p \in (2,\infty ).

Зазначимо, що спiввiдношення, аналогiчне (21), справедливе i у випадку p = 2.

Для продовження мiркувань зауважимо, що SQ\bfone 
n
(g1) = 0, i тому маємо

EQ\bfone 
n

\bigl( 
g1
\bigr) 
Bp,1

\asymp EQ\bfone 
n

\bigl( 
g1
\bigr) 
Bp,1

= \| g1\| Bp,1 \asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p

\sum 
(\bfits ,\bfone )=n

\| \delta \bfits (dn)\| p

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p

\sum 
(\bfits ,\bfone )=n

2
(\bfits ,\bfone )

\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p 2
n
\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
nd - 1 = 2 - nr1n

(d - 1)
\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
= 2 - nr1n

(d - 1) 1
p\prime .

Оцiнки знизу встановлено.
Теорему 1 доведено.
Зауваження 1. За допомогою аналогiчних мiркувань легко переконатися, що при виконаннi

умов теореми 1 виконуються спiввiдношення

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\asymp EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\asymp 2 - nr1n(d - 1)\xi . (22)

В доповнення до теореми 1 наведемо твердження щодо одновимiрного випадку.
Теорема 1\prime . Нехай d = 1, 1 < p < \infty , r > 0, \alpha \in \BbbR . Тодi справедливi оцiнки

E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bp,1

\asymp E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bp,1

\asymp 2 - nr. (23)

Доведення. Оцiнки зверху в (23) випливають з наслiдку 1 [18] при d = 1 згiдно з вкладенням
W r

p,\alpha \subset Hr
p i спiввiдношеннями

E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bp,1

\leq E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bp,1

\ll E2n
\bigl( 
Hr

p

\bigr) 
Bp,1

\asymp 2 - nr.

Оцiнки знизу в (23) є наслiдком оцiнок вiдповiдних величин у просторi Lp (див., наприклад,
[12], гл. 1, § 3) i порядкової нерiвностi (5) (\| \cdot \| Bp,1 \gg \| \cdot \| p).

Теорему 1\prime доведено.
Як наслiдок отриманого результату, можемо зробити висновок, що в одновимiрному випадку

вiдповiднi апроксимацiйнi характеристики класiв W r
p,\alpha у просторах Bp,1 i Lp збiгаються за

порядком.
У випадку d \geq 2 ситуацiя є iншою. Наведемо твердження, яке вiдповiдає теоремi 1 у

просторi Lp.

Теорема Г. Нехай d \geq 2, 1 < p < \infty , r1 > 0. Тодi при \bfitalpha \in \BbbR d справедливi оцiнки

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
p
\asymp EQ\bfitgamma 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
p
\asymp 2 - nr1 . (24)
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Нагадаємо, що у випадку, коли \bfitr — вектор з цiлочисловими координатами, оцiнки встанов-
лено в [23], а для довiльного вектора \bfitr — у [24].

У зв’язку з оцiнкою (24) вiдмiтимо також справедливiсть спiввiдношень

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
p
\asymp E

Q\bfitgamma \prime 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha )p \asymp 2 - nr1 . (25)

Таким чином, зiставляючи (13) i (22) з (25) i (24), переконуємося, що при d \geq 2 порядки
вiдповiдних апроксимацiйних характеристик класiв W \bfitr 

p,\bfitalpha є однаковими лише при \nu = 1. Крiм
того, у просторi Bp,1 iснує залежнiсть оцiнок цих характеристик як вiд показникiв розмiрностi \nu 
або d, так i вiд значення параметра p. Навiть бiльше, при \nu \not = d порядки наближень полiномами
з множин T (Q\bfitgamma 

n) i T (Q\bfitgamma \prime 
n ) у просторi Bp,1 є рiзними на вiдмiну вiд наближень в Lp-просторi.

У наступному твердженнi доповнимо оцiнки (13), розглянувши випадок p = 1, але лише
для найкращих наближень E

Q\bfitgamma \prime 
n

\bigl( 
W \bfitr 

1,\bfitalpha 

\bigr) 
B1,1

.

Теорема 2. Нехай d \geq 2, r1 > 0 i \bfitalpha \in \BbbR d. Тодi справедливою є оцiнка

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

1,\bfitalpha 

\bigr) 
B1,1

\asymp 2 - nr1n\nu  - 1. (26)

Доведення. Встановимо в (26) оцiнку зверху для класiв H\bfitr 
1 , з якої, згiдно iз вкладенням

W \bfitr 
1,\bfitalpha \subset H\bfitr 

1 , буде випливати шукана оцiнка i для класiв W \bfitr 
1,\bfitalpha .

Нехай f \in H\bfitr 
1 . В якостi агрегату наближення функцiї f розглянемо полiном вигляду

tn := tn(\bfitx ) =
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )<n - \bfitgamma \prime (d)

A\bfits (f,\bfitx ),

де \bfitgamma \prime (d) = \gamma \prime 1 + . . .+ \gamma \prime d, n > 3\bfitgamma \prime (d). Легко бачити, що tn \in T (Q\bfitgamma \prime 
n ).

Тодi на пiдставi означення норми у просторi B1,1 можемо записати

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
f
\bigr) 
B1,1

\leq \| f  - tn\| B1,1 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n - \bfitgamma \prime (d)

A\bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
B1,1

=
\sum 
\bfits \in \BbbN d

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| A\bfits \ast 
\sum 
\bfits \prime \in \BbbN d

(\bfits \prime ,\bfitgamma \prime )\geq n - \bfitgamma \prime (d)

A\bfits \prime (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

\leq 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n - 2\bfitgamma \prime (d)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| A\bfits \ast 
\sum 

\| \bfits  - \bfits \prime \| \infty \leq 1

A\bfits \prime (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

\leq 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n - 2\bfitgamma \prime (d)

\| A\bfits \| 1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
\| \bfits  - \bfits \prime \| \infty \leq 1

A\bfits \prime (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

= J3. (27)

Для продовження оцiнки величини J3 скористаємося тим, що згiдно зi спiввiдношенням
\| V2s\| 1 \leq C6, C6 > 0 (див., наприклад, [12], гл. 1, § 1),

\| As\| 1 = \| V2s  - V2s - 1\| 1 \leq \| V2s\| 1 + \| V2s - 1\| 1 \leq C7, C7 > 0. (28)

Крiм того, зауважимо, що для f \in H\bfitr 
1 виконується оцiнка

\| A\bfits (f)\| 1 \ll 2 - (\bfits ,\bfitr ), \bfits \in \BbbN d. (29)
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Таким чином, iз врахуванням (28), (29) i леми А, для оцiнки величини J3 записуємо

J3 \ll 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n - 2\bfitgamma \prime (d)

\sum 
\| \bfits  - \bfits \prime \| \infty \leq 1

\| A\bfits \prime (f)\| 1

\ll 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n - 3\bfitgamma \prime (d)

\| A\bfits (f)\| 1 \ll 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n - 3\bfitgamma \prime (d)

2 - (\bfits ,\bfitr )

=
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma \prime )\geq n - 3\bfitgamma \prime (d)

2 - (\bfits ,\bfitgamma )r1 \asymp 2 - nr1n\nu  - 1. (30)

Отже, поєднуючи (27), (30) i враховуючи, що W \bfitr 
1,\bfitalpha \subset H\bfitr 

1 , отримуємо

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

1,\bfitalpha 

\bigr) 
B1,1

\ll E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
H\bfitr 

1

\bigr) 
B1,1

\ll 2 - nr1n\nu  - 1.

Оцiнку зверху встановлено.
Вiдповiдна оцiнка знизу в (26) є наслiдком спiввiдношення

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

1,\bfitalpha 

\bigr) 
1
\asymp 2 - nr1n\nu  - 1

(див. [11], теорема 4.3) i нерiвностi \| \cdot \| B1,1 \gg \| \cdot \| 1.
Теорему 2 доведено.
Зауваження 2. За допомогою аналогiчних мiркувань можна переконатися, що при вико-

наннi умов теореми 2 справедливою є оцiнка

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

1,\bfitalpha )B1,1 \asymp 2 - nr1nd - 1.

Наведемо вiдповiдне теоремi 2 твердження в одновимiрному випадку.
Теорема 2\prime . Нехай d = 1, r > 0 i \alpha \in \BbbR . Тодi

E2n
\bigl( 
W r

1,\alpha 

\bigr) 
B1,1

\asymp 2 - nr. (31)

Доведення. Оцiнка зверху випливає з теореми 2 роботи [18] згiдно з вкладенням W r
1,\alpha \subset Hr

1

i спiввiдношеннями
E2n

\bigl( 
W r

1,\alpha 

\bigr) 
B1,1

\ll E2n
\bigl( 
Hr

1

\bigr) 
B1,1

\asymp 2 - nr.

Оцiнка знизу в (31) є наслiдком оцiнки величини E2n
\bigl( 
W r

1,\alpha 

\bigr) 
1

(див., наприклад, [12], гл. 1,
§ 3) i нерiвностi \| \cdot \| B1,1 \gg \| \cdot \| 1.

Теорему 2\prime доведено.
Проаналiзувавши теореми 2, 2\prime та їхнi доведення, можна зробити висновок, що для всiх роз-

мiрностей d \geq 1 оцiнки найкращих наближень класiв W \bfitr 
1,\bfitalpha у просторах B1,1 i L1 є однаковими

за порядком.
Далi встановимо оцiнки величин (6) i (7) у випадках, коли вiдповiднi параметри p i q є

рiзними у дослiджуваних класах та просторах, в метрицi яких оцiнюється похибка наближення.

Теорема 3. Нехай d \geq 2, 2 \leq p < q < \infty , r1 >
1

p
 - 1

q
. Тодi при \bfitalpha \in \BbbR d виконуються

спiввiдношення

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\asymp EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1 - 1

p
+ 1

q

\Bigr) 
n
(\nu  - 1)

\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
. (32)
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Доведення. Оцiнку зверху величини EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

, як i при доведеннi теореми 1, встанови-
мо в бiльш загальнiй ситуацiї, а саме для класiв B\bfitr 

p,p, оскiльки, як зазначено вище, W \bfitr 
p,\bfitalpha \subset B\bfitr 

p,p,

2 \leq p < \infty .

Отже, нехай f — довiльна функцiя iз класу B\bfitr 
p,p. Згiдно з означенням норми у просторi Bq,1

i нерiвнiстю (12), можемо записати

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
f
\bigr) 
Bq,1

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f  - 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma )<n

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Bq,1

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
(\bfits ,\bfitgamma )\geq n

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Bq,1

\asymp 
\sum 
\bfits \in \BbbN d

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \delta \bfits 
\left(     \sum 

\bfits \prime \in \BbbN d

(\bfits \prime ,\bfitgamma )\geq n

\delta \bfits \prime (f)

\right)     
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q

\leq 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma )\geq n

\| \delta \bfits (f)\| q

\ll 
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma )\geq n

2
\| \bfits \| 1

\Bigl( 
1
p
 - 1

q

\Bigr) 
\| \delta \bfits (f)\| p = J4. (33)

Далi, використовуючи нерiвнiсть Гельдера з показником p та означення норми (2), продовжуємо
оцiнку (33):

J4 =
\sum 

(\bfits ,\bfitgamma )\geq n

2
 - 
\Bigl( 
(\bfits ,\bfitr ) - \| s\| 1

\Bigl( 
1
p
 - 1

q

\Bigr) \Bigr) 
2(\bfits ,\bfitr )\| \delta \bfits (f)\| p

\leq 

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfitgamma )\geq n

2(\bfits ,\bfitr )p\| \delta \bfits (f)\| pp

\right)  1
p
\left(  \sum 

(\bfits ,\bfitgamma )\geq n

2
 - 
\Bigl( 
(\bfits ,\bfitr ) - \| s\| 1

\Bigl( 
1
p
 - 1

q

\Bigr) \Bigr) 
p\prime 

\right)  1
p\prime 

\ll \| f\| B\bfitr 
p,p

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfitgamma )\geq n

2
 - 
\Bigl( 
\bfits ,\bfitr  - 1

p
+ 1

q

\Bigr) 
p\prime 

\right)  1
p\prime 

\leq 

\left(  \sum 
(\bfits ,\bfitgamma )\geq n

2
 - (\bfits ,\widetilde \bfitgamma )\Bigl( r1 - 1

p
+ 1

q

\Bigr) 
p\prime 

\right)  1
p\prime 

, (34)

де
1

p
+

1

p\prime 
= 1, \bfitr  - 1

p
+

1

q
— вектор з координатами rj  - 1

p
+

1

q
, j = 1, d, i вiдповiдно

\widetilde \bfitgamma = (\widetilde \gamma 1, . . . , \widetilde \gamma d), \widetilde \gamma j = rj  - 
1

p
+

1

q

r1  - 
1

p
+

1

q

, j = 1, d. Легко бачити, що \widetilde \gamma j = \gamma j , j = 1, \nu i 1 < \gamma j < \widetilde \gamma j ,
j = \nu + 1, d. Враховуючи це i використовуючи лему А по вiдношенню до останньої суми в
(34), отримуємо

J4 \ll 2
 - n

\Bigl( 
r1 - 1

p
+ 1

q

\Bigr) 
n
(\nu  - 1)

\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
. (35)

Насамкiнець зiставляючи (33) – (35), одержуємо спiввiдношення

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\leq EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\ll EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
B\bfitr 

p,p

\bigr) 
Bq,1

\ll 2
 - n

\Bigl( 
r1 - 1

p
+ 1

q

\Bigr) 
n
(\nu  - 1)

\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
.
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Переходячи в (32) до встановлення оцiнок знизу, зауважимо, що їх, як i в теоремi 1, достат-
ньо отримати у випадку \bfitalpha = \bfzero i \nu = d. Для цього також будемо розглядати функцiю g1, яка,
як показано при доведеннi теореми 1, належить класу W \bfitr 

p , \bfitr = (r1, . . . , r1) \in \BbbR d.

Враховуючи, що SQ\bfone 
n
(g1) = 0, маємо

EQ\bfone 
n

\bigl( 
g1
\bigr) 
Bq,1

\asymp EQ\bfone 
n

\bigl( 
g1
\bigr) 
Bq,1

= \| g1\| Bq,1 \asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p

\sum 
(\bfits ,\bfone )=n

\| \delta \bfits (dn)\| q

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p

\sum 
(\bfits ,\bfone )=n

2
(\bfits ,\bfone )

\Bigl( 
1 - 1

q

\Bigr) 

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+1 - 1

p

\Bigr) 
n
 - d - 1

p 2
n
\Bigl( 
1 - 1

q

\Bigr) 
nd - 1 = 2

 - n
\Bigl( 
r1 - 1

p
+ 1

q

\Bigr) 
n
(d - 1)

\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
.

Оцiнки знизу встановлено.
Теорему 3 доведено.
Наведемо вiдповiдне до теореми 3 твердження у просторi Lq.

Теорема Д [25]. Нехай d \geq 2, 1 < p < q < \infty , r1 >
1

p
 - 1

q
. Тодi при \bfitalpha \in \BbbR d виконуються

спiввiдношення

EQ\bfitgamma 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
q
\asymp EQ\bfitgamma 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
q
\asymp 2

 - n
\Bigl( 
r1 - 1

p
+ 1

q

\Bigr) 
. (36)

Отже, зiставляючи оцiнки (32) i (36) при 2 \leq p < q < \infty , бачимо, що вiдповiднi апрокси-
мацiйнi характеристики класiв W \bfitr 

p,\bfitalpha у просторi Lp, за винятком випадку \nu = 1, вiдрiзняються
за порядком. Крiм того, у просторi Bq,1 прослiдковується залежнiсть одержаних оцiнок вiд
показника розмiрностi \nu . Iнша ситуацiя спостерiгається в одновимiрному випадку.

Справедливим є таке твердження.

Теорема 3\prime . Нехай d = 1, 1 < p < q < \infty , r >
1

p
 - 1

q
, \alpha \in \BbbR . Тодi виконуються

спiввiдношення

E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bq,1

\asymp E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha )Bq,1 \asymp 2
 - n

\Bigl( 
r - 1

p
+ 1

q

\Bigr) 
. (37)

Доведення. Оцiнки зверху в (37) випливають iз оцiнок вiдповiдних характеристик класiв
Hr

p (див. наслiдок 1 у [18]) i вкладення W r
p,\alpha \subset Hr

p .

Оцiнка знизу для найкращого наближення E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bq,1

є наслiдком оцiнки цiєї величини

у просторi Lq (див. [12], гл. 1, § 3) i спiввiдношення \| \cdot \| Bq,1 \gg \| \cdot \| q.
Теорему 3\prime доведено.
Зауважимо, що з наведених мiркувань легко бачити, що розглянутi характеристики класiв

W r
p,\alpha у просторах Bq,1 i Lq однаковi за порядком.

На завершення розглянемо ще одне спiввiдношення мiж параметрами p i q.
Теорема 4. Нехай d \geq 2, 1 \leq q \leq 2, q < p < \infty , r1 > 0. Тодi при \bfitalpha \in \BbbR d виконуються

спiввiдношення

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\asymp E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\asymp 2 - nr1n
\nu  - 1
2 . (38)
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Доведення. При встановленнi оцiнок зверху в (38) розглянемо два випадки.
1. Нехай 1 \leq q < p \leq 2. Тодi оцiнки зверху величини E

Q\bfitgamma \prime 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

є наслiдком теореми 1,

оскiльки

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\leq E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bp,1

\asymp 2 - nr1n
\nu  - 1
2 .

2. Нехай 1 \leq q \leq 2 < p < \infty . Тодi враховуючи, що W \bfitr 
p,\bfitalpha \subset W \bfitr 

2,\bfitalpha , на пiдставi теореми 1
маємо

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\leq E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

2,\bfitalpha 

\bigr) 
B2,1

\asymp 2 - nr1n
\nu  - 1
2 .

Оцiнки зверху встановлено.
Оцiнки знизу в (38) отримуються як наслiдок оцiнки колмогоровського поперечника

dM
\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha , B1,1

\bigr) 
(теорема А), тобто при M \asymp 2nn\nu  - 1

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\geq E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
Bq,1

\gg dM
\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha , Bq,1

\bigr) 
\geq dM

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha , B1,1

\bigr) 
\asymp M - r1(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\nu  - 1M)r1+

1
2 \asymp 2 - nr1n

\nu  - 1
2 .

Теорему 4 доведено.
Наведемо твердження, вiдповiдне до теореми 4 у просторi Lq.

Теорема Е [12] (гл. 3, § 3). Нехай d \geq 2, 1 < q < p < \infty , r1 > 0. Тодi при \bfitalpha \in \BbbR d

виконуються спiввiдношення

E
Q\bfitgamma \prime 

n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
q
\asymp E

Q\bfitgamma \prime 
n

\bigl( 
W \bfitr 

p,\bfitalpha 

\bigr) 
q
\asymp 2 - nr1 . (39)

Таким чином, порiвнюючи спiввiдношення (38) i (39), бачимо, що порядковi оцiнки вiдпо-
вiдних величин при \nu \not = 1 є рiзними.

У доповнення до теореми 4 наведемо результат щодо одновимiрного випадку.
Теорема 4\prime . Нехай d = 1, 1 < q < p < \infty , r1 > 0. Тодi при \alpha \in \BbbR 

E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bq,1

\asymp E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bq,1

\asymp 2 - nr1 .

Доведення. Оцiнка зверху величини E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bq,1

випливає iз спiввiдношення

E2n(H
r1
p )Bq,1 \asymp 2 - nr1

(див. наслiдок 1 [18]) згiдно iз вкладенням W r
p,\alpha \subset Hr

p .

Оцiнка знизу величини E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
Bq,1

є наслiдком спiввiдношення

E2n
\bigl( 
W r

p,\alpha 

\bigr) 
q
\asymp 2 - nr

(див. [12], гл. 1, § 3) i нерiвностi \| \cdot \| Bq,1 \gg \| \cdot \| q.
Теорему 4\prime доведено.
Отже, в одновимiрному випадку при 1 < q < p < \infty вiдповiднi апроксимацiйнi характери-

стики класiв W r
p,\alpha у просторах Bq,1 i Lq є однаковими за порядком.
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