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Аннотация. В работе получена оценка размерности точек ма-
ксимальной кратности при многозначном полунепрерывном сверху
отображении областей на многообразиях.
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В работах [1–3] установлено, что собственное непрерывное ото-
бражение f замкнутой области на n–мерном многообразии степени k
будет или внутренним отображением, или существует точка в образе,
имеющая не меньше чем |k|+2 прообраза. Если же ограничение f на
внутренность области нульмерное отображение, то во втором случае
множество точек образа, имеющих не менее чем |k|+2 прообраза, со-
держит подмножество полной размерности n. Цель нашей работы —
установить аналог этого результата для многозначных отображений
областей на многообразиях.

Опеределение 1. Пусть X и Y — топологические пространства.
Назовем многозначное отображение F : X → Y простым, если
для произвольной пары точек x, y ∈ X выполнено одно из условий:
F (x) = F (y), или F (x) ∩ F (y) = ∅.

Опеределение 2. Назовем отображение F : X → Y открытым,
если образом открытого множества будет открытое множество.
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Опеределение 3. Назовем отображение F : X → Y ацикличным,
если образом каждой точки x ∈ X будет ацикличное множество
F (x) (Множество ациклично, если все его приведенные группы кого-
мологий равны нулю [4]).

Опеределение 4. Отображение F : X → Y назовем нульмерным,
если размерность [5] прообраза F−1(y) = {x ∈ X|y ∈ F (x)} каждой
точки y ∈ Y равна нулю или пустое множество.

Опеределение 5. Отображение F : X → Y называется полунепре-
рывным сверху в точке x ∈ X, если для любого открытого множе-
ства V ⊂ Y, такого, что F (x) ⊂ V, существует окрестность U(x)
точки x, такая, что F (U(x)) ⊂ V. Отображение F называется
полунепрерывным сверху, если оно полунепрерывно сверху в каждой
точке x ∈ X.

Предполагаем дальше, что все рассматриваемые ниже отображе-
ния — многозначные ацикличные полунепрерывные сверху отображе-
ния, M, N — n–мерные многообразия, D ⊂ M, D1 ⊂ N — открытые
связные области, D — замыкание области D, IntD — внутренние
точки области D, ∂D — граница области D, Γ(F ) — график отобра-
жения F, p, q — проекции графика на X, Y, соответственно.

Опеределение 6. Отображение F : X → Y называется собствен-
ным, если собственные проекции p, q (однозначное отображение соб-
ственно, если прообраз каждого компакта — компакт).

В работах [7, 8] установлено, что для многозначных собственных
ациклических отображений областей существует степень отображе-
ния, а в случае, если прообраз каждой точки состоит из конечного
числа точек, то в каждой точке прообраза существует локальная сте-
пень отображения.

Теорема 1. Пусть F : D → D1 — простое отображение, для кото-
рого выполнены следующие условия:

1. F (∂D) ∩ F (IntD) = ∅;

2. Существует степень отображения F равная k.

Тогда или отображение F |IntD открытое или найдется точка y ∈
F (IntD) такая, что F−1(y) имеет не меньше |k| + 2 прообразов.
Если же отображение F нульмерно и не открыто, то множество
точек y ∈ F (IntD), которые имеют не меньше чем |k|+2 прообраза
содержит открытое подмножество в F (IntD).
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Для доказательства теоремы установим сначала несколько вспо-
могательных утверждений.

Лемма 1. Пусть F : D → D1 — простое отображение замкну-
тых областей, такое что F (∂D)∩F (IntD) = ∅, тогда или каждая
точка из множества y ∈ F (IntD) имеет один прообраз, или суще-
ствует точка в образе имеющая не меньше двух прообразов, если
же ограничение F |IntD — нульмерно, то во втором случае множе-
ство точек из F (IntD), имеющих не меньше двух прообразов, со-
держит открытое в D1 подмножество.

Доказательство. Заметим, что условие F (∂D) ∩ F (IntD) = ∅ обе-
спечивает собственность отображения [3]. Естественно предположить,
что ограничение F |IntD — нульмерно и существует точка в обра-
зе имеющая не меньше двух прообразов, иначе очевидно выполнено
одно из утверждений леммы. В силу того, что нульмерное многозна-
чное отображение не понижает размерности [9], существует такая то-
чка y ∈ IntD, что F−1 y содержит не менее двух точек. Пусть точки
x1 и x2 ∈ F−1(y). Рассмотрим непересекающиеся окрестности этих
точек U(x1) и U(x2). Ясно, что образы F (U(x1)) и F (U(x2)) имеют
общие точки (по крайней мере точку y). Если множество F (U(x1))∩
F (U(x2)) содержит открытое множество V, то оно и будет искомым.
Ведь каждая его точка имеет как минимум два прообраза один в
U(x1), другой — в U(x2). Если же внутренность пересечения
F (U(x1)) ∩ F (U(x2)) пуста, то для произвольной окрестности V (y)
точки y ограничение F на множество W1 = U(x1) ∩ F−1 (V (y)) не
может быть открытым в точке x1 отображением и отображаться на
всю окрестность V (y), однако в силу собственности F ограничение
его на множество W1 замкнуто. Следовательно, образ F (W1) будет
замкнутым подмножеством окрестности V (y).

Отсюда следует, что отображение F индуцирует тривиальное
отображение групп когомологий

F ∗ = (p−1)∗q∗ : Hn
(
V (y), ∂V

)
→ Hn

(
W1, ∂W1

)
так как его можно представить как суперпозицию трех гомеоморфи-
змов

Hn
(
V (y), ∂V

)
i→ Hn

(
F (W1), ∂V

) q∗→ Hn
(
Γ
(
W1

)
,Γ (∂V )

)
p−1∗
→ Hn

(
W1, ∂W1

)
,

где первый гомеоморфизм тривиален, так как F (W1) не покрывает
всю окрестность V (y). Кроме этого образ множества W1 содержит
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внутренние точки согласно критерию сохранения области [7]. Выбе-
рем одну из таких точек y0 и некоторую окрестность G(y0) этой то-
чки, лежащую внутри V (y). Внутри этого множества не может быть
плотного множества точек, имеющих по одному прообразу. Иначе со-
гласно теореме 2 [11] ограничение проекции q на q−1 (G(y0)) было бы
гомеоморфизмом. Но тогда ограничение ациклического отображения
F на F−1 (G(y0)) индуцирует изоморфизм групп когомологий

F ∗2 : Hn
(
G(y0), ∂G(y0)

)
→ Hn

(
F−1

(
G(y0)

)
, ∂F−1

(
G(y0)

))
Это противоречит тому, что легко следует из коммутативной диа-
граммы групп когомологий

Hn
(
G(y0), ∂G(y0)

) ≈j∗←− Hn
(
V , V \G

) ≈i∗−→ Hn
(
V , ∂V

)
≈ ↓ F ∗

2 ≈ ↓ F ∗
1 ≈ ↓ F ∗

Hn
(
F−1

(
G(y0)

)
, ∂F−1

(
G(y0)

)) ≈j∗1←− Hn
(
W,W \ F−1 (G)

) ≈i∗1−→ Hn
(
W,∂W

)
в которой изоморфизмы i∗, i∗1, j

∗, j∗1 получаются как гомоморфизмы,
соответствующие теоремам о вырезании [4]. С одной стороны F ∗ три-
виальный гомоморфизм, а с другой F ∗ = (i∗)−1j∗F ∗2 (j

∗
1)
−1i∗1 — изо-

морфизм ненулевой группы. Следовательно, внутри V (y) существует
открытое всюду плотное множество точек, имеющих не меньше двух
прообразов. Лемма доказана.

Следствие 1. Если F : D → D1 нульмерное многозначное отобра-
жение нулевой степени, то в образе существует открытое мно-
жество, каждая точка которого имеет не менее двух прообразов.

Лемма 2. Пусть F : D → D1 — многозначное отображение обла-
стей степени k, такое, что F (∂D) ∩ F (IntD) = ∅, то множество
точек образа, имеющих не менее k прообразов, содержит открытое
всюду плотное в образе множество.

Доказательство. Пусть существует открытое в образе подмноже-
ство V точек, каждая из которых имеет менее |k| точек в прообразе.
Тогда отображение F — конечнократное отображение, в каждой то-
чке которого существует локальная степень отображения [8]. Пусть
точка y ∈ V — точка максимальной кратности отображения F на
F−1(V ). Тогда в каждой точке прообраза x ∈ F−1(y) локальная сте-
пень отображения не превышает единицы по модулю. Поэтому согла-
сно “принципу аргумента” степень отображения не может равняться
k, так как прообразов у точки y меньше k, и в каждой точке x ∈ F−1y
локальная степень |γ(x)| ≤ 1. Лемма доказана.
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Докажем теперь результат из которого будет следовать теорема 1.

Теорема 2. Пусть F : D → D1 — многозначное отображение обла-
стей степени k такое, что F (∂D) ∩ F (IntD) = ∅, то или F от-
крытое отображение, или существует точка, имеющая не меньше
чем |k|+2 прообраза. Если же известно, что F нульмерное отобра-
жение, то во втором случае множество точек, имеющих не менее
чем |k|+ 2 прообраза, имеет полную размерность.

Доказательство. Как и в лемме 1 не нарушая общности можно счи-
тать, что F — нульмерное отображение. Дальнейшее доказательство
проведём по индукции. При k = 0 теорема доказана в лемме 1. Пред-
положим, что теорема доказана для |k| = m и докажем её для |k| =
m+ 1.

Пусть каждая точка некоторого открытого множества в образе
имеет ровно |k| прообразов. Тогда, аналогично лемме 2, в каждой
точке прообраза локальная степень |γ(x)| ≤ 1. Более того, во всех
точках она должна иметь один знак, иначе, согласно “принципу ар-
гумента” для локальной степени, получим противоречие. Но тогда
F
∣∣
F−1(V ) — открытое отображение. Если же F

∣∣
F−1(V ) не является

открытым на всех компонентах, то разобьем прообраз V на объе-
динение двух множеств. Пусть W1 — объединение компонент про-
образа, где ограничение F — открытое отображение. Тогда F |W1

открытое f : W1 → V отображение кратности |k1|, |k1| ≤ |k|, име-
ющее в V плотное открытое множество точек, для каждой из кото-
рых существует ровно |k1| прообразов. Ограничение F на множество
W2 = F−1(V )\W1, не будет открытым отображением и имеет степень
k2 = k − k1. Тогда, согласно предположению индукции, существует
открытое подмножество U ⊂ V, имеющее для каждой точки y ∈ U не
менее |k2| + 2 прообраза. Следовательно, для некоторого открытого
подмножества U0 ⊂ U каждая точка имеет |k1| прообраз в W1 и не
менее чем |k2|+ 2 прообраза в W2 и всего не менее чем

|k1|+ |k2|+ 2 ≥ |k1 + k2|+ 2 = |k|+ 2

прообраза. Теорема доказана.

Покажем на примере, что условие простоты отображения являе-
тся существенным.

Пример. Пусть F : B2 → B2 — многозначное отображение за-
мкнутого единичного круга B2 = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1} ⊂ R2 на себя со
следующими свойствами

F (x, y) =

{
(x, y), (x, y) ̸= (0, 0);
{(x1, y)|0 ≤ x1 ≤ 1/2; y = 0}, (x, y) = (0, 0).
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Легко убедиться, что это отображение не удовлетворяет определе-
нию 1, образ начала координат — отрезок и прообраз каждой точки
имеет не более двух прообразов, но ни одно из установленных выше
утверждений не имеет места.
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