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1. Вступ

У роботi встановлюються порядковi оцiнки деяких апроксиматив-
них характеристик класiв функцiй багатьох змiнних з анiзотропних
просторiв Нiкольського–Бєсова Br

p,θ(Rd), де r = (r1, . . . , rd), rj > 0,
j = 1, d, 1 6 p, θ 6 ∞. Простори Br

p,θ(Rd) були введенi О. В. Бєсо-
вим [1] i Br

p,∞(Rd) = Hr
p (Rd), де Hr

p (Rd) — простори, якi ввiв С. М. Нi-
кольський [2].

Вихiднi означення просторiв Hr
p (Rd) та Br

p,θ(Rd) у згаданих робо-
тах були данi в термiнах певних обмежень на модулi гладкостi фун-
кцiй з цих просторiв. У подальших дослiдженнях нам буде зручно
користуватися еквiвалентним означення просторiв Br

p,θ(Rd), яке вста-
новлене П. I. Лiзоркiним [3] та базується на використанi перетворення
Фур’є.

Зауважимо, що анiзотропнi простори Нiкольського–Бєсова фун-
кцiй багатьох змiнних, що визначенi на Rd з точки зору знаходження
точних за порядком значень деяких апроксимативних характеристик
дослiджувалися, зокрема, у роботах [4,5], а у випадку r1= . . .= rd = r,
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тобто iзотропнi простори Нiкольського–Бєсова Br
p,θ(Rd), дослiджува-

лися у роботах [6, 7].

2. Основнi позначення та означення класiв
Нiкольського–Бєсова

Нехай Rd, d > 1 — d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами
x = (x1, ..., xd), (x,y) = x1y1 + ...+ xdyd. Lp(Rd), 1 6 p 6 ∞, — про-
стiр вимiрних на Rd функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) зi скiнченною нор-
мою

∥f∥Lp(Rd) = ∥f∥p :=

∫
Rd

|f(x)|pdx

 1
p

, 1 6 p <∞,

∥f∥L∞(Rd) = ∥f∥∞ := ess sup
x∈Rd

|f(x)|.

Нехай S = S(Rd) — простiр Л. Шварца основних нескiнченно ди-
ференцiйовних на Rd комплекснозначних функцiй φ, що спадають на
нескiнченностi разом зi своїми похiдними швидше за будь-який сте-
пiнь функцiї (x21+. . .+x2d)

− 1
2 (див., наприклад, [8]). Через S′ позначи-

мо простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв на S. Зазначимо, що
елементами простору S′ є узагальненi функцiї. Якщо f ∈ S′ i φ ∈ S,
то ⟨f, φ⟩ позначає значення f на φ.

Перетворення Фур’є Fφ : S → S визначається згiдно з формулою

(Fφ)(λ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

φ(t)e−i(λ,t)dt ≡ φ̃(λ).

Обернене перетворення Фур’є F−1φ : S → S задається таким чи-
ном:

(F−1φ)(t) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

φ(λ)ei(λ,t)dλ ≡ φ̂(t).

Перетворення Фур’є узагальнених функцiй f ∈ S′ (для нього ми
зберiгаємо те ж позначення) визначається згiдно з формулою

⟨Ff, φ⟩ = ⟨f,Fφ⟩ (⟨f̃ , φ⟩ = ⟨f, φ̃⟩),

де φ ∈ S.
Обернене перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈ S′ також

позначимо F−1f , i визначається воно аналогiчно до прямого перетво-
рення Фур’є згiдно з формулою

⟨F−1f, φ⟩ = ⟨f,F−1φ⟩ (⟨f̂ , φ⟩ = ⟨f, φ̂⟩).
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Зазначимо, що кожна функцiя f ∈ Lp(Rd), 1 6 p 6 ∞, визначає
лiнiйний неперервний функцiонал на S згiдно з формулою

⟨f, φ⟩ =
∫
Rd

f(x)φ(x)dx, φ ∈ S,

i, як наслiдок, у цьому сенсi вона є елементом S′. Тому перетворення
Фур’є функцiї f ∈ Lp(Rd), 1 6 p 6 ∞, можна розглядати як перетво-
рення Фур’є узагальненої функцiї ⟨f, φ⟩.

Носiєм узагальненої функцiї f будемо називати замикання N такої
множини точок N ⊂ Rd, що для довiльної φ ∈ S, яка дорiвнює нулю
в N, виконується рiвнiсть ⟨f, φ⟩ = 0. Носiй узагальненої функцiї f
будемо позначати через supp f . Також будемо говорити, що функцiя
f зосереджена на множинi G, якщо supp f ⊆ G.

У подальшому будемо користуватися такими позначеннями. Не-
хай функцiя f представлена iнтегралом Фур’є

f(x) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

f̃(λ)ei(λ,x)dλ.

Тодi вiдрiзком iнтегралу Фур’є функцiї f назвемо вираз

Sσ(f) =
1

(2π)d/2

σ1∫
−σ1

. . .

σd∫
−σd

f̃(λ)ei(λ,x)dλ,

де f̃(λ) — перетворення Фур’є функцiї f ∈ Lp(Rd).
Крiм того, для Sσ(f) можемо записати (див. [8])

Sσ(f) =
1

πd

∫
Rd

f(y)

d∏
j=1

sinσj(xj − yj)

xj − yj
dy.

Таким чином Sσ(f) — цiла функцiя степеня σ.
Нехай Das = Das1,...,a

s
d

— паралелепiпед: |λj | < asj , j = 1, d,
s∈ N∪ {0}, а Γas = Das −Das−1 при s > 1 i Γa0 = Da0 . Покладемо

fas = Sas(f)− Sas−1(f) =

∫
Γas

f̃(λ)ei(λ,x)dλ, s > 1,

i
fa0 = Sa0(f) =

∫
Γa0

f̃(λ)ei(λ,x)dλ.
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Представлення функцiї f у виглядi

f = fa0 +
∞∑
s=1

fas =
∞∑
s=0

fas

будемо називати розшаруванням f (a-розшаруванням f). У випадку,
коли f ∈ Lp, p > 2, Sas(f) розумiють, взагалi кажучи, як результат дiї
на f деякого оператора, який в образах Фур’є зводиться до множення
на характеристичну функцiю областi Das (див. [8, §3, гл. 1]).

Далi для вектора r = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, d, введемо величи-
ну

g(r) =

(
1

d

d∑
j=1

1

rj

)−1

. (2.1)

Зауважимо, що при r1 = r2 = . . . = rd = r маємо g(r) = r.
Тодi анiзотропнi простори Br

p,θ(Rd) можна означити таким чи-
ном [3]:

Br
p,θ(Rd) =

{
f ∈ Lp(Rd) : ∥f∥Br

p,θ
<∞

}
,

де

∥f∥Br
p,θ(Rd) ≍

( ∞∑
s=0

bsθ∥fas∥θp

) 1
θ

<∞, при 1 6 θ <∞, (2.2)

∥f∥Br
p,∞(Rd) ≍ sup

s>0
bs∥fas∥p <∞, (2.3)

а b = 2g(r) i aj = 2g(r)/rj , j = 1, d.
Далi, зберiгаючи тi самi позначення, будемо розглядати класи

Br
p,θ(Rd), тобто одиничнi кулi у просторах Br

p,θ(Rd):

Br
p,θ(Rd) :=

{
f ∈ Lp(Rd) : ∥f∥Br

p,θ(Rd) 6 1
}
.

Крiм цього, для спрощення записiв, замiсть Br
p,θ(Rd) та Hr

p (Rd) буде-
мо використовувати позначення Br

p,θ та Hr
p .

Зазначимо, що при встановленнi результатiв важливим є те, що
простори Br

p,θ зi зростанням значення параметра θ розширюються
(див., наприклад, [9, с. 278]), тобто

Br
p,1 ⊂ Br

p,θ ⊂ Br
p,θ′ ⊂ Br

p,∞ = Hr
p , 1 6 θ < θ′ 6 ∞. (2.4)
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3. Допомiжнi твердження та основний результат

Важливе значення при доведеннi одержаного результату вiдiграє
теорема встановлена О. В. Бєсовим [1] (теорема 2.1), яку сформулю-
ємо у такiй формi.

Теорема 3.1. Нехай 1 6 p 6 p′ 6 ∞, θ′ > θ,

κ = 1−
(
1

p
− 1

p′

) d∑
j=1

1

rj
> 0.

Тодi, якщо f ∈ Br
p,θ, то f ∈ Bρ

p′,θ′, де ρj = rjκ, j = 1, d, i при цьому
має мiсце нерiвнiсть

∥f∥Bρ

p′,θ′
6 C∥f∥Br

p,θ
,

де C — деяка константа, яка не залежить вiд f .

Наведемо ще одне твердження для цiлих функцiй експоненцiаль-
ного типу, яке одержане С. М. Нiкольським [2], (див., також, [9,
c. 150]).

Теорема 3.2. Якщо 1 6 p1 6 p2 6 ∞, то для цiлої функцiї експо-
ненцiального типу g = gν ∈ Lp1(Rd) має мiсце “нерiвнiсть рiзних
метрик”

∥gν∥Lp2
(Rd) 6 2d

 d∏
j=1

νk

 1
p1

− 1
p2

∥gν∥Lp1
(Rd). (3.1)

Далi для функцiї f ∈ L∞(Rd) розглянемо величину

EDan (f)∞ = ∥f − San−1(f)∥∞, n ∈ N, (3.2)

яка називається наближенням функцiї f її an-вiдрiзками iнтеграла
Фур’є.

Вiдповiдно для функцiонального класу F ⊂ L∞(Rd) покладемо

EDan (F )∞ = sup
f∈F

EDan (f)∞. (3.3)

Справедливе таке твердження.

Теорема 3.3. Нехай 1 < p < ∞, 1 6 θ 6 ∞. Тодi для g(r) > d
p має

мiсце порядкове спiввiдношення

EDan (B
r
p,θ)∞ ≍ 2

−n
(
g(r)− d

p

)
, (3.4)

де aj = 2g(r)/rj , j = 1, d.
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Зауважимо, що виконання умови g(r) > d
p , згiдно з теоремою 3.1,

забезпечує належнiсть функцiй f ∈ Br
p,θ до простору L∞(Rd).

Доведення. Спочатку отримаємо в (3.4) оцiнку зверху. Оскiльки (див.
(2.4)) Br

p,θ ⊂ Br
p,∞ = Hr

p , 1 6 θ < ∞, то шукану оцiнку достатньо
отримати для величини EDan (H

r
p )∞.

Згiдно з (2.3) для f ∈ Hr
p маємо ∥fas∥p ≪ 2−sg(r). Тому, скори-

ставшись нерiвнiстю Мiнковського, нерiвнiстю (3.1), врахувавши, що
aj = 2g(r)/rj та беручи до уваги (2.1), отримаємо

EDan (f)∞ = ∥f − San−1(f)∥∞ =
∥∥∥ ∞∑

s=0

fas − San−1(f)
∥∥∥
∞

=
∥∥∥ ∞∑
s=n

fas

∥∥∥
∞

6
∞∑
s=n

∥fas∥∞ 6
∞∑
s=n

2d

 d∏
j=1

asj

 1
p

∥fas∥p

≪
∞∑
s=n

2
sd
p ∥fas∥p ≪

∞∑
s=n

2
sd
p 2−sg(r) =

∞∑
s=n

2
−s

(
g(r)− d

p

)
≪ 2

−n
(
g(r)− d

p

)
.

Оцiнку зверху для величини EDan (H
r
p )∞ встановлено.

Отримаємо тепер в (3.4) оцiнку знизу. Оскiльки Br
p,1 ⊂ Br

p,θ,
1 < θ 6 ∞, то шукану оцiнку достатньо отримати для величини
EDan (B

r
p,1)∞. Iншими словами достатньо оцiнити знизу величину

∥f − San−1(f)∥∞ для деякої функцiї f ∈ Br
p,1.

З цiєю метою розглянемо функцiю (див. [10])

g1(x) = C12
−n

(
g(r)+ d

p′

)
Fn(x),

де n = (n, . . . , n) ∈ Nd, 1/p+ 1/p′ = 1, C1 > 0 i

Fn(x) =

d∏
j=1

√
2

π

sin anj xj

xj
−

d∏
j=1

√
2

π

sin an−1
j xj

xj

та

F0(x) =

d∏
j=1

√
2

π

sinxj
xj

.

Для перетворення Фур’є функцiї Fn(x) справедливе спiввiдно-
шення (див., наприклад, [11])

FFn(x) = χn(λ) =
d∏

j=1

χn(λj),
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де

χn(λj) =


1, an−1

j < |λj | < anj ,
1
2 , |λj | = an−1

j або |λj | = anj ,

0 — в iнших випадках,

χ0(xj) =


1, |λj | < 1;
1
2 , |λj | = 1;

0, |λj | > 1.

Вiдповiдно для оберненого перетворення будемо мати

F−1χn(λ) = Fn(x).

Зазначимо, що Fn(x) — цiла функцiя з Lp(Rd), носiй перетворення
Фур’є якої зосереджений в Γan i крiм цього

∥Fn∥p ≍ 2
dn
p′ , 1 < p <∞. (3.5)

В [10] показано, що з деякою константою C1 > 0 функцiя g1 на-
лежить класу Br

p,1(Rd), а саме, згiдно з (2.2) та (3.5), маємо

∥g1∥Br
p,1

≍
∑
s

2sg(r)∥fas(g1)∥p

≍
∑
s

2sg(r)2
−n

(
g(r)+ d

p′

)
∥Fn∥p ≪ 2

−n
(
g(r)+ d

p′

)
2ng(r)2

dn
p′ = 1.

Перш нiж перейти до встановлення оцiнки знизу в (3.4), одержимо
порядок величини

∥Fn∥∞ =

∥∥∥∥ d∏
j=1

√
2

π

sin anj xj

xj
−

d∏
j=1

√
2

π

sin an−1
j xj

xj

∥∥∥∥
∞
. (3.6)

Для оцiнки зверху будемо мати

∥Fn∥∞ =

∥∥∥∥ d∏
j=1

√
2

π

sin anj xj

xj
−

d∏
j=1

√
2

π

sin an−1
j xj

xj

∥∥∥∥
∞

6
∥∥∥∥ d∏
j=1

√
2

π

sin anj xj

xj

∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥ d∏
j=1

√
2

π

sin an−1
j xj

xj

∥∥∥∥
∞

= sup
x∈Rd

∣∣∣ d∏
j=1

√
2

π

sin anj xj

xj

∣∣∣+ sup
x∈Rd

∣∣∣ d∏
j=1

√
2

π

sin an−1
j xj

xj

∣∣∣
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=

(
2

π

) d
2

d∏
j=1

sup
xj∈R

∣∣∣sin anj xj
xj

∣∣∣+ ( 2

π

) d
2

d∏
j=1

sup
xj∈R

∣∣∣sin an−1
j xj

xj

∣∣∣
≪

 d∏
j=1

anj +
d∏

j=1

an−1
j

 =

 d∏
j=1

2ng(r)/rj +
d∏

j=1

2(n−1)g(r)/rj


=
(
2dn + 2d(n−1)

)
≪ 2dn. (3.7)

Оцiнюючи ∥Fn∥∞ знизу, одержимо

∥Fn∥∞ =

∥∥∥∥ d∏
j=1

√
2

π

sin anj xj

xj
−

d∏
j=1

√
2

π

sin an−1
j xj

xj

∥∥∥∥
∞

>
∣∣∣∣∥∥∥ d∏

j=1

√
2

π

sin anj xj

xj

∥∥∥
∞

−
∥∥∥ d∏
j=1

√
2

π

sin an−1
j xj

xj

∥∥∥
∞

∣∣∣∣
≫

∣∣∣∣∣∣
d∏

j=1

anj −
d∏

j=1

an−1
j

∣∣∣∣∣∣≫ (2dn − 2d(n−1)) ≫ 2dn. (3.8)

Спiвставивши (3.7) i (3.8), можемо записати порядкове спiввiдно-
шення

∥Fn∥∞ ≍ 2dn. (3.9)

Оскiльки, для функцiї g1 має мiсце спiввiдношення San−1(g1) = 0,
то скориставшись (3.9) приходимо до шуканої оцiнки знизу

EDan (B
r
p,1)∞ > EDan (g1)∞ = ∥g1 − San−1(g1)∥∞ = ∥g1∥∞

≫ 2
−n

(
g(r)+ d

p′

)
∥Fn∥∞ ≫ 2

−n
(
g(r)+ d

p′

)
2dn = 2

−n
(
g(r)− d

p

)
.

Оцiнку знизу в (3.4) встановлено. Теорему 3.3 доведено.

На завершення роботи зробимо деякi коментарi.
Точнi за порядком значення величини EDan (B

r
p,θ)q, 1 < p 6 q <∞

встановлено в [10].
У випадку r1 = . . . = rd = r, тобто для iзотропних класiв Нiколь-

ського–Бєсова Br
p,θ(Rd), оцiнку (3.4) встановлено у роботi [7]. В одно-

вимiрному випадку (d = 1) анiзотропнi класи Нiкольського–Бєсова
збiгаються з класами Нiкольського–Бєсова мiшаної гладкостi, якi до-
слiджувалися у роботах [11,12].

Зазначимо також, що деякi апроксимативнi характеристик iзотро-
пних та анiзотропних класiв Нiкольського–Бєсова перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних дослiджувалися, зокрема, у роботах [13–17].
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