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Анотацiя. У роботi розглядаються квазiлiнiйнi параболiчнi рiв-
няння з виродженим потенцiалом абсорбцiї. Отримано оцiнку усiх
слабких розв’язкiв таких рiвнянь, у тому числi великих розв’язкiв,
якi задовольняють нескiнченним умовам на параболiчний границi
областi.
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1. Вступ та формулювання основного результату

У роботi розглядаються квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння iз ви-
родженим потенцiалом абсорбцiї:

(|u|p−1u)t −
n∑

i=1

(ai(t, x, u,∇u))xi = −b(t, x)|u|λ−1u в Q, λ > p > 0,

(1.1)
де цилiндрична область Q = (0, T )×Ω, 0 < T <∞, Ω ⊂ Rn (n > 1) –
обмежена область з C2–гладкою межею ∂Ω. Функцiї ai(t, x, s, ξ) (i =
1, 2, ..., n) – неперервнi функцiї, що задовольняють наступним умовам
коерцитивностi та росту:

d0|ξ|p+1
6

n∑

i=1

ai(t, x, s, ξ)ξi

∀(t, x, s, ξ) ∈ Q̄×R1 ×Rn; d0 = const > 0; (1.2)
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|ai(t, x, s, ξ)| 6 d1|ξ|p

∀(t, x, s, ξ) ∈ Q̄×R1 ×Rn; i = 1, ..., n; d1 = const <∞. (1.3)

Модельним представником (1.1) є наступне рiвняння:

(|u|p−1u)t −∆pu = −b(t, x)|u|λ−1u, λ > p > 0, (1.4)

де ∆p(u) =
∑n

i=1

(
|∇xu|p−1uxi

)
xi

– p-лапласiан.

Функцiя b(t, x) (потенцiал абсорбцiї) є неперервною в областi
[0, T ]× Ω та задовольняє умовам виродження:

b(t, x) > 0 в [0, T )× Ω, b(t, x) = 0 на {T} × Ω. (1.5)

У роботi розглядаються слабкi розв’язки рiвняння (1.1).

Означення 1.1. Функцiя u(t, x) ∈ Cloc((0, T );L
p+1
loc (Ω)) називається

слабким розв’язком рiвняння (1.1), якщо:

u(t, x) ∈ Lp+1
loc

(
(0, T );W 1,p+1

loc (Ω)
)
∩ Lλ+1

loc ((0, T ) × Ω) ,

(|u|p−1u)t ∈ L
p+1
p

loc

(
(0, T ); (W 1,p+1

c (Ω))∗
)
+ L

λ+1
λ

loc

(
(0, T ); (Lλ+1

c (Ω))∗
)

i виконується наступна iнтегральна тотожнiсть:

∫ b

a
〈(|u|p−1u)t, η〉dt

+

∫ b

a

∫

Ω

[ n∑

i=1

ai(t, x, u,∇u)ηxi + b(t, x)|u|λ−1uη
]
dxdt = 0 (1.6)

для довiльних 0 < a < b < T та довiльної функцiї

η(t, x) ∈ Lp+1
loc

(
(0, T );W 1,p+1

c (Ω)
)
∩ Lλ+1

loc

(
(0, T );Lλ+1

c (Ω)
)
,

де W 1,p+1
c (Ω), Lλ+1

c (Ω) є пiдпросторами W 1,p+1(Ω), Lλ+1(Ω) функцiй
з компактним носiєм в Ω, а знаком <,> позначається операцiя па-
рування елементiв з просторiв

W 1,p+1
c (Ω) ∩ Lλ+1

c (Ω) i
(
W 1,p+1
c (Ω) ∩ Lλ+1

c (Ω)
)∗

.

Означення 1.2. Функцiя u(t, x) називається великим розв’язком

рiвняння (1.1), якщо вона є слабким розв’язком рiвняння (1.1) та
задовольняє наступним нескiнченим початковим та крайовим умо-
вам:

u = ∞ на {0} × Ω,

тобто u→ ∞ при t→ 0 рiвномiрно ∀x ∈ Ω, (1.7)
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u = ∞ на (0, T ) × ∂Ω,

тобто u→ ∞ при dist(x, ∂Ω) → 0 рiвномiрно ∀ t ∈ (0, T ), (1.8)

Iснування слабких розв’язкiв для таких рiвнянь, як (1.1), з довiль-
ними скiнченими початковими та крайовими умовами було доведено
у класичних роботах 1980-1990-х рокiв, [1, 8, 9].

Iснування великих розв’язкiв та їх властивостi вивчалися бага-
тьма авторами, а саме L. Veron, W. Al Sayed, C. Bandle, G. Diaz,
J.I. Diaz, Y. Du, R. Peng, P. Polaĉik та iншi (див. [2, 3, 11, 12, 18] та
посилання в них). В цих роботах були розглянутi лiнiйнi (p = 1)
або напiвлiнiйнi рiвняння. Для бiльш загального рiвняння (1.1) у ви-
падку p 6= 1 iснування не доведено. У роботi питання iснування не
пiдiймається. Тим не менш, основний результат роботи отримано для
всього класу слабких розв’язкiв, включаючi великi розв’язки (якщо
такi iснують).

У 2012 роцi у роботi [3] Y. Du, R. Peng та P. Polaĉik розглянули
лiнiйний випадок рiвняння (1.4), а саме:

ut −∆u = −b(t, x)|u|λ−1u, (t, x) ∈ Q, λ > 1 (1.9)

з умовами (1.5), (1.7), (1.8). На потенцiал абсорбцiї b(t, x) накладає-
ться також додаткова умова:

a1(t)d(x)
β
6 b(t, x) 6 a2(t)d(x)

β ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Ω, β > −2, (1.10)

де a1(t), a2(t) є додатними неперервними функцiями на промiжку
[0, T ), d(x) := dist{x, ∂Ω}. За умови (1.10) доведено iснування макси-
мального u та мiнiмального u додатних розв’язкiв задачi. Бiльш того,
у роботi [3] показано, що за наступної додаткової умови на виродже-
ння функцiї a1(t) бiля t = T :

a1(t) > c0(T − t)µ в [0, T ), c0 = const > 0, µ = const > 0 (1.11)

для всiх t0 ∈ (0, T ), iснує константа C = C(t0) <∞ така, що:

u(t, x) 6 C min
{
(T − t)−

µ
λ−1 , d(x)−

2µ
λ−1
}
d(x)−

2+β
λ−1 ∀(t, x) ∈ [t0, T )× Ω.

(1.12)
Основною метою поточної роботи є узагальнення результату

(1.12) на рiвняння (1.1). Для отримання оцiнки буде використано ме-
тод енергетичних оцiнок, у той час як результат (1.12) було отримано
за допомогою порiвняння з автомодельними розв’язками. Метод енер-
гетичних оцiнок вперше був запропонований у 1999 роцi у роботi [14].
Вiн полягає в оцiнцi перетокiв енергiї у сiмействi часових шарiв, що
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накопичуються бiля часу T . Такий пiдхiд дозволяє вiдiйти вiд авто-
модельностi, вiн є бiльш унiверсальним та не вимагає використання
теорем порiвняння. Описаний метод був розроблений для знаходже-
ння умов локалiзацiї граничних режимiв iз загостренням для двiчi
нелiнiйних параболiчних рiвнянь у серiї робiт [4–7]. Пiзнiше у робо-
тах [13, 15, 17] цей метод був застосований для дослiдження великих
квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь з нелiнiйною виродною абсорбцi-
єю. Основним результатом роботи є наступна теорема.

Теорема 1.1. Нехай u – довiльний слабкий розв’язок рiвняння (1.1).
Припустимо, що потенцiал абсорбцiї задовольняє умовi (1.5) та

a1(t)g1(d(x)) 6 b(t, x) 6 a2(t)g2(d(x)) ∀ (t, x) ∈ [0, T )× Ω. (1.13)

Тут g1(s) ≤ g2(s) – довiльнi неспаднi додатнi для всiх s > 0 функцiї.
А функцiя a1(t) задовольняє нерiвнiсть:

a1(t) > κ−1(T − t)µ ∀ t < T,

κ = const > 0, µ >
(p+ 2)(λ − p)

(p+ 1)2
. (1.14)

Тодi для всiх T
2 < t < T має мiсце наступна оцiнка:

h(t, s) + E(t, s) :=

∫

Ω(s)
|u(t, x)|p+1dx+

∫ t

T
2

∫

Ω(s)
|∇xu(τ, x)|p+1dxdτ

6 K κ
p+1
λ−p min

0<s̄<s

{
(s− s̄)−θG1(s̄)

}
∀ s ∈ (0, s̃),

G1(s) :=

(∫ s

0
g1(h)

p+1
1+p(λ+2)dh

)− 1+p(λ+2)
λ−p

, (1.15)

де θ = (p+1)(µ(p+1)−(λ−p))
λ−p , константа K < ∞ залежить тiльки вiд

вiдомих параметрiв задачi, s̃ > 0, область Ω(s) визначається на-
ступним чином:

Ω(s) := {x ∈ Ω : d(x) > s}, s > 0. (1.16)

Для того, щоб бiльш зрозумiло продемонструвати структуру ре-
зультату, приведемо отриманий результат для простого випадку.

Наслiдок 1.1. Нехай g1(s) = as̺, a = const > 0, ̺ = const > 0. Тодi

G1(s) = a
− p+1

λ−p

(
1 +

̺(p+ 1)

1 + p(λ+ 2)

) 1+p(λ+2)
λ−p

s−η, (1.17)
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де η = η(̺) = (̺+1)(p+1)+p(λ+1)
λ−p . У цьому випадку оцiнка (1.15) приво-

дить до:

h(t, s) + E(t, s) 6 K κ
p+1
λ−p s−(θ+η) ∀ t ∈

(
T

2
, T

)
, ∀ s ∈ (0, s̃), (1.18)

де K = K(a, ̺) = K1a
− p+1

λ−p

(
1 + ̺(p+1)

1+p(λ+2)

) 1+p(λ+2)
λ−p (θ+η)θ+η

θθηη
, K1, θ з

(1.15), η з (1.17).

Зауваження 1.1. Важливо вiдзначити, що оцiнка (1.15) отримана
для будь-яких слабких розв’язкiв рiвняння (1.1), не залежно вiд пове-
дiнки на параболiчнiй границi. Тож оцiнка справедлива i для великих
розв’язкiв (за умов (1.7), (1.8)). У роботi не доводиться iснування ве-
ликих розв’язкiв для загального нелiнiйного рiвняння (1.1), тож це
питання залишається вiдкритим.

Отриманий у теоремi 1.1 результат позицiонується, як розширен-
ня уже iснуючого результату (1.12) (Y. Du, R. Peng та P. Polaĉik, [3]).
Наступне твердження показує оцiнку (1.15) для лiнiйного випадку.

Наслiдок 1.2. Розглянемо лiнiйний випадок рiвняння (1.4), коли p =
1. Припустимо також, що за умов теореми 1.1 g1(s) = sβ, β =
const > 0, де функцiя g1 з умови (1.13). Тодi усi слабкi розв’язки
рiвняння (1.4) задовольняють оцiнку:

u(t, x) 6 K̃d(x)−(
2µ+β+2

λ−1
− 1

2) ∀(t, x) ∈
(
T

2
, T

)
× Ω, (1.19)

де K̃ = Kκ
2

λ−1 .

Доведення цього твердження приведено у пунктi 4.

2. Допомiжнi результати

Метод енергетичних оцiнок передбачає аналiз енергетичних фун-
кцiй, тож визначимо їх для слабких розв’язкiв u(t, x) рiвняння (1.1):

E(t) = E(u)(t) :=

∫ t

0

∫

Ω
|∇xu(τ, x)|p+1dxdτ,

h(t) = h(u)(t) := sup
0<τ<t

∫

Ω
|u(τ, x)|p+1dx ∀ t < T,

(2.1)

Цi функцiї визначають поведiнку довiльного розв’язку u. Для то-
го, щоб вивчити поведiнку бiля границi областi Ω, параметризуємо
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енергетичнi функцiї за допомогою параметра s, який визначатиме
вiдстань вiд довiльної точки областi до її границi ∂Ω. Розглянемо сi-
мейство пiдобластей Ω(s), якi були визначенi в (1.16), та введемо до
розгляду функцiї E(t, s) та h(t, s), якi визначенi у (1.15).

Слiд вiдмiтити, що в силу гладкостi областi Ω(s), iснує таке чи-
сло sΩ, яке визначає “радiус” цiєї областi. Це таке число, для якого
функцiя d(·) ∈ C2(Ω \ Ω(s)) ∀s 6 sΩ i, вiдповiдно, границя ∂Ω(s) є
C2–гладким многовидом для всiх 0 < s 6 sΩ. Тож параметризованi
енергетичнi функцiї E(t, s), h(t, s) визначаються саме на промiжку
s ∈ (0, sΩ):

E(t, s) :=

∫ t

T
2

∫

Ω(s)
|∇xu(τ, x)|p+1dxdτ,

h(t, s) :=

∫

Ω(s)
|u(t, x)|p+1dx ∀ s ∈ (0, sΩ), ∀ t ∈ (0, T ).

(2.2)

Для доведення теореми 1.1 необхiдно дослiдити функцiї E(t, s),
h(t, s). Для цього розiб’ємо iнтервал [0, T ) за допомогою зростаючої
послiдовностi точок {tj} (j = 1, 2, ..., j0 6 ∞, t0 = 0, tj0 = T ). Таким
чином отримаємо iнтервали [tj−1, tj) довжини ∆j := tj − tj−1 > 0.
Тепер розглянемо наступнi пошаровi енергетичнi функцiї:

Ej(s) :=

∫ tj

tj−1

∫

Ω(s)
|∇xu(t, x)|p+1dxdt,

hj(s) := sup
tj−16t<tj

∫

Ω(s)
|u(t, x)|p+1dx ∀ j 6 j0, ∀ s ∈ (0, sΩ).

(2.3)

Для цих функцiй маємо наступну лему.

Лема 2.1. Нехай u(t, x) – довiльний слабкий розв’язок рiвняння (1.1)
з умовою (1.5) на потенцiал абсорбцiї b(t, x). Тодi для майже всiх
s ∈ (0, sΩ) справедлива система диференцiальних нерiвностей:

Ej(s)+hj(s) 6 C1hj−1(s)+C2∆
1

p+1

j

(
− d

ds
Ej(s)

)
, j = 1, 2, ..., (2.4)

hj(s) 6 (1+γ)hj−1(s)+C3γ
− 1

p+1∆
1

p+1

j

(
− d

ds
Ej(s)

)
, j = 1, 2, ..., (2.5)

для довiльного γ : 0 < γ < 1. Додатнi константи C1 < ∞, C2 <
∞, C3 < ∞ залежать тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi i не
залежать вiд γ, функцiї Ej(s) та hj(s) визначенi в (2.3).
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Оскiльки потенцiал абсорбцiї b(t, x) > 0 ∀ (t, x) ∈ Q, то доведення
леми 2.1 є аналогiчним до доведення леми 6.2.3 в [10] або леми 2.2
в [15].

Наступним кроком доведення основної теореми 1.1 є аналiз асим-
птотичних властивостей розв’язкiв системи (2.4). Повторюючи усi
кроки доведення теореми 1.1 з [16] можна отримати наступний ре-
зультат.

Лема 2.2. Нехай u(t, x) – довiльний слабкий розв’язок рiвняння (1.1)
з наступною умовою на енергiю:

E(t) + h(t) 6 Fα(t) := ω0(T − t)−α ∀ t < T, (2.6)

де ω0 > 0, α > 1
p+1 – довiльнi константи. Тодi iснує константа

G <∞, що залежить тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi, i число
ŝ > 0 такi, що виконується наступна рiвномiрна апрiорна оцiнка:

E(t, s) + h(t, s) 6 Gω0s
−α(p+1) ∀ t < T, ∀ s ∈ (0, ŝ). (2.7)

де h(t, s), E(t, s) – енергетичнi функцiї, визначенi в (2.2).

Таким чином наступний крок доведення теореми 1.1 є отримання
умов (2.6) для енергетичних функцiй.

3. Доведення теореми 1.1

Нехай Ω(s) – сiмейство пiдобластей з (1.16). Введемо до розгляду
додаткове сiмейство цилiндричних пiдобластей областi Q:

Qτ (s) := (sr, τ)× Ω(s) ∀s ∈ (0, sΩ), ∀τ < T,

1 < r < 1 +
p (λ+ 1)

p+ 1
. (3.1)

Тепер визначимо енергетичнi функцiї для розв’язку u рiвняння (1.1)
з урахуванням потенцiалу абсорбцiї b та умов (1.13) для нього:

hτ (s) = h
(u)
τ (s) :=

∫

Ω(s)
|u(τ, x)|p+1dx, 0 < τ < T, 0 < s < sΩ,

Eτ (s) = E
(u)
τ (s) :=

∫ τ

sr

∫

Ω(s)
(|∇xu|p+1 + a1(t)g1(d(x))|u|λ+1)dxdt.

(3.2)

Лема 3.1. Нехай u – довiльний слабкий розв’язок рiвняння (1.1).
I нехай потенцiал абсорбцiї b(t, x) задовольняє умовам (1.5), (1.13).
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Тодi енергетичнi функцiї (3.2) задовольняють наступне спiввiдно-
шення:

Bτ (s) := hτ (s) + Eτ (s) 6 Ĉ Φ(τ)G1(s) ∀ s ∈ (0, ŝ),

Φ(τ) =

∫ τ

0
a1(t)

− p+1
λ−pdt, G1(s) =

(∫ s

0
g1(h)

p+1
1+p(λ+2)dh

)− 1+p(λ+2)
λ−p

(3.3)
де Ĉ = const > 0, ŝ ∈ (0, sΩ) залежать лише вiд вiдомих параметрiв
задачi.

Доведення. Зафiксуємо s > 0, δ > 0 та введемо до розгляду Лiпши-
цеву зрiзаючу функцiю ξs,δ(h) : ξs,δ(h) = 0 для h 6 s, ξs,δ(h) = 1 для
h > s+ δ, ξs,δ(h) =

h−s
δ для h : s < h < s+ δ. Тепер побудуємо тестову

функцiю η(t, x) = u(t, x)ξs,δ(d(x)) для iнтегральної тотожностi (1.6).
Тепер, користуючись формулою iнтегрування частинами (див. [1]),
отримаємо:

p

p+ 1

∫

Ω(s)
|u(b, x)|p+1ξs,δ(d(x))dx

+

∫ b

a

∫

Ω(s)

( n∑

i=1

ai(...,∇xu)uxi + b(t, x)|u|λ+1
)
ξs,δ(d(x))dxdt

=
p

p+ 1

∫

Ω(s)
|u(a, x)|p+1ξs,δ(d(x))dx

−
∫ b

a

∫

Ω(s)\Ω(s+δ)

n∑

i=1

ai(...,∇xu)uξs,δ(d(x))xidxdt. (3.4)

Далi у (3.4) вiзьмемо b = τ < T , a = sr. Тодi, спрямовуючи до нуля
δ → 0 та користуючись умовами (1.2), (1.3), отримаємо наступну
нерiвнiсть:

hτ (s) + Eτ (s) 6 c1

∫ τ

sr

∫

∂Ω(s)
|∇xu|p|u| dσdt+ c2hsr(s) ∀ s ∈ (0, sΩ),

(3.5)
де c1 < ∞, c2 < ∞ залежить тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi.
Оцiнимо член у правiй частинi спiввiдношення (3.5). Застосовуючи
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нерiвнiсть Гельдера, отримаємо:

∫

∂Ω(s)
|∇xu|p|u|dσ

=

∫

∂Ω(s)
|u|g1(s)

1
λ+1a1(t)

1
λ+1 |∇xu|pa1(t)−

1
λ+1 g1(s)

− 1
λ+1dσ

6 c3

(∫

∂Ω(s)
|u|λ+1a1(t)g1(s)dσ

) 1
λ+1

×
(∫

∂Ω(s)
|∇xu|p+1dσ

) p
p+1

a1(t)
− 1

λ+1 g1(s)
− 1

λ+1 ,

де c3 = (meas ∂Ω)
λ−p

(λ+1)(p+1) . Iнтегруючи останню нерiвнiсть по t та
застосовуючи нерiвностi Гельдера та Юнга, отримаємо:

∫ τ

sr

∫

∂Ω(s)
|∇xu|p|u|dσdt 6 c4g1(s)

− 1
λ+1

(∫ τ

sr
a1(t)

− p+1
λ−pdt

) λ−p
(λ+1)(p+1)

×
(∫ τ

sr

∫

∂Ω(s)

(
|∇xu|p+1 + a1(t)g1(s)|u|λ+1

)
dσdt

) 1+p(λ+2)
(λ+1)(p+1)

. (3.6)

Оцiнимо другий член правої частини (3.5), користуючись монотоннi-
стю функцiї g1(·) та нерiвнiстю Гельдера:

hsr(s)

=

∫

Ω(s)
|u(sr, x)|p+1a1(s

r)
p+1
λ+1 g1(d(x))

p+1
λ+1a1(s

r)−
p+1
λ+1 g1(d(x))

− p+1
λ+1dx

6 c5

(∫

Ω(s)
|u(sr, x)|λ+1a1(s

r)g1(d(x))dx

) p+1
λ+1

a1(s
r)−

p+1
λ+1g1(s)

− p+1
λ+1 ,

c5 = (meas Ω)
λ−p
λ+1 . (3.7)

Легко перевiрити, що виконується наступна нерiвнiсть:

− d

ds
Eτ (s) >

∫ τ

sr

∫

∂Ω(s)

(
|∇xu|p+1 + a1(t)g1(s)|u|λ+1

)
dσdt

+ rsr−1
∫

Ω(s)

(
|∇xu(s

r, x)|p+1 + a1(s
r)g1(d(x))|u(sr, x)|λ+1

)
dx (3.8)

для майже всiх s : 0 < s < sΩ. Застосовуючи оцiнки (3.6), (3.7) та
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спiввiдношення (3.8), отримаємо з (3.5) наступну нерiвнiсть:

Bτ (s) := hτ (s) + Eτ (s)

6 C1g1(s)
− 1

λ+1Φ(τ)
λ−p

(λ+1)(p+1)

(
− d

ds
Eτ (s)

) 1+p(λ+2)
(λ+1)(p+1)

+ C2g1(s)
− p+1

λ+1

(
− d

ds
Eτ (s)

) p+1
λ+1

s−
(r−1)(p+1)

λ+1 для м.в. s ∈ (0, sΩ),

Φ(τ) =

∫ τ

0
a1(t)

− p+1
λ−pdt. (3.9)

де C2 = c2c5
(
min06s6s0 a1(s

r)
)− p+1

λ+1 , C1 = c1c4. Тепер користуючись

монотонним спаданням функцiї hτ (s), отримаємо шляхом нескладних
розрахункiв з (3.9) наступну нерiвнiсть:

− d

ds
Bτ (s) > H(s,Bτ (s)) := min

{
H(1)
τ (s,Bτ (s)),H

(2)
τ (s,Bτ (s))

}

для м.в. s ∈ (0, sΩ), ∀τ < T, (3.10)

H(1)
τ (s,Bτ (s)) :=

(
g1(s)

1
λ+1Bτ (s)

2C1Φ(τ)
λ−p

(λ+1)(p+1)

) (λ+1)(p+1)
1+p(λ+2)

,

H(2)
τ (s,Bτ (s)) :=

(
g1(s)

p+1
λ+1Bτ (s)

2C2s
− (r−1)(p+1)

λ+1

)λ+1
p+1

.

Тепер будемо знаходити розв’язки диференцiальної нерiвностi (3.10)
та отримаємо оцiнку для Bτ (s). Для цього розглянемо область D =
Dτ ⊂ R2, як множину точок (s,B) : 0 < s < sΩ, B > 0, де функцiя
H(s,B) з (3.10) визначається першим членом правої частини спiввiд-
ношення (3.10). Це означає, що

Dτ =



(s,B) :

(
g1(s)

1
λ+1B

2C1Φ(τ)
λ−p

(λ+1)(p+1)

) (λ+1)(p+1)
1+p(λ+2)

<

(
g1(s)

p+1
λ+1B

2C2s
− (r−1)(p+1)

λ+1

)λ+1
p+1





Пiсля нескладних трансформацiй можемо переписати останнє озна-
чення наступним чином:

Dτ = {(s,B) : B > B(0)
τ (s)},

B(0)
τ (s) = C3s

− (r−1)(p+1)(1+p(λ+2))
p(λ+1)(λ−p) g1(s)

− p+1
λ−pΦ(τ)

− p+1
p(λ+1) ,

(3.11)
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де C3 = 2C
− (p+1)2

p(λ−p)

1 C
1+p(λ+2)
p(λ−p)

2 . Далi розглянемо усi можливi випадки
розв’язку Bτ (s) у вiдповiдностi з областю Dτ . Перший впадок:

(s,Bτ (s)) ∈ Dτ for all s ∈ (0, sΩ). (3.12)

У цiй ситуацiї нерiвнiсть (3.10) приймає форму:

− d

ds
Bτ (s) > H(1)

τ (s,Bτ (s)) =

(
g1(s)

1
λ+1Bτ (s)

2C1Φ(τ)
λ−p

(λ+1)(p+1)

) (λ+1)(p+1)
1+p(λ+2)

∀τ < T, ∀ s ∈ (0, sΩ). (3.13)

З припущення (3.12) випливає, що Bτ (0) = ∞. Розв’язуючи диферен-
цiальну нерiвнiсть (3.13) з цiєю початковою умовою, легко отримує-
мо:

Bτ (s) 6 B(1)
τ (s) := C4Φ(τ)

(∫ s

0
g1(h)

p+1
1+p(λ+2)dh

)− 1+p(λ+2)
λ−p

∀ s ∈ (0, sΩ),∀ τ < T, (3.14)

де C4 =
(
1+p(λ+2)
λ−p

) 1+p(λ+2)
λ−p

(2C1)
(λ+1)(p+1)

λ−p .

Тепер перевiримо, що оцiнка (3.14) не заперечує припущенню про
те, що Bτ (s) ∈ Dτ . Для цього маємо гарантувати нерiвнiсть:

B(1)
τ (s) > B(0)

τ (s) ∀ s ∈ (0, sΩ), (3.15)

чи, вiдповiдно до (3.11), (3.14):

C4Φ(τ)

(∫ s

0
g1(h)

p+1
1+p(λ+2)dh

)− 1+p(λ+2)
λ−p

> C3s
− (r−1)(p+1)(1+p(λ+2))

p(λ+1)(λ−p) g1(s)
− p+1

λ−p

× Φ(τ)
− p+1

p(λ+1) ∀ s ∈ (0, sΩ).

З монотонностi функцiї g1(·) випливає, що:
∫ s

0
g1(h)

p+1
1+p(λ+2)dh 6 sg1(s)

p+1
1+p(λ+2)

i тому

(∫ s

0
g1(h)

p+1
1+p(λ+2)dh

)− 1+p(λ+2)
λ−p

> s
− 1+p(λ+2)

λ−p g1(s)
− p+1

λ−p ∀ s ∈ (0, sΩ).

(3.16)



Є. О. Євгеньєва 587

Як наслiдок отримуємо, що для виконання (3.15) необхiдно гаранту-
вати наступну нерiвнiсть:

C4Φ(τ) > C3s
1+p(λ+2)

λ−p
− (r−1)(p+1)(1+p(λ+2))

p(λ+1)(λ−p) Φ(τ)
− p+1

p(λ+1) ,

що еквiвалентна нерiвностi:

Φ(τ) >
(
C3C

−1
4

) p(λ+1)
p(λ+1)+p+1 s

(1+p(λ+2))(p(λ+1)−(r−1)(p+1))
(λ−p)(p(λ+1)+p+1) (3.17)

Враховуючи припущення (3.1) для параметра r та монотоннiсть фун-
кцiї Φ(τ), отримуємо, що нерiвнiсть (3.16) виконується для довiльних
τ ∈ [T2 , T ) та довiльних s з промiжку:

0 < s < s0, s0 := min{sΩ, s̄0},

s̄0 = C4Φ

(
T

2

) (λ−p)(p(λ+1)+p+1)
(1+p(λ+2))(p(λ+1)−(r−1)(p+1))

, (3.18)

де C4 =
(
C−13 C4

) p(λ+1)(λ−p)
(1+p(λ+2))(p(λ+1)−(r−1)(p+1)) . Таким чином, спiввiдноше-

ння (3.15) справедливе для всiх τ > T
2 та s з (3.18). Вiдтак оцiнка

(3.14) виконується, якщо задовольняється умова (3.12).

Припустимо тепер, що оцiнка (3.14) не є справедливою для деяко-
го s ∈ (0, s0). Тодi iснує таке значення s1 ∈ (0, s0), що

Bτ (s1) > B(1)
τ (s1) (3.19)

Якщо припустимо, що Bτ (s) > B
(1)
τ (s) ∀ s ∈ (0, s1), тодi має також ви-

конуватись умова (3.12). В силу попереднiх припущень оцiнка (3.14)
виконується для всiх s ∈ (0, s1), що суперечить припущенню (3.19).
Таким чином, залишається лише одна можливiсть: iснує така точка
s2 ∈ (0, s1)що виконується наступне:

Bτ (s2) = B(1)
τ (s2), Bτ (s) > B(1)

τ (s) ∀ s ∈ (s2, s1). (3.20)

З (3.20) витiкає, що iснує така точка s̄2 ∈ (s2, s1), що

d

ds
Bτ (s̄2) >

d

ds
B(1)
τ (s̄2), Bτ (s̄2) > B(1)

τ (s̄2). (3.21)

Але, з iншого боку, вiдповiдно до (3.13), (3.14) та (3.21), маємо:
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− d

ds
Bτ (s̄2) >

g1(s̄2)
p+1

1+p(λ+2)

C5Φ(τ)
λ−p

1+p(λ+2)

Bτ (s̄2)
(λ+1)(p+1)
1+p(λ+2)

>
g1(s̄2)

p+1
1+p(λ+2)

C5Φ(τ)
λ−p

1+p(λ+2)

B(1)
τ (s̄2)

(λ+1)(p+1)
1+p(λ+2) = − d

ds
B(1)
τ (s̄2),

C5 := (2C1)
(λ+1)(p+1)
1+p(λ+2)

що суперечить (3.21), а отже i (3.20). Таким чином, оцiнка (3.3) спра-
ведлива з Ĉ = C4, ŝ = min{sΩ, s0} для всiх τ ∈

(
T
2 , T

)
.

Доведення теореми 1.1. Згiдно з умовою (1.14) можна отрима-
ти наступну оцiнку для функцiї Φ(·) з (3.9):

Φ(t) 6 Φ0(t) := K1 κ
p+1
λ−p (T − t)

−
(
µ p+1

λ−p
−1

)

∀t < T, K1 > 0. (3.22)

Тепер нерiвнiсть (3.3) приводить до оцiнки:

h(t, s) + E(t, s) 6 ĈΦ0(t)G1(s) ∀t ∈ (t0, T ),

t0 =
T

2
,∀s : 0 < s < s̄Ω := min

(
sΩ, t

1
r

0

)
, (3.23)

де r – значення з (3.1), функцiї E(t, s), h(t, s) – з (2.2). Зафiксуємо
деяке значення s̄ ∈ (0, s̄Ω), тодi з оцiнки (3.23) можемо отримати
“початкову” енергетичну оцiнку:

h(t, s̄) + E(t, s̄) 6 ĈG1(s̄)Φ0(t) ∀ t ∈ (t0, T ). (3.24)

Будемо розглядати u(t, x) як розв’язок рiвняння (1.1) в областi
(t0, T )× Ω(s̄). Використовуючи (3.24) i (3.22), отримаємо:

h(t, s̄) + E(t, s̄) 6 K2 κ
p+1
λ−pG1(s̄)(T − t)−β

∀ t ∈ (t0, T ), β = µ
p+ 1

λ− p
− 1, (3.25)

де K2 = ĈK1, а умова на µ з оцiнки (1.14) дає умову для β: β > 1
p+1 .

Тепер маємо систему (2.4) для функцiй Ej(s), hj(s) та “початкову”
умову (3.25). Застосовуючи лему 2.2, отримуємо наступну оцiнку:

h(t, s) + E(t, s) 6 GK2κ
p+1
λ−p (s− s̄)−θG1(s̄)

∀ t ∈ (t0, T ), ∀ s, s̄ : 0 < s̄ < s < s̃ := min{s̄Ω, ŝ}, (3.26)

де G, ŝ – значення з (2.7), θ – з (1.15). Оптимiзуючи останню оцiнку
за вiльним параметром s̄ : 0 < s̄ < s < s̃, отримаємо оцiнку (1.15) з
K = GK2.
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4. Доведення наслiдку 1.2

Для лiнiйного рiвняння (1.1) (p = 1) оцiнки максимума модуля
слабких розв’язкiв мають наступний вигляд (див., наприклад, [19,
20]):

u(T, x) 6 c



∫ T

T−ξ

∫

B d(x)
2

(x)
|u(t, y)|2dy dt




1
2

∀ ξ ∈ (0, T ), (4.1)

де c = const > 0, Br(x) := {y : |x− y| < r}.
Легко бачити, що справедливе включення B d(x)

2

(x) ⊂ Ω
(
d(x)
2

)
.

Тепер приймаючи ξ = T
2 та використовуючи (1.18), оцiнимо iнтеграл

в правiй частинi (4.1):

∫ T

T
2

∫

Ω
(

d(x)
2

) |u(t, y)|2dx 6 sup
T
2
6t<T

∫

Ω
(

d(x)
2

) |u(t, y)|2dx

= h

(
t,
d(x)

2

)
6 K1d(x)

−
(

2(2µ+β+2)
λ−1

−1
)

∀(t, x) ∈
(
T

2
, T

)
× Ω,

де K1 = 2
2(2µ+β+2)

λ−1
−1Kκ

2
λ−1 . В силу отриманої нерiвностi оцiнка (4.1)

приводить до:

u(t, x) 6 u(T, x) 6 K̃d(x)−(
2µ+β+2

λ−1
− 1

2) ∀(t, x) ∈
(
T

2
, T

)
× Ω, (4.2)

де K̃ = K
1
2
1 .
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