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Анотацiя. Дослiджуються деякi апроксимативнi характеристики
класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних Lψβ,p, 1 < p < ∞, у
рiвномiрнiй метрицi. Перша частина роботи присвячена одержан-
ню оцiнок найкращих ортогональних тригонометричних наближень
згаданих класiв у просторi L∞. У другiй частинi роботи встановлю-
ються порядковi оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв класiв Lψβ,p,
1 < p < ∞, у цьому ж просторi, а також оцiнки ще однiєї апро-
ксимативної характеристики, яка, у певному сенсi, є близькою до
ортопроекцiйного поперечника.
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Ключовi слова та фрази. Найкраще ортогональне тригономе-
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Нехай Rd, d ≥ 1, — d–вимiрний евклiдiв простiр з елементами
x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd, (x,y) = x1y1 + · · ·+ xdyd,

πd =
d∏
j=1

[−π, π].

Через Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, позначимо простiр функцiй f(x) =
f (x1, . . . , xd), якi є 2π–перiодичними за кожною змiнною, зi скiнченою
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нормою

∥f∥Lq(πd) := ∥f∥q =
(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|q dx
) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

∥f∥L∞(πd) := ∥f∥∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Надалi будемо вважати, що для f ∈ L1(πd) виконується умова

π∫
−π

f(x) dxj = 0, j = 1, d.

Розглянемо ряд Фур’є функцiї f ∈ L1(πd)∑
k∈Zd

f̂(k)ei(k,x),

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Далi, нехай ψj ̸= 0 — довiльнi функцiї натурального аргументу,
βj ∈ R, j = 1, d, Z̊d = (Z \ {0})d. Припустимо, що ряд

∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ei
πβj
2

sgnkj

ψj(|kj |)
f̂(k)ei(k,x)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї fψβ . Таку функцiю назива-
ють (ψ,β)–похiдною функцiї f . Через Lψβ,p позначимо клас функцiй
f , для яких iснують (ψ,β)–похiднi i виконується умова

∥∥fψβ ∥∥p ≤ 1,
1 ≤ p ≤ ∞.

Данi класи в одновимiрному випадку (d = 1) були запропонованi
О. I. Степанцем (див., наприклад, [1, Ч. I, c. 132]), а в багатовимiр-
ному випадку дослiджувалися в роботах [2–4].

Зазначимо, що класи Lψβ,p є узагальненням добре вiдомих класiв
Вейля–Надя W r

β,p (див., наприклад, [1, Ч. I, с. 131]) та спiвпадають з
ними при ψj (|kj |) = |kj |−rj , rj > 0, kj ∈ Z\{0}, j = 1, d.

Через D будемо позначати множину послiдовностей ψj , j = 1, d,
якi задовольняють наступнi умови:

1) ψj — додатнi та незростаючi;
2) ∃M > 0 таке, що ∀l ∈ N ψj(l)

ψj(2l)
≤M .
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До вказаної множини належать, зокрема, функцiї ψj(|kj |) = 1
|kj |rj

,

rj > 0, kj ∈ Z\{0}, j = 1, d; ψj(|kj |) = lnα(|kj |+1)

|kj |rj
, rj > 0, kj ∈ Z\{0},

α ∈ R, j = 1, d, та iншi.
Для двох невiд’ємних послiдовностей {a(n)}∞n=1 i {b(n)}∞n=1 спiв-

вiдношення (порядкова нерiвнiсть) a(n)≪ b(n) означає, що iснує ста-
ла C1 > 0 така, що a(n) ≤ C1b(n). Спiввiдношення a(n) ≍ b(n) рiв-
носильне тому, що a(n) ≪ b(n) i b(n) ≪ a(n). Зазначимо, що сталi
Ci, i = 1, 2, . . . , якi далi будуть зустрiчатися у порядкових спiввiд-
ношеннях, можуть залежати лише вiд тих параметрiв, що входять
в означення класу та метрики, в якiй здiйснюється наближення, а
також вiд розмiрностi простору Rd.

1. Найкращi ортогональнi тригонометричнi
наближення функцiй iз класiв Lψβ,p у просторi L∞

Нехай f ∈ Lq (πd) , 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

SθM (f,x) =

M∑
j=1

f̂
(
kj
)
ei(k

j ,x), (1.1)

де f̂
(
kj
)

– коефiцiєнти Фур’є функцiї f,

θM =

{
kj : kj = (kj1, . . . , k

j
d), k

j ∈ Zd, j = 1,M

}
,

i позначимо
e⊥M (f)q = inf

θM
∥f − SθM (f)∥q. (1.2)

Величину (1.2) називають найкращим ортогональним тригономе-
тричним наближенням функцiї f . Якщо F ⊂ Lq — деякий функцiо-
нальний клас, то покладемо

e⊥M (F )q = sup
f∈F

e⊥M (f)q = sup
f∈F

inf
θM
∥f − SθM (f)∥q . (1.3)

Апроксимативна характеристика (1.2) була введена Е. С. Белiн-
ським (див., наприклад, [5]). У подальшому напрям, пов’язаний з
вивченням ортогональних тригонометричних наближень як iндивi-
дуальних функцiй, так i певних класiв функцiй, одержав розвиток
у роботах А. С. Романюка [6–9], Н. М. Консевич [10], С. А. Стасю-
ка [11], В. В. Шкапи [12,13], А. С. Сердюка та Т. А. Степанюк [14]. У
цих роботах можна ознайомитися з бiльш детальною бiблiографiєю.
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Тепер введемо ще деякi позначення та сформулюємо твердження,
якi будемо використовувати при доведеннi одержаних результатiв.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть множину

ρ(s) =
{
k = (k1, . . . , kd) : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, d

}
,

i для f ∈ L1(πd) покладемо

δs(f,x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x).

Для встановлення оцiнок зверху найкращих ортогональних три-
гонометричних наближень функiй з класiв Lψβ,p нам знадобляться
оцiнки наближень їх схiдчасто–гiперболiчними сумами Фур’є.

Для f ∈ Lq (πd) покладемо

Sn(f) := Sn(f,x) =
∑

(s,1)<n

δs(f,x).

Зазначимо, що кiлькiсть гармонiк, якi мiстяться в сумi Sn(f), має
порядок 2nnd−1. Тодi через En(Lψβ,p)q позначимо величину

En(Lψβ,p)q = sup
f∈Lψβ,p

∥f − Sn(f)∥q.

У наступних допомiжних твердженнях, а також у результатах ро-
боти, будуть присутнi такi характеристики:

Φ(n) = min
(s,1)=n

d∏
j=1

ψj(2
sj ), Ψ(n) = max

(s,1)=n

d∏
j=1

ψj(2
sj ).

У прийнятих позначеннях справедливе твердження.

Теорема 1.1. [10]. Нехай 1 < p < ∞, βj ∈ R, ψj ∈ D, j = 1, d, i,
крiм того, iснує ε > 0 таке, що ψj (|kj |) |kj |

1
p
+ε не зростають. Тодi

справедливе спiввiдношення

Φ(n)2
n
p n

(d−1)(1− 1
p
) ≪ En(Lψβ,p)∞ ≪ Ψ(n)2

n
p n

(d−1)(1− 1
p
)
.

Далi, нехай для фiксованого набору функцiй ψj та чисел βj ∈ R
ряд

∑
k∈Z̊d

d∏
j=1

ψj (|kj |) ei
πβj
2

sgnkjei(k,x),
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є рядом Фур’є деякої сумовної на πd функцiї, яку позначимо через
Dψβ . Зазначимо, що Dψβ при ψj (|kj |) = |kj |−rj , rj > 0, kj ∈ Z\{0},
j = 1, d, є багатовимiрним аналогом ядра Бернуллi (див., наприклад,
[15, c. 31]).

Теорема 1.2. [4]. Нехай 1 < q <∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм
того, iснує ε > 0 таке, що ψj (|kj |) |kj |1−

1
q
+ε не зростають. Тодi для

натуральних чисел M i n, якi задовольняють умову M ≍ 2nnd−1,
має мiсце спiввiдношення

Φ(n)M
1− 1

q (logM)
2(d−1)

(
1
q
− 1

2

)
≪ e⊥M

(
Dψβ

)
q

≪ Ψ(n)M
1− 1

q (logM)
2(d−1)

(
1
q
− 1

2

)
.

Тепер сформулюємо i доведемо одержане твердження.

Теорема 1.3. Нехай 1 < p < ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм
того, iснує ε > 0 таке, що ψj (|kj |) |kj |

1
p
+ε не зростають. Тодi для

натуральних чисел M i n таких, що M ≍ 2nnd−1, справедливi оцiнки

Φ(n)M
1
p (logM)

2(d−1)
(

1
2
− 1
p

)
≪ e⊥M

(
Lψβ,p

)
∞

≪ Ψ(n)M
1
p (logM)

2(d−1)
(

1
2
− 1
p

)
. (1.4)

Доведення. Оцiнки зверху випливають з теореми 1.1 i спiввiдношень

e⊥M (Lψβ,p)∞ ≪ En(L
ψ
β,p)∞ ≪ Ψ(n)M

1
p (logM)

2(d−1)
(

1
2
− 1
p

)
,

при M ≍ 2nnd−1.
Перейдемо в (1.4) до оцiнки знизу. Нехай f ∈ Lψβ,p i

SθM (f,x) =
M∑
j=1

f̂
(
kj
)
ei(k

j ,x),

де θM — довiльний набiр iз M векторiв kj ∈ Zd, j = 1,M.
Нагадаємо, що кожну функцiю f ∈ Lψβ,p можна зобразити у ви-

глядi згортки [1, Ч. I, с.135]

f(x) =
(
φ ∗Dψβ

)
(x) = (2π)−d

∫
πd

φ(x− t)Dψβ (t)dt, (1.5)
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де ∥φ∥p ≤ 1 i функцiя φ майже всюди спiвпадає iз fψβ .
Таким чином, враховуючи (1.5), можемо записати

I = sup
f∈Lψβ,p

∥f − SθM (f)∥∞

= sup
∥φ∥p≤1

∥∥∥∥∥∥φ ∗Dψβ − φ ∗
M∑
j=1

ei(k
j ,x) ∗Dψβ

∥∥∥∥∥∥
∞

. (1.6)

Далi, покладемо

tM (x) =

M∑
j=1

ei(k
j ,x) ∗Dψβ (x).

Iз (1.6) будемо мати

I = sup
∥φ∥p≤1

∥∥∥φ ∗ (Dψβ − tM)∥∥∥∞
=
∥∥∥Dψβ − tM∥∥∥

p′
≥ e⊥M

(
Dψβ

)
p′
,

де 1
p +

1
p′ = 1.

Тепер, скориставшись результатом теореми 1.2, приходимо до шу-
каної оцiнки знизу величини e⊥M

(
Lψβ,p

)
∞

:

e⊥M

(
Lψβ,p

)
∞
≫ Φ(n)M

1
p (logM)

2(d−1)
(

1
2
− 1
p

)
.

Теорему 1.3 доведено.

Прокоментуємо одержаний результат.

Зауваження 1.1. В одновимiрному випадку точнi за порядком оцiн-
ки найкращих ортогональних тригонометричних наближень класiв
Lψβ,p, 1 < p <∞, у метрицi простору L∞ знайдено В. В. Шкапою [13].

Зауваження 1.2. У випадку ψj (|kj |) = |kj |−rj , rj > 1
p , 1 < p < ∞,

kj ∈ Z\{0}, j = 1, d, порядок величин e⊥M

(
W r
β,p

)
∞
, було отрима-

но А. С. Романюком [9, c. 140]. Зазначимо також, що у випадку
ψj (|kj |) = |kj |−r1 , з одержаних оцiнок в теоремi 1.3 випливають точнi
за порядком оцiнки величини e⊥M

(
W r
β,p

)
∞

.
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2. Ортопроекцiйнi поперечники класiв Lψβ,p у просторi
L∞

Нехай {ui}Mi=1 — ортонормована система функцiй ui ∈ L∞(πd).
Кожнiй функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо у вiдповiднiсть
апарат наближення вигляду

M∑
i=1

(f, ui)ui(x),

де

(f, ui) = (2π)−d
∫
πd

f(x)ui(x)dx,

а ui — функцiї комплексноспряженi до ui.
Якщо F ⊂ Lq(πd) — деякий функцiональний клас, то величина

d⊥M (F,Lq) = inf
{ui}Mi=1

sup
f∈F

∥∥∥∥f − M∑
i=1

(f, ui)ui

∥∥∥∥
q

(2.1)

називається ортопроекцiйним поперечником цього класу у просторi
Lq(πd). Ортопроекцiйний поперечник введено В. М. Темляковим [16].

Паралельно з поперечниками d⊥M (F,Lq) будемо розглядати вели-
чини dBM (F,Lq), також введенi В. М. Темляковим (див., наприклад,
[15, c. 81]), якi для функцiонального класу F ⊂ Lq(πd) означаються
за формулою

dBM (F,Lq) = inf
G∈LM (B)q

sup
f∈F∩D(G)

∥∥∥∥f −Gf∥∥∥∥
q

. (2.2)

Тут через Lm(B)q позначено множину лiнiйних операторiв G, якi за-
довольняють умови:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить усi тригоно-
метричнi полiноми, а область значення мiститься у пiдпросторi про-
стору Lq(πd) розмiрностi M ;

б) iснує число B ≥ 1 таке, що для всiх k = (k1, ..., kd) виконується
нерiвнiсть

∥Gei(k,x)∥2 ≤ B.

Зауважимо, що до LM (1)2 належать, зокрема, оператори ортого-
нального проектування на пiдпростори розмiрностi M , а також опе-
ратори, якi задаються по ортонормованiй системi функцiй за допомо-
гою мультиплiкатора, котрий означається послiдовнiстю {λl} такою,
що |λl| ≤ 1 для всiх l.
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Iз означення величин d⊥M (F,Lq) i dBM (F,Lq) випливає, що вони
пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

dBM (F,Lq) ≤ d⊥M (F,Lq). (2.3)

Iз нерiвностi (2.3) видно, що оцiнки знизу величин dBM (F,Lq) мо-
жуть слугувати оцiнками знизу для ортопроекцiйних поперечникiв
d⊥M (F,Lq) i, навпаки, оцiнки зверху для поперечникiв d⊥M (F,Lq) мо-
жна використовувати для оцiнок зверху величини dBM (F,Lq). Ця об-
ставина буде використовуватися при доведеннi вiдповiдного твердже-
ння. Також зазначимо, що при доведеннi оцiнок знизу величини
dBM (F,Lq) будемо використовувати метод, який розробив В. М. Тем-
ляков при встановленi оцiнок цих величин для деяких класiв функцiї
багатьох змiнних [15, 17, 18]. Суть цього методу полягає в побудовi
функцiї з класу F , яка “погано” наближається за допомогою опера-
торiв G. З детальнiшою iнформацiєю стосовно дослiдження величин
(2.1) i (2.2) можна ознайомитись у роботах [17, 19–28], а також у мо-
нографiях [9, 15,18].

Для того, щоб сформулювати отриманий результат, наведемо не-
обхiднi позначення та вiдомi твердження, якi будемо використовувати
при доведеннi.

Означимо множину

Qn =
∪

(s,1)≤n

ρ(s),

де 1 = (1, . . . , 1) ∈ Nd, яку називають схiдчастим гiперболiчним хре-
стом [15, с. 7]. Вiдомо, що кiлькiсть точок цiєї множини за порядком
дорiвнює 2nnd−1 [15, с. 70].

Теорема 2.1. [2]. Нехай 1 < p < ∞ i ψj ∈ D, j = 1, d. Тодi для
довiльного полiнома t з “номерами” гармонiк iз множини Qn має
мiсце спiввiдношення ∥∥∥tψβ∥∥∥

p
≪ 1

Φ(n)
∥t∥p .

Лема 2.1. [15, с. 25]. Нехай 1 ≤ q < p <∞ i f ∈ Lq(πd). Тодi

∥f∥pp ≪
∑
s∈Nd

(
∥δs(f)∥q2(s,1)(1/q−1/p)

)p
.

Нехай

Kl−1(x) =
∑

|m|≤l−1

(
1− |m|

l

)
eimx, x ∈ [−π, π],
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— ядро Фейєра порядку l − 1.
Для x = (x1, ..., xd) покладемо

φn(x) =
∑

(s,1)=n

Ks(x),

де

Ks(x) = ei(k
s,x)

d∏
j=1

K
2sj−2−1

(xj),

k
sj
j =

{
2sj−1 + 2sj−2, sj ≥ 2,

1, sj = 1,

Knj (xj) ≡ 1 при nj < 1, j = 1, d.
Позначимо через Q̃n множину вигляду

Q̃n =
∪

(s,1)=n

ρ(s).

Зауважимо, що “номери” гармонiк функцiї φn належать множинi Q̃n,
для якої виконується спiввiдношення |Q̃n| ≍ 2nnd−1. Тут i далi |L| —
кiлькiсть елементiв множини L.

Лема 2.2. [15, с. 25]. Нехай G ∈ LM (B)∞. Тодi знайдуться число n
таке, що |Q̃n| ≤ C2(B, d)M , i вектор y∗, для яких

∥φn(x− y∗)−Gφn(x− y∗)∥∞ ≫ 2nnd−1.

Тепер перейдемо до формулювання i доведення отриманого твер-
дження.

Теорема 2.2. Нехай 1 < p < ∞, ψj ∈ D, βj ∈ R, j = 1, d, i, крiм
того, iснує ε > 0 таке, що ψj (|kj |) |kj |

1
p
+ε не зростають. Тодi для

натуральних чисел M i n таких, що M ≍ 2nnd−1, справедливi оцiнки

Φ(n)M
1
p (logM)

2(d−1)
(

1
2
− 1
p

)
≪ dBM (Lψβ,p, L∞) ≤ d⊥M (Lψβ,p, L∞)

≪ Ψ(n)M
1
p (logM)

2(d−1)
(

1
2
− 1
p

)
. (2.4)

Доведення. Оцiнки зверху в (2.4) є наслiдком оцiнки наближення
функцiй з класiв Lψβ,p їх схiдчасто–гiперболiчними сумами Фур’є у
метрицi простору L∞. Для цього достатньо скористатися теоремою
1.1 та спiввiдношенням (2.3):
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dBM (Lψβ,p, L∞) ≤ d⊥M (Lψβ,p, L∞)≪ En(Lψβ,p)∞

≪ Ψ(n)M
1
p (logM)

2(d−1)
(

1
2
− 1
p

)
,

при M ≍ 2nnd−1.
Перейдемо до встановлення в (2.4) оцiнок знизу. Для цього, як

зазначалося вище, достатньо одержати вiдповiдну оцiнку величини
dBM (Lψβ,p, L∞).

Розглянемо функцiю

g(x) = C3Φ(n)2
−n(1− 1

p
)
n
− d−1

p φn(x), C3 > 0,

i покажемо, що вона належить класу Lψβ,p.
Дiйсно, згiдно з теоремою 2.1, лемою 2.1, використовуючи власти-

вiсть ядра Фейєра (див., наприклад, [18, Ch. 2, §1])

∥Ks(x)∥p ≍ 2(s,1)(1−1/p), 1 ≤ p ≤ ∞, (2.5)

будемо мати

∥gψβ ∥p ≪ Φ−1(n)∥g∥p ≪ Φ−1(n)Φ(n)2
−n(1− 1

p
)
n
− d−1

p

∥∥∥∥ ∑
(s,1)=n

Ks(x)
∥∥∥∥
p

≪ Φ−1(n)Φ(n)2
−n(1− 1

p
)
n
− d−1

p

( ∑
(s,1)=n

(
∥Ks(x)∥12(s,1)(1−

1
p
)
)p)1/p

≪ 2
−n(1− 1

p
)
n
− d−1

p 2
n(1− 1

p
)
n
d−1
p = 1.

Звiдси випливає, що при певному виборi сталої C3 > 0 функцiя
g ∈ Lψβ,p.

Таким чином, скориставшись лемою 2.2, будемо мати

dBM (Lψβ,p, L∞)≫ ∥g(x− y∗)−Gg(x− y∗)∥∞

≫ Φ(n)2
−n(1− 1

p
)
n
− d−1

p ∥φn(x− y∗)−Gφn(x− y∗)∥∞

≫ Φ(n)2
−n(1− 1

p
)
n
− d−1

p 2nnd−1 = Φ(n)2
n
p n

(d−1)(1− 1
p
) ≍

≍ Φ(n)M
1
p (logM)

2(d−1)
(

1
2
− 1
p

)
.

Теорему 2.2 доведено.

Наведемо деякi зауваження до отриманого результату.



458 Оцiнки найкращих ортогональних...

Зауваження 2.1. В одновимiрному випадку точнi за порядком оцiн-
ки ортопроекцiйного поперечника d⊥M (Lψβ,p, L∞), а також величини
dBM (Lψβ,p, L∞) встановлено у роботi [28].

Зауваження 2.2. У випадку ψj (|kj |) = |kj |−rj , kj ∈ Z\{0}, j = 1, d,
порядок величин d⊥M (W r

β,p, L∞) було отримано В. М. Темляковим [17].
Зазначимо також, що у випадку ψj (|kj |) = |kj |−r1 , з оцiнок, одер-
жаних в теоремi 2.2, випливають точнi за порядком оцiнки величин
dBM (W r

β,p, L∞) i d⊥M (W r
β,p, L∞).
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