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1. Вступ

Нехай L — простiр 2π-перiодичних сумовних на перiодi функцiй

f з нормою ∥f∥L =
π∫

−π
|f(t)|dt; C — простiр 2π-перiодичних непе-

рервних функцiй f , у якому норма задається за допомогою рiвностi
∥f∥C = max

t
|f(t)|; L∞ — простiр 2π-перiодичних вимiрних та iстотно

обмежених функцiй f з нормою ∥f∥∞ = ess sup
t
|f(t)|.

Нехай далi f ∈ L i ї ї ряд Фур’є має вигляд

S[f ] =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) .

Якщо r > 0 i β — фiксоване дiйсне число, а ряд
∞∑
k=1

kr
(
ak cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βπ

2

))
(1.1)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї φ, то функцiю φ, називають
(r, β)–похiдною функцiї f в розумiннi Вейля–Надя i позначають через
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f rβ (див. [1, c. 130]). Множину усiх функцiй, котрi задовольняють таку
умову, позначають через W r

β .
Якщо f ∈ W r

β , i при цьому f rβ ∈ Hα, тобто f rβ задовольняє умову
Лiпшиця порядку α:

|f rβ(x+ h)− f rβ(x)| ≤ |h|α, 0 < α ≤ 1, 0 ≤ h ≤ 2π, x ∈ R,

то кажуть, що f належить до класу W r
βH

α. При α = 0 вважають,
що W r

βH
0 =W r

β,∞. При r = β отримуємо клас W rHα функцiй f з
похiдною порядку r > 0 в розумiннi Вейля, яка задовольняє умову
Лiпшиця порядку α.

Нехай f ∈ L. Величини

P1(δ; f ;x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

e−
k
δ (ak cos kx+ bk sin kx) , (1.2)

P2(δ; f ;x) =
a0
2
+

∞∑
k=1

(
1+

k

2
(1−e−

2
δ )
)
e−

k
δ (ak cos kx+ bk sin kx) , (1.3)

P3(δ; f ;x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
1 +

1

4
(3− e−

2
δ )(1− e−

2
δ )k

+
1

8
(1− e−

2
δ )2k2

)
e−

k
δ
(
ak cos kx+ bk sin kx

)
, δ > 0, (1.4)

називають вiдповiдно iнтегралом Пуассона, бiгармонiйним iнтегра-
лом Пуассона та тригармонiйним iнтегралом Пуассона [2] функцiї f .

Величини (1.2)–(1.4) можна представити у виглядi сингулярних
iнтегралiв

Pn(δ; f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(t+ x)Kn(δ; t)dt, n = 1, 2, 3, δ > 0,

з ядрами

K1(δ; t) =
1

2
+

∞∑
k=1

e−
k
δ cos kt, (1.5)

K2(δ; t) =
1

2
+

∞∑
k=1

(
1 +

k

2

(
1− e−

2
δ
))
e−

k
δ cos kt, (1.6)

K3(δ; t) =
1

2
+

∞∑
k=1

(
1+

k

4
(3− e−

2
δ )(1− e−

2
δ ) +

k2

8
(1− e−

2
δ )2
)
e−

k
δ cos kt.

(1.7)
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Дана робота присвячена вивченню асимптотичної поведiнки при
δ →∞ величин

E(W r
βH

α;P3(δ))C = sup
f∈W r

βH
α
∥f(·)− P3(δ; f ; ·)∥C . (1.8)

Якщо в явному виглядi знайдено функцiю φ(δ) таку, що
E(W r

βH
α;P3(δ))C = φ (δ)+o (φ (δ)) , δ →∞, то, слiдуючи О. I. Степан-

цю [1, c. 198], будемо говорити, що розв’язана задача Колмогорова–
Нiкольського для класу W r

βH
α та тригармонiйного iнтеграла Пуас-

сона в рiвномiрнiй метрицi.
Задача Колмогорова–Нiкольського на рiзних функцiональних кла-

сах для методiв пiдсумовування рядiв Фур’є розв’язувалась в робо-
тах О. I. Степанця та його учнiв (див., напр., [3–7]). Вiдзначимо, що в
переважнiй бiльшостi робiт розглядається випадок трикутних число-
вих матриць. В деякiй мiрi менше вивчено асимптотичну поведiнку
при δ → ∞ величин наближення класiв диференцiйовних функцiй
методами пiдсумовування, що визначаються сукупнiстю функцiй на-
турального аргументу, що залежать вiд дiйсного параметра δ. Зокре-
ма, вивченню апроксимативних властивостей iнтегралiв Пуассона та
бiгармонiйних iнтегралiв Пуассона на класах диференцiйовних фун-
кцiй присвяченi роботи [8–21], в тому числi на класах W r

βH
α — робо-

ти [22–24]. Апроксимативнi ж властивостi тригармонiйних iнтегралiв
Пуассона вивчались в роботах [25,26].

Як вiдомо [27], при наближеннi перiодичних диференцiйовних фун-
кцiй сингулярними iнтегралами з додатнiми ядрами (очевидно, що
K1(δ; t) > 0 i K2(δ; t) > 0) не можливо досягти кращого порядку на-
ближення нiж 1

δ2
, δ →∞. В той же час, ядро K3(δ; t) є знакозмiнним,

тому досить цiкавим та актуальним є вивчення швидкостi наближе-
ння класiв диференцiйовних функцiй, зокрема класiв W r

βH
α, з допо-

могою тригармонiйних iнтегралiв Пуассона, адже у цьому випадку
можна досягти вищого порядку наближення нiж 1

δ2
при δ → ∞. То-

му постало питання про вiдшукання асимптотичних рiвностей для
величин (1.8).

2. Асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилень
тригармонiйних iнтегралiв Пуассона вiд функцiй з
класiв W r

βH
α.

Має мiсце наступне твердження.
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Теорема 2.1. При r > 3, 0 ≤ α < 1 i δ →∞ має мiсце асимптоти-
чна рiвнiсть

E(W r
βH

α;P3(δ))C =
1

δ3
sup

f∈W r
βH

α

∥∥∥∥43f (1)0 + f
(2)
0 +

1

6
f
(3)
0

∥∥∥∥
C

+O(Υ(r)),

(2.1)
де f (r)0 , r = 1, 2, 3, — (r, β)-похiднi в сенсi Вейля-Надя при β = 0, а

Υ(r) =


1

δr+α
, 3 < r + α < 4,

ln δ
δ4
, r + α = 4,

1
δ4
, r + α > 4.

(2.2)

Доведення. Для тригармонiйного iнтеграла Пуассона P3(δ), анало-
гiчно до спiввiдношення (6) iз [28], запишемо пiдсумовуючу функцiю
τ(u) наступним чином

τ(u) =

{ (
1−

(
1 + γu+ θu2

)
e−u
)
δr, 0 ≤ u ≤ 1

δ ,(
1−

(
1 + γu+ θu2

)
e−u
)
u−r, u ≥ 1

δ ,
(2.3)

де γ = γ(δ) = 1
4(3− e

− 2
δ )(1− e−

2
δ )δ, θ = θ(δ) = 1

8(1− e
− 2
δ )2δ2, δ > 0.

Представимо функцiю τ(u), задану за допомогою спiввiдношення
(2.3), у виглядi τ(u) = φ(u) + µ(u), де

φ(u) =

{
( 4
3δ2
u+ 1

δu
2 + 1

6u
3)δr, 0 ≤ u ≤ 1

δ ,(
4

3δ2
u+ 1

δu
2 + 1

6u
3
)
u−r, u ≥ 1

δ ,
(2.4)

µ(u) =

{ (
1− (1 + γu+ θu2)e−u− 4

3δ2
u− 1

δu
2 − 1

6u
3
)
δr, 0 ≤ u ≤ 1

δ ,(
1− (1 + γu+ θu2)e−u − 4

3δ2
u− 1

δu
2 − 1

6u
3
)
u−r, u ≥ 1

δ .
(2.5)

Згiдно з теоремою 3 роботи Л. I. Баусова [22], якщо перетворення
Фур’є функцiй φ(u) i µ(u) виду

φ̂(t) =
1

π

∞∫
0

φ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du, (2.6)

µ̂(t) =
1

π

∞∫
0

µ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du (2.7)

сумовнi на всiй числовiй осi, iнтеграли

A(α, φ) :=
1

π

∞∫
−∞

|t|α
∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

φ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣∣ dt, (2.8)
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A(α, µ) :=
1

π

∞∫
−∞

|t|α
∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

µ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣∣ dt (2.9)

збiжнi та A(α, µ) = o
(
A(α, φ)

)
, δ →∞, то при 0 ≤ α < 1 i δ →∞ має

мiсце асимптотична рiвнiсть

E(W r
βH

α;P3(δ))C =
1

δr
sup

f∈W r
βH

α
∥fφ∥C +O

(
1

δr+α
A(α, µ)

)
, (2.10)

де

fφ(x) :=

∞∫
−∞

(
f rβ
(
x+

t

δ

)
− f rβ(x)

)
φ̂(t)dt. (2.11)

Переконаємося, що умови теореми 3 роботи Баусова [22] викону-
ються для функцiй φ(u) та µ(u) вигляду (2.4) та (2.5).

Сумовнiсть претворень (2.6) та (2.7) показано в роботi [29].
З метою доведення збiжностi iнтеграла A(α, φ), згiдно з теоремою

1 роботи [22, c. 6], покажемо збiжнiсть iнтегралiв

1
2∫

0

u1−α|dφ′(u)|,

3
2∫

1
2

|u− 1|1−α|dφ′(u)|,
∞∫
3
2

(u− 1)|dφ′(u)|, (2.12)

∞∫
0

|φ(u)|
u1+α

du,

1∫
0

|φ(1− u)− φ(1 + u)|
u1+α

du (2.13)

i знайдемо для них оцiнки зверху.
Оцiнимо перший iнтеграл з (2.12). При u ∈

[
0; 1δ
]
, δ > 2, матиме-

мо

1
δ∫

0

u1−α|dφ′(u)| = δr

1
δ∫

0

(
2

δ
u1−α + u2−α

)
du ≤ K1

δ3−(r+α)
. (2.14)

При u ∈
[
1
δ ;

1
2

]
, δ > 2, i r > 3, враховуючи, що φ′′(u) > 0, отриму-

ємо
1
2∫

1
δ

u1−α|dφ′(u)| =

1
2∫

1
δ

u1−αdφ′(u) ≤ K2

δ3−(r+α)
.
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Отже,
1
2∫

0

u1−α|dφ′(u)| = O

(
1

δ3−(r+α)

)
, δ →∞. (2.15)

Оцiнимо другий та третiй iнтеграли з (2.12). Оскiльки

3
2∫

1
2

|u− 1|1−α|dφ′(u)| ≤ 2α
∞∫
1
2

u|dφ′(u)|,
∞∫
3
2

(u− 1)|dφ′(u)| ≤
∞∫
1
2

u|dφ′(u)|.

та є очевидною оцiнка
∞∫
1
2

u|dφ′(u)| = O(1), δ →∞,

то матимемо
3
2∫

1
2

|u− 1|1−α|dφ′(u)| = O(1),

∞∫
3
2

(u− 1)|dφ′(u)| = O(1), δ →∞. (2.16)

Використовуючи схему оцiнювання першого iнтеграла з (12) робо-

ти [15], знайдемо оцiнки iнтеграла
∞∫
0

|φ(u)|
u1+α

du на кожному з промiжкiв[
0; 1δ
]
,
[
1
δ ; 1
]

та [1;∞). При r > 3 i δ →∞ отримаємо

1
δ∫

0

|φ(u)|
u1+α

du = δr

1
δ∫

0

1

u1+α

(
4

3δ2
u+

1

δ
u2 +

1

6
u3
)
du = O

(
1

δ3−(r+α)

)
,

(2.17)
1∫

1
δ

|φ(u)|
u1+α

du =

1∫
1
δ

1

u1+α

(
4

3δ2
u1−r +

1

δ
u2−r +

1

6
u3−r

)
du = O

(
1

δ3−(r+α)

)
,

(2.18)
∞∫
1

|φ(u)|
u1+α

du =

∞∫
1

1

u1+α

(
4

3δ2
u1−r +

1

δ
u2−r +

1

6
u3−r

)
du = O(1).

(2.19)
З (2.17)–(2.19) випливає оцiнка∞∫

0

|φ(u)|
u1+α

du = O

(
1

δ3−(r+α)

)
, r > 3, δ →∞. (2.20)
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Аналогiчно до формули (2.30) роботи [30], можна переконатись в
справедливостi рiвностi

1∫
0

|φ(1− u)− φ(1 + u)|
u1+α

du =

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u1+α

du

+O
(
|φ(0)|+|φ(1)|+

1
2∫

0

u1−α|dφ′(u)|+

3
2∫

1
2

|u−1|1−α|dφ′(u)|+
∞∫
3
2

(u−1)|dφ′(u)|
)
,

(2.21)
де λ(u) = 1− 4

3δ2
u− 1

δu
2 − 1

6u
3. Оскiльки

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u1+α

du = O(1), δ →∞,

то в силу спiввiдношення (2.21), враховуючи оцiнки (2.15) та (2.16),
отримаємо

1∫
0

|φ(1− u)− φ(1 + u)|
u1+α

du = O

(
1

δ3−(r+α)

)
, r > 3, δ →∞. (2.22)

Ми показали збiжнiсть iнтегралiв (2.12) та (2.13), а отже, згiдно
з теоремою 1 роботи [22], iнтеграл A(α, φ) збiжний i для нього має
мiсце оцiнка

A(α,φ) =
( 1

δ3−(r+α)

)
, δ →∞. (2.23)

Доведемо тепер збiжнiсть iнтеграла (2.9). Для цього, згiдно з тео-
ремою 1 роботи [22, c. 6], покажемо збiжнiсть iнтегралiв

1
2∫

0

u1−α|dµ′(u)|,

3
2∫

1
2

|u− 1|1−α|dµ′(u)|,
∞∫
3
2

(u− 1)|dµ′(u)|, (2.24)

∞∫
0

|µ(u)|
u1+α

du,

1∫
0

|µ(1− u)− µ(1 + u)|
u1+α

du. (2.25)

Для того, щоб оцiнити iнтеграли з (2.24) дослiдимо спочатку на-
ступну функцiю

µ̃(u) = 1− (1 + γu+ θu2)e−u − 4

3δ2
u− 1

δ
u2 − 1

6
u3. (2.26)
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Оскiльки

µ̃′(u) = (1 + γ + θu2)e−u − (γ + 2θu)e−u − 4

3δ2
− 2

δ
u− 1

2
u2,

µ̃′′(u) = −(1 + γ + θu2)e−u − 2(γ + 2θu)e−u − 2θe−u − 2

δ
− u,

µ̃(0) = 0, µ̃′(0) = 1− γ − 4

3δ2
< 0,

то можна показати, що при u ≥ 0

µ̃(u) ≤ 0, µ̃′(u) < 0, µ̃′′(u) < 0. (2.27)

В силу (2.27) та нерiвностей

e−u ≤ 1−u+ u2

2
− u

3

6
+
u4

24
, e−u ≥ 1−u+ u2

2
− u

3

6
, e−u ≤ 1−u+ u2

2
,

e−u ≥ 1− u, e−u ≤ 1, u ≥ 0,

одержимо

|µ̃(u)| ≤ u
(
γ−1+

4

3δ2

)
+u2

(1
2
−γ+θ+ 1

δ

)
+u3

(γ
2
−θ
)
+u4

( 1

24
+
θ

2

)
,

∣∣µ̃′(u)∣∣ ≤ (γ−1+
4

3δ2

)
+2u

(1
2
−γ+θ+ 1

δ

)
+3u2

(γ
2
−θ
)
+u3

(1
6
+2θ

)
,

∣∣µ̃′′(u)∣∣ ≤ 2
(1
2
− γ + θ +

1

δ

)
+ 6u

(γ
2
− θ
)
+ u2

(1
2
+ 6θ

)
.

Тодi, взявши до уваги оцiнки

γ − 1 +
4

3δ2
≤ 3

δ3
,

1

2
− γ + θ +

1

δ
≤ 3

δ2
,
γ

2
− θ ≤ 2

δ
,

1

24
+
θ

2
≤ 1,

1

2
+ 6θ ≤ 3,

1

6
+ 2θ ≤ 2,

будемо мати

|µ̃(u)| ≤ 3

δ3
u+

3

δ2
u2 +

2

δ
u3 + u4, (2.28)

∣∣µ̃′(u)∣∣ ≤ 3

δ3
+

6

δ2
u+

6

δ
u2 + 2u3, (2.29)

∣∣µ̃′′(u)∣∣ ≤ 6

δ2
+

12

δ
u+ 3u2. (2.30)
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Щоб оцiнити перший iнтеграл в (2.24), розiб’ємо промiжок [0; 12 ]
на двi частини: [0; 1δ ] та [1δ ;

1
2 ], δ > 2. Iз (2.5), враховуючи оцiнки (2.28)–

(2.30), отримаємо

1
δ∫

0

u1−α|dµ′(u)| ≤ δr
1
δ∫

0

( 6

δ2
+

12

δ
u+ 3u2

)
u1−αdu ≤ K3

δ4−(r+α)
, (2.31)

1
2∫

1
δ

u1−α|dµ′(u)| ≤ r(r + 1)

1
2∫

1
δ

u−r−α−1|µ̃(u)|du

+2r

1
2∫

1
δ

u−r−α|µ̃′(u)|du+

1
2∫

1
δ

u1−r−α|µ̃′′(u)|du

≤ r(r + 1)

1
2∫

1
δ

u−r−α−1
( 3

δ3
u+

3

δ2
u2 +

2

δ
u3 + u4

)
du

+2r

1
2∫

1
δ

u−r−α
( 3

δ3
+

6

δ2
u+

6

δ
u2+2u3

)
du+

1
2∫

1
δ

u1−r−α
( 6

δ2
+

12

δ
u+3u2

)
du.

(2.32)
З (2.32) випливає, що

1
2∫

1
δ

u1−α|dµ′(u)| =


O(1), 3 < r + α < 4,
O
(
ln δ
)
, r + α = 4,

O
(

1
δ4−(r+α)

)
, r + α > 4,

δ →∞. (2.33)

Об’єднуючи (2.31) та (2.33) будемо мати оцiнку

1
2∫

0

u1−α|dµ′(u)| =


O(1), 3 < r + α < 4,
O
(
ln δ
)
, r + α = 4,

O
(

1
δ4−(r+α)

)
, r + α > 4,

δ →∞. (2.34)

Використовуючи (2.27) та нерiвностi

e−u ≤ 1, e−u ≤ 1− u+
u2

2
, e−u ≥ 1− u, u ≥ 0,
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оцiнимо функцiю µ̃(u) та її похiднi наступним чином:

|µ̃(u)| ≤ u
(
− 1 + γ +

4

3δ2
)
+ u2

(1
2
− γ + θ +

1

δ

)
+ u3

(γ
2
+

1

6

)
,

|µ̃′(u)| ≤
(
− 1 + γ +

4

3δ2
)
+ u
(
1− 2γ + 2θ +

2

δ

)
+ u2

(3
2
γ + θ +

1

2

)
,

|µ̃′′(u)| ≤
(
1− 2γ + 2θ +

2

δ

)
+ u
(
3γ + 1

)
+
(
θu2 + 4θu

)
e−u.

Тодi, використовуючи оцiнки

−1 + γ +
4

3δ2
≤ 2

δ2
,

1

2
− γ + θ +

1

δ
≤ 2

δ
,
γ

2
+

1

6
≤ 1,

3

2
γ + θ +

1

2
≤ 4,

3γ + 1 ≤ 6,
(
4θu+ θu2

)
e−u ≤ 2u, u ≥ 0,

матимемо
|µ̃(u)| ≤ 2

δ2
u+

2

δ
u2 + u3, u ≥ 0, (2.35)

|µ̃′(u)| ≤ 2

δ2
+

4

δ
u+ 4u2, u ≥ 0, (2.36)

|µ̃′′(u)| ≤ 4

δ
+ 8u, u ≥ 0. (2.37)

Оскiльки
3
2∫

1
2

|u− 1|1−α|dµ′(u)| ≤ 2α
∞∫
1
2

u|dµ′(u)|,
∞∫
3
2

(u− 1)|dµ′(u)| ≤
∞∫
1
2

u|dµ′(u)|,

то, враховуючи спiввiдношення (2.35)–(2.37), знайдемо оцiнку iнте-
грала

∞∫
1
2

u|dµ′(u)| ≤ r(r + 1)

∞∫
1
2

u−r−1
( 2

δ2
u+

2

δ
u2 + u3

)
du

+2r

∞∫
1
2

u−r
( 2

δ2
+
4

δ
u+4u2

)
du+

∞∫
1
2

u1−r
(4
δ
+8u

)
du ≤ K6, r > 3. (2.38)

Таким чином
3
2∫

1
2

|u− 1|1−α|dµ′(u)| = O(1),

∞∫
3
2

(u− 1)|dµ′(u)| = O(1), δ →∞. (2.39)



I. В. Кальчук, В. I. Кравець, У. З. Грабова 367

Оцiнимо перший iнтеграл з (2.25), розбивши промiжок [0;∞) на
три частини: [0; 1δ ], [

1
δ ; 1], [1;∞). З формули (2.26) iз врахуванням

(2.28) та (2.35) одержимо

1
δ∫

0

|µ(u)|
u1+α

du = δr

1
δ∫

0

|µ̃(u)| du
u1+α

≤ δr
1
δ∫

0

(
3

δ3
u+

3

δ2
u2 +

2

δ
u3 + u4

)
du

u1+α
du ≤ K7

δ4−(r+α)
,

1∫
1
δ

|µ(u)|
u1+α

du =

1∫
1
δ

|µ̃(u)| du

u1+α+r
=


O(1), 3 < r + α < 4,
O
(
ln δ
)
, r + α = 4,

O
(

1
δ4−(r+α)

)
, r + α > 4,

δ →∞,

∞∫
1

|µ(u)|
u1+α

du =

∞∫
1

|µ̃(u)| du

u1+α+r
≤

∞∫
1

(
2

δ2
u+

2

δ
u2 + u3

)
u−r−1−αdu ≤ K8.

Об’єднуючи останнi спiввiдношення, отримаємо

∞∫
0

|µ(u)|
u1+α

du =


O(1), 3 < r + α < 4,
O
(
ln δ
)
, r + α = 4,

O
(

1
δ4−(r+α)

)
, r + α > 4,

δ →∞. (2.40)

Для того, щоб оцiнити другий iнтеграл з (2.25), вiдмiтимо, що має
мiсце рiвнiсть

1∫
0

|µ(1− u)− µ(1 + u)|
u1+α

du =

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u1+α

du

+O
(
|µ(0)|+|µ(1)|+

1
2∫

0

u1−α|dµ′(u)|+

3
2∫

1
2

|u−1|1−α|dµ′(u)|+
∞∫
3
2

(u−1)|dµ′(u)|
)
,

де λ(u) = (1 + γu+ θu2)e−u + 4
3δ2
u+ 1

δu
2 + 1

6u
3.

Оскiльки

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u1+α

du = O(1), δ →∞
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то враховуючи спiввiдношення (2.34) та (2.39), отримаємо

1∫
0

|µ(1− u)− µ(1 + u)|
u1+α

du =


O(1), 3 < r + α < 4,
O
(
ln δ
)
, r + α = 4,

O
(

1
δ4−(r+α)

)
, r + α > 4,

δ →∞.

(2.41)
Використовуючи формули (2.34), (2.39), (2.40) та (2.41), згiдно з

теоремою 1 роботи [22], переконуємося в тому, що iнтеграл A(α, µ) є
збiжний i для нього справедлива оцiнка

A(α, µ) =


O(1), 3 < r + α < 4,
O
(
ln δ
)
, r + α = 4,

O
(

1
δ4−(r+α)

)
, r + α > 4,

δ →∞. (2.42)

Отже, умови теореми 3 роботи Л. I. Баусова [22] виконуються,
тобто має мiсце рiвнiсть (2.10). Iз врахуванням оцiнки (2.42), при
δ →∞ отримуємо

E(W r
βH

α;P3(δ))C =
1

δr
sup

f∈W r
βH

α
∥fφ∥C +O (Υ(r)) , (2.43)

де Υ(r) означається формулою (2.2), а функцiя fφ(x) — формулою
(2.11).

Можна показати, що ряд Фур’є функцiї fφ(x) має вигляд (див.,
напр., [28])

S[fφ(x)] =
∞∑
k=1

φ

(
k

δ

)
kr(ak cos kx+ bk sin kx),

де ak, bk — коефiцiєнти Фур’є функцiї f . Звiдси, враховуючи формулу
(2.4), отримуємо, що

S[fφ(x)] =
1

δ3−r

∞∑
k=1

(
4

3
k + k2 +

1

6
k3
)
(ak cos kx+ bk sin kx).

Тому, згiдно з (1.1),

fφ(x) =
1

δ3−r

(
4

3
f
(1)
0 (x) + f

(2)
0 (x) +

1

6
f
(3)
0 (x)

)
. (2.44)

Пiдставляючи (2.44) в (2.43) отримуємо (2.1). Теорему доведено.
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Зауваження 2.1. Порiвнюючи результати робiт [22, 24] та теорему
2.1, бачимо, що порядок наближення класiв W r

βH
α, r > 3, за допомо-

гою iнтегралу Пуассона рiвний 1
δ , бiгармонiйного iнтегралу Пуассона

— 1
δ2

, а тригармонiйного iнтегралу Пуассона — 1
δ3

.
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