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1. Вступ

Функцiю, яка визначена на компактi R ⊂ R i задана значеннями у
точках множини X ⊂ R, можна наближати iнтерполяцiйним много-
членом [1,2], сплайном [3], апроксимантою Паде [4], iнтерполяцiйним
ланцюговим дробом [5–8].

У роботi [9] формулу залишкового члена iнтерполяцiйного лан-
цюгового дробу Тiле [10] було узагальнено на ланцюговi дроби, еле-
менти яких є многочлени. У статтi [11] отримано оцiнку залишко-
вого члена iнтерполяцiйного ланцюгового дробу Тiле, коли функцiя
f ∈ C(n+1)(R).

У данiй роботi при дослiдженнi задачi iнтерполяцiї функцiй дiй-
сної змiнної iнтерполяцiйним ланцюговим дробом Тiле використано
континуанту. Доведено властивостi континуанти. Отримано вигляд
залишкового члена iнтерполяцiйного ланцюгового дробу Тiле та об-
ґрунтовано його оцiнку. На числових прикладах проiлюстровано пе-
реваги нової оцiнки залишкового члена над оцiнкою, яку отримано у
роботi [11].
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2. Iнтерполяцiя функцiй ланцюговими дробами

Нехай b0, ak ̸= 0, bk, k ∈ N, є дiйснi числа, або функцiї змiнної x.
Нескiнченний ланцюговий дрiб вигляду

D = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+

ak

bk + . . .

будемо коротко записують наступним чином

b0 +
∞

K
k=1

ak
bk

= b0 +
a1

b1+

a2

b2+ · · ·+
ak

bk + · · ·
. (2.1)

Аналогiчно, n–й пiдхiдний дрiб, n–е наближення ланцюгового дробу
(2.1) коротко записують так

Dn =
Pn

Qn
= b0 +

n

K
k=1

ak
bk

= b0 +
a1

b1+

a2

b2+ · · ·+
an

bn
. (2.2)

Значення канонiчних чисельника Pn i знаменника Qn ланцюгово-
го дробу (2.2) визначають через елементи ланцюгового дробу b0, ak,
bk, k ∈ N, за допомогою формул Валлiса [12].

Нехай на компактi R ⊂ R вибрана множина вузлiв

X = {xi : xi ∈ R, xi ̸= xj , i ̸= j, i, j = 0, n}. (2.3)

Функцiя f iнтерполюється за значеннями у вузлах X ланцюговим
дробом Тiле (Т–IЛД) [5, 13] вигляду

Dn(x) =
Pn(x)

Qn(x)
= b0 +

n

K
i=1

x− xi−1

bi
, bi ∈ R, i = 0, n. (2.4)

Т–IЛД має задовольняти iнтерполяцiйнi умови

Dn(xi) = yi, xi ∈ X, yi = f(xi), i = 0, n. (2.5)

Коефiцiєнти Т–IЛД (2.4) bi, i ∈ N0 = N ∪ {0}, визначаються iз
iнтерполяцiйної умови (2.5) або через оберненi подiленi рiзницi, або
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через оберненi рiзницi [5,10,13], або за рекурентним спiввiдношенням
у виглядi ланцюгового дробу [8]

b0 = y0, b1 =
x1 − x0
y1 − b0

, bk =
xk − xk−1

−bk−1 +

xk − xk−2

−bk−2 +

+ · · ·+
xk − x1
−b1 +

xk − x0
yk − b0

, k ∈ N2 = N\{1}.

Вiдомо [10], що якщо функцiя f ∈ C(n+1)(R), то залишковий член
Т–IЛД Rn(x) = f(x)−Dn(x) задається формулою

Rn(x) =

n∏
i=0

(x− xi)

(n+ 1)!Qn(x)

dn+1

dxn+1

(
f(x) ·Qn(x)

)∣∣∣
x=ξ

, ξ ∈ R. (2.6)

Теорема 2.1 ([8, 11]). Нехай f ∈ C(n+1)(R). За значеннями функцiї
у точках множини (2.3) побудований Т–IЛД (2.4). Тодi

∣∣Rn(x)
∣∣ ≤ E1 =

fmax(bmax)
n

n∏
k=0

|x− xk|

(n+ 1)!|Qn(x)|

(
κn+1(ρ) +

r∑
m=1

(
n+1
m

) m!

b2mmin

×

×
r−m∑
k=0

(
n+k
m

)(
n−m−k
m+k

)
ρk
)
,

де r =
[
n
2

]
, α = diamR, bmin = min

1≤i≤n
|bi|, bmax = max

1≤i≤n
|bi|, ρ =

α

b2min

,

fmax= max
0≤m≤r

max
x∈R

|f (n+1−m)(x)|, κn(ρ)=
(1+

√
1+4ρ)n−(1−

√
1+4ρ)n

2n
√
1 + 4ρ

.

Основний результат даної роботи складає теорема.

Теорема 2.2. Нехай f ∈ C(n+1)(R). За значеннями функцiї f у то-
чках множини (2.3) побудований Т–IЛД (2.4). Тодi

∣∣Rn(x)
∣∣ ≤ E2 =

fmax

n∏
k=0

|x− xk|

(n+ 1)! |T⟨1⟩
n (x)|

(
bnmax κn+1(ρ) +

r∑
k=1

(
n+1
k

)
bn−2k
max ×

×
n+1−2k∑
i1=1

κi1(ρ)

n+3−2k∑
i2=i1+2

κi2−i1−1(ρ) · · ·
n−3∑

ik−1=ik−2+2

κik−1−ik−2−1(ρ)×

×
n−1∑

ik=ik−1+2

κik−ik−1−1(ρ)κn−ik(ρ)

)
, (2.7)

де T
⟨1⟩
n (x) – континуанта, яка визначається у (4.2).
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3. Континуанта та її властивостi

Нехай b0, ai, bi, i ∈ N, дiйснi числа або функцiї. Розглянемо визна-
чник вигляду

H⟨i⟩
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bi ai+1 0 0 . . . 0 0
−1 bi+1 ai+2 0 . . . 0 0
0 −1 bi+2 ai+3 . . . 0 0
0 0 −1 bi+3 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . bn−1 an
0 0 0 0 . . . −1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, i = 0, n, n ∈ N, (3.1)

який називається континуантою [14] i скорочено записується так

H⟨i⟩
n = K

(
bi,

ai+1,

bi+1,

ai+2,

bi+2,

. . . ,

. . . ,

an−1,

bn−1,

an
bn

)
.

Континуанта (3.1), як частинний випадок визначника Гессенберґа,
задовольняє тричленне рекурентне спiввiдношення [15]

H⟨i⟩
m = bmH⟨i⟩

m−1 + amH⟨i⟩
m−2, m = i+ 1, n, H

⟨i⟩
i = bi, H

⟨i⟩
i−1 = 1. (3.2)

Теорема 3.1. Якщо елемент ak, i < k ≤ n, континуанти H⟨i⟩
n рiвний

нулю, а всi решта елементiв вiдмiннi вiд нуля, то

H⟨i⟩
n = H⟨k⟩

n · H⟨i⟩
k−1. (3.3)

Доведення. Оскiльки ak = 0, то з рекурентного спiввiдношення (3.2)
маємо, що

H⟨i⟩
k = bkH

⟨i⟩
k−1 = H⟨k⟩

k H⟨i⟩
k−1,

H⟨i⟩
k+1 = bk+1H

⟨i⟩
k + ak+1H

⟨i⟩
k−1 = (bkbk+1 + ak+1)H

⟨i⟩
k−1 = H⟨k⟩

k+1H
⟨i⟩
k−1.

Отже, для n = k та n = k + 1 формула (3.3) має мiсце. Зробимо
припущення, що (3.3) виконуються для n = m. Тодi з (3.2) отримуємо:

H⟨i⟩
m+1 = bm+1H⟨i⟩

m + am+1H⟨i⟩
m−1 =

= bm+1H⟨k⟩
m H⟨i⟩

k−1 + am+1H⟨k⟩
m−1H

⟨i⟩
k−1 = H⟨k⟩

m+1H
⟨i⟩
k−1.

Отже, формула (3.3) виконується для довiльного n.

Доведемо наступне спiввiдношення для континуанти.
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Теорема 3.2. Якщо елементи континуанти as ̸= 0, s = i, n, bs ̸= 0,
s = i, k + i− 2, bt ̸= 0, t = k + i, n, i bk+i−1 = 0, i ≤ n, k = 1, n− i, то
континуанта

A⟨i,k⟩
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bi ai+1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
−1 bi+1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . bk+i−2 ak+i−1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 ak+i . . . 0 0
0 0 . . . 0 −1 bk+i . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 0 0 . . . bn−1 an
0 0 . . . 0 0 0 . . . −1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= ak+iH
⟨i⟩
k+i−2H

⟨k+i+1⟩
n , де H⟨n+1⟩

n = H⟨i⟩
0 = 1, k = 1, n− i. (3.4)

Доведення. Нехай k = 1, тодi

A⟨i,1⟩
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ai+1 0 0 . . . 0 0 0
−1 bi+1 ai+2 0 . . . 0 0 0
0 −1 bi+2 ai+3 . . . 0 0 0
0 0 −1 bi+3 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . bn−2 an−1 0
0 0 0 0 . . . −1 bn−1 an
0 0 0 0 . . . 0 −1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Якщо визначник розвинути послiдовно за 1–м рядком та 1–м стов-
пцем, то отримаємо A⟨i,1⟩

n = ai+1H⟨i⟩
i−1H

⟨i+2⟩
n . Для k = 2 розвинемо

визначник послiдовно за 2–м рядом та 2–м стовпцем. Будемо мати
A(i,2)

n = ai+2H⟨i⟩
i H⟨i+3⟩

n . У загальному випадку для k = m розвинемо
визначник послiдовно за m–м рядком i m–м стовпцем, маємо

A⟨i,m⟩
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bi ai+1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
−1 bi+1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . bm+i−2 am+i−1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 am+i . . . 0 0
0 0 . . . 0 −1 bm+i . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 0 0 . . . bn−1 an
0 0 . . . 0 0 0 . . . −1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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= −am+i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bi ai+1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
−1 bi+1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . bm+i−2 am+i−1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 −1 am+i+1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 bm+i+1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 0 0 . . . bn−1 an
0 0 . . . 0 0 0 . . . −1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=−am+iam+i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bi ai+1 . . . 0 0 0 . . . 0
−1 bi+1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . bm+i−3 am+i−2 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 am+i+1 . . . 0
0 0 . . . 0 0 bm+i+1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 0 0 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+am+i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bi ai+1 . . . 0 0 0 0 . . . 0
−1 bi+1 . . . 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . bm+i−3 am+i−2 0 0 . . . 0
0 0 . . . −1 bm+i−2 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 bm+i+1 am+i+2 . . . 0
0 0 . . . 0 0 −1 bm+i+2 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 0 0 0 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Вибравши першi (m− 2) стовпцi у визначниках та скориставшись те-
оремою Лапласа [16], отримаємо A⟨i,m⟩

n = am+iH⟨i⟩
m+i−2H

⟨m+i+1⟩
n . Фор-

мула (3.4) доведена.

Континуанта володiє властивiстю iнварiантностi вiдносно оберне-
ного порядку елементiв [14], тобто

K
(
bi,

ai+1,

bi+1,

ai+2,

bi+2,

. . . ,

. . . ,

an−1,

bn−1,

an
bn

)
= K

(
bn,

an,

bn−1,

an−1,

bn−2,

. . . ,

. . . ,

ai+2,

bi+1,

ai+1

bi

)
.
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Теорема 3.3. Якщо H⟨i⟩
n ̸= 0, де i = 0, 1, крiм того w = H⟨0⟩

n /H⟨1⟩
n ,

то

bn =

anK
(
−bn−2,

an−2,

−bn−3,

an−3,

−bn−4,

. . . ,

. . . ,

a3,

−b2,
a2,

−b1,
a1

w − b0

)
K
(
−bn−1,

an−1,

−bn−2,

an−2,

−bn−3,

. . . ,

. . . ,

a3,

−b2,
a2,

−b1,
a1

w − b0

) . (3.5)

Доведення. Оскiльки за припущенням теореми w = H⟨0⟩
n /H⟨1⟩

n , то

wK
(
bn,

an,

bn−1,

an−1,

bn−2,

. . . ,

. . . ,

a3,

b2,

a2
b1

)
= K

(
bn,

an,

bn−1,

an−1,

bn−2,

. . . ,

. . . ,

a2,

b1,

a1
b0

)
.

Розвинемо визначники за 1–м стовпцем. Маємо

w bnK
(
bn−1,

an−1,

bn−2,

. . . ,

. . . ,

a3,

b2,

a2
b1

)
+ w anK

(
bn−2,

an−2,

bn−3,

. . . ,

. . . ,

a3,

b2,

a2
b1

)
=

= bnK
(
bn−1,

an−1,

bn−2,

. . . ,

. . . ,

a2,

b1,

a1
b0

)
+ anK

(
bn−2,

an−2,

bn−3,

. . . ,

. . . ,

a2,

b1,

a1
b0

)
.

Звiдки отримуємо

bn =

− anK
(
bn−2,

an−2,

bn−3,

. . . ,

. . . ,

a2,

b1,

a1
b0 − w

)
K
(
bn−1,

an−1,

bn−2,

. . . ,

. . . ,

a2,

b1,

a1
b0 − w

) .

Якщо у визначниках чисельника та знаменника винести множник
(−1) з непарних рядкiв та парних стовпчикiв, то отримаємо (3.5)

4. Взаємозв’язок континуанти та iнтерполяцiйного
ланцюгового дробу

Вiдомо [15], що n–й пiдхiдний дрiб Dn ланцюгового дробу (2.1)
можна подати у виглядi вiдношення континуант, тобто

Dn =
Pn

Qn
=

H⟨0⟩
n

H⟨1⟩
n

. (4.1)

Введемо до розгляду континуанти вигляду

T⟨i⟩
m (x) = K

(
bi,

x− xi,

bi+1,

x− xi+1,

bi+2,

. . . ,

. . . ,

x− xm−1

bm

)
, i < m. (4.2)

Iз (4.1) маємо, що Т–IЛД (2.4) можна записати як вiдношення конти-
нуант вигляду (4.2) наступним чином Dn(x) = T

⟨0⟩
n (x)/T

⟨1⟩
n (x). Крiм

того, для довiльного значення k = 1, n виконується спiввiдношення

Dn(xk) =
T

⟨0⟩
k (xk)

T
⟨1⟩
k (xk)

. (4.3)
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Спiввiдношення (4.3) безпосередньо випливає iз теореми 3.1. Оскiль-
ки елемент ak+i континуанти T

⟨i⟩
n (xk), i = 0, 1, рiвний нулю, то з (3.3)

маємо, що

Dn(xk) =
T

⟨0⟩
k (xk)T

⟨k+1⟩
n (xk)

T
⟨1⟩
k (xk)T

⟨k+1⟩
n (xk)

=
T

⟨0⟩
k (xk)

T
⟨1⟩
k (xk)

.

Теорема 4.1. Коефiцiєнти Т–IЛД (2.4) визначаються за формула-
ми

b0 = y0, b1 =
x1 − x0

y1 − b0
, b2 =

∣∣∣∣x2 − x1 0
−1 y2 − b0

∣∣∣∣∣∣∣∣−b1 x2 − x0
−1 y2 − b0

∣∣∣∣ , (4.4)

bk =

(xk − xk−1)K
(
−bk−2,

xk − xk−3,

−bk−3,

. . . ,

. . . ,

xk − x1,

−b1,
xk − x0
yk − b0

)
K
(
−bk−1,

xk − xk−2,

−bk−2,

. . . ,

. . . ,

xk − x1,

−b1,
xk − x0
yk − b0

) , (4.5)

коли k = 3, n.

Доведення. З iнтерполяцiйної умови маємо, що yk = Dn(xk), k =

= 0, n. Iз (4.3) випливає, що yk = T
⟨0⟩
k (xk)/T

⟨1⟩
k (xk), k = 0, n. Згiдно

iз теоремою 3.3 коефiцiєнт bk визначається за формулою (3.5), де
ai = xk − xi−1, i = 1, k. Звiдки отримуємо (4.4)–(4.5).

5. Формула залишкового члена Т–IЛД

Визначимо залишковий член Т–IЛД через континуанти. Розгля-
немо визначники

[
t
⟨1⟩
n (x)

]
i
, де i = 1, n, якi утворенi iз континуанти

T
⟨1⟩
n (x) замiною елементiв i–го рядка їх похiдними. Очевидно, що i–

й рядок
[
t
⟨1⟩
n (x)

]
i

мiстить єдиний ненульовий елемент рiвний 1 на
перетинi з (i+ 1)–м стовпцем, i = 0, n− 1. Очевидно, що

[
t
⟨1⟩
n (x)

]
n
≡

≡ 0, оскiльки останнiй рядок визначника мiстять лише нулi. Нехай[
t
⟨1⟩
n (x)

]
ij
, i, j = 1, n, визначники, якi утворенi з континуанти T

⟨1⟩
n (x)

замiною елементiв i–го та j–го рядкiв їх похiдними. Мають мiсце то-
тожностi [

t⟨1⟩n (x)
]
ii
≡
[
t⟨1⟩n (x)

]
i,n

≡ 0, i = 1, n− 2,[
t⟨1⟩n (x)

]
i,i+1

≡ 0, i = 1, n− 1.
(5.1)

Перша тотожнiсть (5.1) очевидна, оскiльки визначники мiстять по
одному рядку з нульовими елементами. Другу тотожнiсть отримуємо,
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якщо розвинемо визначники за правилом Лапласа у суму добуткiв
мiнорiв 2–го порядку, що мiстяться у i–му та (i+ 1)–му рядках на їх
алгебричнi доповнення.

Нехай
[
t
⟨1⟩
n (x)

]
i1i2...ik

— визначник, який утворений iз континуанти

T
⟨1⟩
n (x) замiною елементiв рядкiв i1, i2, . . . , ik їх похiдними.

Теорема 5.1. (A) Похiдна k–го порядку, k = 1, [n/2], континуанти
T

⟨1⟩
n (x) рiвна:

(
T⟨1⟩

n (x)
)(k)

= k!

n+1−2k∑
i1=1

n+3−2k∑
i2=i1+2

· · ·
n−1∑

ik=ik−1+2

[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2...ik

. (5.2)

(B) Якщо k > [n/2], то
(
T

⟨1⟩
n (x)

)(k) ≡ 0.

Доведення. (A) Формулу (5.2) доведемо за iндукцiєю. Оскiльки має
мiсце тотожнiсть

[
t
⟨1⟩
n (x)

]
n
≡ 0, то згiдно iз правилом диференцiюва-

ння визначникiв для k = 1 маємо:

(
T⟨1⟩

n (x)
)(1)

=

n−1∑
i=1

[
t⟨1⟩n (x)

]
i
,
[
t⟨1⟩n (x)

]
n
≡ 0.

Друга похiдна континуанти T
⟨1⟩
n (x) буде рiвна

(
T⟨1⟩

n (x)
)(2)

=

n∑
i2=1

n−1∑
i1=1

[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2

.

Враховуючи симетричнiсть визначникiв
[
t
⟨1⟩
n (x)

]
ij

=
[
t
⟨1⟩
n (x)

]
ji

та
спираючись на (5.1), маємо

(
T⟨1⟩

n (x)
)(2)

= 2 ·
n−3∑
i1=1

n−1∑
i2=i1+2

[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2

.

Припустимо, що (5.2) виконується для k = m− 1, де m− 1 < [n/2].
Знаходимо похiдну m–го порядку континуанти T

⟨1⟩
n (x). Маємо:

((
T⟨1⟩

n (x)
)(m−1)

)′
= (m− 1)!

n∑
im=1

n+3−2m∑
i1=1

· · ·
n−1∑

im−1=im−2+2

[
t⟨1⟩n (x)

]
i1...im

.

Враховуючи (5.1) та спiввiдношення[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2...im−1im

=
[
t⟨1⟩n (x)

]
i2i1...im−1im

= . . . =
[
t⟨1⟩n (x)

]
imim−1...i2i1
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отримуємо

(
T⟨1⟩

n (x)
)(m)

= m!
n+1−2m∑

i1=1

n+3−2m∑
i2=i1+2

· · ·
n−1∑

im=im−1+2

[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2...im

.

Отже, формула (5.2) виконується для довiльного 1 ≤ m ≤ [n/2].

(B) Згiдно iз пунктом (A) похiдна порядку l = [n/2] континуанта
T

⟨1⟩
n (x) визначається за формулою (5.2).

Знайдемо похiдну (l + 1)–го порядку:(
T⟨1⟩

n (x)
)(l+1)

= l!

n∑
k=1

n+1−2l∑
i1=1

n+3−2l∑
i2=i1+2

· · ·
n−1∑

il=il−1+2

[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2...imk

.

Згiдно iз (5.1) всi визначники у правiй частинi будуть рiвнi нулю.

Теорема 5.2. Нехай функцiя f ∈ C(n+1)(R) i iнтерполюється за
значеннями у точках множини (2.3) Т–IЛД (2.4). Тодi знайдеться
таке ξ ∈ IntR, що залишковий член Rn(x) = f(x) − Dn(x) буде
визначатися за формулою

Rn(x) =

n∏
i=0

(x− xi)

(n+ 1)!T
⟨1⟩
n (x)

(
f (n+1)(x)T⟨1⟩

n (x) +

r∑
k=1

(
n+1
k

)
f (n+1−k)(x)×

×
n+1−2k∑
i1=1

n+3−2k∑
i2=i1+2

· · ·
n−1∑

ik=ik−1+2

[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2...ik

)∣∣∣∣∣
x=ξ

, r = [n/2]. (5.3)

Доведення. Маємо, що Rn(x) = f(x) − T
⟨0⟩
n (x)/T

⟨1⟩
n (x). Розглянемо

допомiжну функцiю

F (x) = f(x)T⟨1⟩
n (x)−T⟨0⟩

n (x)− λ(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn). (5.4)

Згiдно iз iнтерполяцiйними умовами (2.5) функцiя F рiвна нулю у
(n+1)–й точцi xi ∈ R, i = 0, n. Якщо параметр λ вибрано наступним
чином

λ =
f(x∗)T

⟨1⟩
n (x∗)−T

⟨0⟩
n (x∗)

(x∗ − x0)(x∗ − x1) . . . (x∗ − xn)
, де x∗ ∈ R\X ,

то функцiя F буде рiвна нулю у (n+2)–х точках розширеної множи-
ни X̃ = X ∪ {x∗} ⊂ R. Згiдно iз узагальненою теоремою Ролля [1]
знайдеться така точка ξ ∈ IntR, що F (n+1)(ξ) = 0, або

dn+1

dxn+1

(
f(x)T⟨1⟩

n (x)
)∣∣∣

x=ξ
− dn+1

dxn+1

(
T⟨0⟩

n (x)
)∣∣∣

x=ξ
− (n+ 1)!λ = 0.
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Iз теореми 5.1 випливає, що
(
T

⟨0⟩
n (x)

)(n+1) ≡ 0. Скориставшись фор-
мулою похiдної (n+1)–го порядку добутку двох функцiй отримуємо,
що

dn+1

dxn+1

(
f(x) ·T⟨1⟩

n (x)
)
=

r∑
k=0

(
n+1
k

)
f (n+1−k)(x)

(
T⟨1⟩

n (x)
)(k)

.

Тодi

λ =
1

(n+ 1)!

r∑
k=0

((
n+1
k

)
f (n+1−k)(x)×

×
n+1−2k∑
i1=1

n+3−2k∑
i2=i1+2

· · ·
n−1∑

ik=ik−1+2

[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2...ik

)∣∣∣
x=ξ

.

Оскiльки x∗ є довiльна точка з R, то подiливши (5.4) на T
⟨1⟩
n (x) маємо

(5.3).

Зауваження 5.1. Формула залишкового члену (5.3) визначається
через континуанту T

⟨1⟩
n (x) та її похiднi i вiдрiзняється вiд формули

залишкового члену (2.6). Це надає можливостi обґрунтувати бiльш
точнi оцiнки залишкового члену Т–IЛД.

6. Доведення теореми 2.2

У цьому роздiлi доведено основний результат роботи теорему 2.2.

Доведення. Формулу (5.3) iз теореми 5.2 подамо у iншому вигля-
дi. Для цього визначники

[
t
⟨1⟩
n (x)

]
i1i2...ik

запишемо через континуан-

ти T
⟨l⟩
s (x) для деяких значень l та s. Так як i–й рядок визначника[

t
⟨1⟩
n (x)

]
i
, для i = 1, n− 1, мiстить всi нулi крiм елемента, який роз-

ташований на перетинi з (i + 1)–м стовпцем i рiвний 1, то згiдно iз
теоремою 3.2

[
t
⟨1⟩
n (x)

]
i
= T

⟨1⟩
i−1(x)T

⟨i+2⟩
n (x). У визначнику

[
t
⟨1⟩
n (x)

]
i1i2

єдиний вiдмiнний вiд нуля елемент i1–го рядка рiвний 1 розташований
у (i1 + 1)–й позицiї. Тому, згiдно iз тiєю ж теоремою

[
t
⟨1⟩
n (x)

]
i1i2

=

= T
⟨1⟩
i1−1(x)A

⟨i1+2,i2⟩
n (x), де A

⟨i1+2,i2⟩
n (x) отримується iз A⟨i1+2,i2⟩

n (x)
замiною ai+1 на x − xi. Єдиний ненульовий елемент (i2 − i1 − 1)–го
рядка визначника A

⟨i1+2,i2⟩
n (x) рiвний 1 займає (i2 − i1)–ту позицiю,

а тодi
[
t
⟨1⟩
n (x)

]
i1i2

= T
⟨1⟩
i1−1(x)T

⟨i1+2⟩
i2−1 (x)T

⟨i2+2⟩
n (x). Аналогiчним чином

можна показати, що[
t⟨1⟩n (x)

]
i1i2...is

= T
⟨1⟩
i1−1(x)T

(i1+2)
i2−1 (x) · · ·T(is−1+2)

is−1 (x)T(is+2)
n (x), (6.1)
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де s = 1, r,T
(s)
s−1(x) = 1.

З урахуванням (6.1) формула (5.3) перепишеться наступним чи-
ном

Rn(x) =

n∏
k=0

(x− xk)

(n+ 1)!T
⟨1⟩
n (x)

(
f (n+1)(ξ)T⟨1⟩

n (ξ) + f (n)(ξ)
(
n+1
1

)
×

×
n−1∑
i=1

T
⟨1⟩
i−1(ξ)T

⟨i+2⟩
n (ξ) +

(
n+1
2

)
f (n−1)(ξ)

n−3∑
i1=1

n−1∑
i2=i1+2

T
⟨1⟩
i1−1(ξ)T

⟨i1+2⟩
i2−1 (ξ)×

×T⟨i2+2⟩
n (ξ)+ · · ·+

(
n+1
r

)
f (n+1−r)(ξ)

n+1−2r∑
i1=1

n+3−2r∑
i2=i1+2

· · ·
n−1∑

ir=ir−1+2

T
⟨1⟩
i1−1(ξ)×

×T
⟨i1+2⟩
i2−1 (ξ) · · ·T⟨ir−1+2⟩

ir−1 (ξ)T⟨ir+2⟩
n (ξ)

)
. (6.2)

Обґрунтуємо оцiнку (2.7). Оцiнимо (6.2) за модулем. Маємо

∣∣Rn(x)
∣∣ ≤

n∏
k=0

|x− xk|

(n+ 1)!
∣∣T⟨1⟩

n (x)
∣∣(|f (n+1)(ξ)|

∣∣T⟨1⟩
n (ξ)

∣∣+ (n+1
1

)
|f (n)(ξ)|×

×
n−1∑
i=1

∣∣T⟨1⟩
i−1(ξ)

∣∣∣∣T⟨i+2⟩
n (ξ)

∣∣+ (n+1
2

)
|f (n−1)(ξ)|

n−3∑
i1=1

n−1∑
i2=i1+2

∣∣T⟨1⟩
i1−1(ξ)

∣∣×
×
∣∣T⟨i1+2⟩

i2−1 (ξ)
∣∣∣∣T⟨i2+2⟩

n (ξ)
∣∣+ · · ·+

(
n+1
r

)
|f (n+1−r)(ξ)|

n+1−2r∑
i1=1

n+3−2r∑
i2=i1+2

· · ·

· · ·
n−1∑

ir=ir−1+2

∣∣T⟨1⟩
i1−1(ξ)

∣∣∣∣T⟨i1+2⟩
i2−1 (ξ)

∣∣ · · · ∣∣T⟨ir−1+2⟩
ir−1 (ξ)

∣∣∣∣T⟨ir+2⟩
n (ξ)

∣∣).
У [8] доведено, що

∣∣T⟨s⟩
t (x)

∣∣ < (bmax)
t−s+1κt−s+2(ρ), s ≤ t. Тодi

∣∣Rn(x)
∣∣ ≤ fmax

n∏
k=0

|x− xk|

(n+ 1)!
∣∣T⟨1⟩

n (x)
∣∣((bmax)

nκn+1(ρ) +
(
n+1
1

)
(bmax)

n−2×

×
n−1∑
i=1

κi(ρ)κn−i(ρ) +
(
n+1
2

)
(bmax)

n−4
n−3∑
i1=1

κi1(ρ)
n−1∑

i2=i1+2

κi2−i1−1(ρ)×
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×κn−i2(ρ) +
(
n+1
3

)
(bmax)

n−6
n−5∑
i1=1

κi1(ρ)
n−3∑

i2=i1+2

κi2−i1−1(ρ)×

×
n−1∑

i3=i2+2

κi3−i2−1(ρ)κn−i3(ρ) + · · ·+
(
n+1
r

)
(bmax)

n−2r
n+1−2r∑
i1=1

κi1(ρ)×

×
n+3−2r∑
i2=i1+2

κi2−i1−1(ρ) · · ·
n−1∑

ir=ir−1+2

κir−ir−1−1(ρ)κn−ir(ρ)
)
.

Оцiнка (2.7) доведена.

7. Чисельнi приклади

Для iлюстрацiї ефективностi отриманої оцiнки E2 залишкового
члена Т–IЛД у виглядi (5.3) та порiвняння з оцiнкою E1 з теореми
2.1 залишкового члена Т–IЛД у виглядi (2.6), розглянемо чисельнi
приклади.

Нехай у якостi iнтерполяцiйних вузлiв вибрано коренi многочлена
Чебишова 1–го роду, якi знаходяться в R. Добре вiдомо [1], що для
такого вибору вузлiв

∏n
k=0 |x − xk| ≤ αn+1

22n+1 , α = diamR. Крiм того
припустимо, що коефiцiєнти bi, i = 1, n, Т–IЛД (2.4) задовольняють
умову типу Слєшинського–Прiнґсгейма, тобто |bi| ≥ α+ 1, i = 1, n.

У [8] обґрунтовано, що якщо елементи ai(x), bi(x), i = 1, n лан-
цюгового дробу Kn

i=1(ai(x)/bi(x)) задовольняють умови |ai(x)| ≤ α,

|bi(x)| ≥ α + 1, i = 1, n, x ∈ R, то Qn(x) i T
⟨1⟩
n (x) задовольняють

нерiвностi

|Qn(x)| ≥ Λn, |T⟨1⟩
n (x)| ≥ Λn, де Λn =

{
αn+1−1
α−1 , α ̸= 1,

n+ 1, α = 1.

Якщо за вузли вибрано коренi многочлена Чебишова 1–го роду, кое-
фiцiєнти Т–IЛД задовольняють умову |bi| ≥ α+ 1, i = 1, n, то оцiнка
E1 перепишеться у виглядi:

E1 =
fmaxb

n
maxα

n+1

22n+1Λn(n+ 1)!

(
κn+1(ρ) +

r∑
m=1

(
n+1
m

) m!

b2mmin

r−m∑
k=0

(
n+k
m

)(
n−m−k
m+k

)
ρk
)
,

де κn(ρ), fmax, bmin, bmax, ρ, r, α визначенi в умовi теореми 2.1.

Аналогiчно оцiнка E2 набуває вигляду

E2 =
fmax · αn+1

22n+1Λn(n+ 1)!

(
bnmaxκn+1(ρ) +

r∑
k=1

(
n+1
k

)
bn−2k
max ×
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×
n+1−2k∑
i1=1

κi1(ρ)
n+3−2k∑
i2=i1+2

κi2−i1−1(ρ) · · ·
n−3∑

ik−1=ik−2+2

κik−1−ik−2−1(ρ)×

×
n−1∑

ik=ik−1+2

κik−ik−1−1(ρ)κn−ik(ρ)

)
.

Результати отриманих значень обчислювальних експериментiв
вмiщено у таблицях. У першому стовпчику таблицi вказано кiлькiсть
iнтерполяцiйних вузлiв n, у другому та третьому стовпчиках, вiдпо-
вiдно, значення bmin та bmax, у четвертому стовпчику – оцiнка E1 i у
останньому – оцiнка E2.

Табл. 9.1: Функцiя 2x, промiжок R = [−0,45; 0,0]

n bmin bmax E1 E2

4 1,495319 4,744028 0,37622386 · 10−03 0,68695834 · 10−04

5 1,479851 8,216546 0,94634967 · 10−03 0,65432811 · 10−04

6 1,470265 8,027247 0,33122929 · 10−03 0,97885121 · 10−05

7 1,463939 11,569403 0,10333131 · 10−02 0,10578746 · 10−04

8 1,459553 11,356674 0,43434560 · 10−03 0,16740396 · 10−05

9 1,456393 14,932188 0,15610864 · 10−02 0,19200421 · 10−05

10 1,454042 14,705507 0,75069601 · 10−03 0,31442508 · 10−06

11 1,452246 18,299149 0,29980084 · 10−02 0,37312679 · 10−06

12 1,450844 18,063648 0,16040150 · 10−02 0,62559307 · 10−07

Приклад 1. Функцiя y = 2x iнтерполюється на R = [−0,45; 0,0].
Похiдна n–го порядку функцiї рiвна y(n) = 2x(ln 2)n. Легко бачити,
що серед похiдних порядку k, k = n+ 1− r, n+ 1, найбiльше значен-
ня на вiдрiзку R набуває похiдна (n+ 1− r)–го порядку на правому
краю вiдрiзка, тобто fmax = (ln 2)n+1−r. Iз результатiв вмiщених у та-
блицi 9.1 випливає, що оцiнка E1 значно поступається оцiнцi E2. Крiм
того значення E2 спадають iз збiльшенням кiлькостi iнтерполяцiйних
вузлiв.

Приклад 2. Розглянемо задачу iнтерполяцiї функцiї y =
√
x на

R = [1,1; 1,7] Т–IЛД (2.4). Оскiльки n–а похiдна функцiї визначається
згiдно iз формулою

(√
x
)(n)

=
(−1)n+1(2n− 3)!!

2n ·
√
x2n−1

,
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то найбiльше за модулем значення серед похiдних порядку k, коли
k = n+ 1− r, n+ 1, на промiжку R набуває похiдна (n+1)–го поряд-
ку на його лiвому краї, тобто

fmax =
(2n− 1)!!

2n+1
(√

1,1
)2n+1 ,

Результати, якi наведенi у таблицi 9.2, iлюструють перевагу оцiнки
E2 над оцiнкою E1. Як i у попередньому прикладi значення оцiнки
E2 спадає iз збiльшенням кiлькостi iнтерполяцiйних вузлiв.

Табл. 9.2: Функцiя
√
x, промiжок R = [1,1; 1,7]

n bmin bmax E1 E2

7 2,124195 2,585934 0,66350373 · 10−04 0,21285556 · 10−04

8 2,118777 2,590427 0,48854910 · 10−04 0,11004596 · 10−04

9 2,114851 2,593664 0,38284594 · 10−04 0,58537385 · 10−05

10 2,111918 2,596071 0,31796009 · 10−04 0,31841731 · 10−05

11 2,109671 2,597909 0,27728209 · 10−04 0,17634902 · 10−05

12 2,107913 2,599344 0,25302938 · 10−04 0,99125665 · 10−06

13 2,106512 2,600485 0,24036410 · 10−04 0,56415945 · 10−06

14 2,105378 2,601408 0,23704991 · 10−04 0,32450711 · 10−06

15 2,104447 2,602164 0,24191062 · 10−04 0,18837630 · 10−06

16 2,103673 2,602791 0,25491251 · 10−04 0,11023125 · 10−06

17 2,103024 2,603317 0,27672961 · 10−04 0,64960423 · 10−07

18 2,102474 2,603763 0,30896745 · 10−04 0,38522821 · 10−07

19 2,102011 2,604144 0,35416462 · 10−04 0,22973370 · 10−07

20 2,101615 2,604472 0,41625056 · 10−04 0,13769827 · 10−07

21 2,066126 2,604756 0,65042318 · 10−04 0,85612464 · 10−08

8. Висновки

У статтi встановленi новi властивостi континуанти, якi викори-
стовуються при дослiдженнi задачi iнтерполяцiї функцiй однiєї дiй-
сної змiнної на компактi iнтерполяцiйним ланцюговим дробом Тiле.
Встановлено новий вигляд формули залишкового члена Т–IЛД та
отримана оцiнка залишкового члена Т–IЛД. Отриманий вигляд за-
лишкового члена через континуанти дозволяє отримати i iншi оцiнки
залишкового члена Т–IЛД.

Автор вважає своїм обов’язком висловити щиру подяку академiку
НАН України Володимиру Леонiдовичу Макарову за цiннi поради,
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