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1. Постановка задачи

В монографиях [1, 2] разработаны конструктивные методы реше-
ния нетеровых краевых задач для систем дифференциальных, функ-
ционально-дифференциальных и интегро-дифференциальных урав-
нений. Предложенные методы решения нетеровых краевых задач
опирались на эффективную схему исследования условий разреши-
мости, а также конструкцию общего решения линейных алгебраиче-
ских уравнений, основанную на псевдообращении матриц по Муру–
Пенроузу. Исследованию дифференциально-алгебраических уравне-
ний при помощи центральной канонической формы и совершенных
пар и троек матриц посвящены монографии [3–6]. В статьях [7, 8]
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предложена серия достаточных условий разрешимости, а также кон-
струкция обобщенного оператора Грина задачи Коши для линейной
дифференциально-алгебраической системы без использования цен-
тральной канонической формы и совершенных пар и троек матриц.
Целью данной статьи является нахождение условий существования,
а также конструкции наилучшего по методу наименьших квадратов
решения дифференциально-алгебраической краевой задачи с сосре-
доточенным запаздыванием.

Исследуем задачу о построении решений

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {j∆}I

}
∩ C[0, T ], j = 1, 2, . . . , q

линейной дифференциально-алгебраической краевой задачи с сосре-
доточенным запаздыванием

A(t)z′(t) = B(t)z(t) +C(t)z(t−∆) + f(t), t ∈ [∆, T ], ℓz(·) = α ∈ Rk,
(1.1)

непрерывного в точках t = j∆, с начальной функцией [1, 2]

z(t) = φ(t) ∈ C1[0,∆].

В точках t = j∆, j = 1, 2, . . . , q искомое решение задачи (1.1),
возможно, претерпевает ограниченный разрыв производной. Здесь

A(t), B(t), C(t) ∈ Cm×n[0, T ], f(t) ∈ C[0, T ], T := (q + 1)∆

— непрерывные матрицы. Матрицу A(t) предполагаем прямоуголь-
ной: m ̸= n, либо квадратной, но вырожденной; ℓz(·) – линейный
ограниченный функционал:

C1

{
[0, T ] \ {k∆}I

}
∩ C[0, T ] → Rk.

2. Условия существования наилучшего по методу
наименьших квадратов решения дифференциально-
алгебраической краевой задачи с сосредоточенным
запаздыванием

В монографии [9] разработана классическая схема метода наи-
меньших квадратов, перенесенная в статье [10] на нетеровы краевые
задачи для систем дифференциально-алгебраических уравнений. Та-
ким образом, целью данной статьи является нахождение условий су-
ществования, а также конструкции наилучшего по методу наимень-
ших квадратов решения дифференциально-алгебраической краевой
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задачи с сосредоточенным запаздыванием. Пусть ψ1(t),
ψ2(t), ..., ψµ(t), ... – система линейно независимых непрерывно диф-
ференцируемых вектор-функций. Обозначим (n× µj)− матрицы

Ψj(t), µj ≤ µ, j = 0, 1, 2, . . . , q − 1,

составленные из µj ∈ N вектор-столбцов системы функций ψ1(t),
ψ2(t), ... , ψµ(t). Приближение к решению дифференциально-алге-
браической краевой задачи (1.1), наилучшее по методу наименьших
квадратов, ищем в виде

zj(t) = Ψj(t)γj , t ∈ [(1+j)∆, (2+j)∆], γj ∈ Rµj , j = 0, 1, 2, . . . , q−1.

Условие существования непрерывного в точке t = ∆ решения диф-
ференциально-алгебраической краевой задачи (1.1) с начальной фун-
кцией φ(t) обеспечивает равенство Ψ0(∆)γ0 = φ(∆). Аналогично,
непрерывность в точках t = j∆ решения дифференциально-алге-
браической краевой задачи (1.1) обеспечивают равенства

Ψj−1(j∆)γj−1 = Ψj−2(j∆)γj−2, j = 2, 3, ... , q. (2.2)

Потребуем [9,10]

F (γ) :=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣A(t)z′(t)−B(t)z(t)− C(t)z(t−∆)− f(t)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[∆,T ]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ℓz(·)−α

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rk

→ min, γ := col (γ0, γ1, ... , γq−1) ∈ Rκ, κ :=

q−1∑
j=0

µj ,

при этом

F (γ) =

∫ 2∆

∆

{
A(t)z′0(t)−B(t)z0(t)− C(t)φ(t−∆)− f(t)

}∗
×

×
{
A(t)z′0(t)−B(t)z0(t)− C(t)φ(t−∆)− f(t)

}
dt

+

∫ 3∆

2∆

{
A(t)z′1(t)−B(t)z1(t)− C(t)z0(t−∆)− f(t)

}∗

×
{
A(t)z′1(t)−B(t)z1(t)− C(t)z0(t−∆)− f(t)

}
dt+ ...

+

∫ T

q∆

{
A(t)z′q−1(t)−B(t)zq−1(t)− C(t)zq−2(t−∆)− f(t)

}∗
×
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×
{
A(t)z′q−1(t)−B(t)zq−1(t)− C(t)zq−2(t−∆)− f(t)

}
dt+ ...

+

{
ℓz(·)− α

}∗
·
{
ℓz(·)− α

}
→ min .

Обозначим линейные ограниченные функционалы:

ℓz0(·) : C1[∆, 2∆] → Rk,

ℓz1(·) : C1[2∆, 3∆] → Rk, ..., ℓzq−1(·) : C1[q∆, T ] → Rk

и матрицы:

Φj(t) := A(t)Ψ′
j(t)−B(t)Ψj(t), Φcj (t) := C(t)Ψj(t−∆),

Ωj := ℓΨj(·), j = 0, 1, 2, . . . , q − 1.

Для фиксированных матриц Ψi(t), i = 0, 1, 2, . . . , q − 1 минимум
функции F (γ) существует, поскольку непрерывная неотрицательная
функция достигает минимума. Необходимое условие F ′

γ(γ) = 0 мини-
мизации функции F (γ) приводит к системе уравнений∫ 2∆

∆
Φ∗
0(t)Φ0(t) dt γ0 +

∫ 3∆

2∆
Φ∗
c0(t)Φc0(t) dt γ0−

−
∫ 3∆

2∆
Φ∗
c0(t)Φ1(t) dt γ1+Ω∗

0Ω0 γ0+Ω∗
0Ω1 γ1+ ... +Ω∗

0Ωq−1 γq−1 = λq,

−
∫ 3∆

2∆
Φ∗
1(t)Φc0(t) dt γ0+

∫ 3∆

2∆
Φ∗
1(t)Φ1(t) dt γ1+

∫ 4∆

3∆
Φ∗
c1(t)Φc1(t) dt γ1−

−
∫ 4∆

3∆
Φ∗
c1(t)Φ2(t) dt γ2 +Ω∗

1Ω0 γ0 +Ω∗
1Ω1 γ1 + ... +Ω∗

1Ωq−1 γq−1

= λq+1, ... ,

∫ T

q∆
Φ∗
q−1(t)Φq−1(t) dt γq−1 −

∫ T

q∆
Φ∗
q−1(t)Φcq−2(t) dt γq−2+

+Ω∗
q−1Ω0 γ0 +Ω∗

q−1Ω1 γ1 + ... +Ω∗
q−1Ωq−1 γq−1 = λ2q−1,

правые части которых:

λq :=

∫ 2∆

∆
Φ∗
0(t)(f(t)+C(t)φ(t−∆))dt−

∫ 3∆

2∆
Φ∗
c0(t)f(t)dt+Ω∗

0(α−ℓφ(·)),

λq+1 :=

∫ 3∆

2∆
Φ∗
1(t)f(t) dt−

∫ 4∆

3∆
Φ∗
c1(t)f(t) dt+Ω∗

1 (α− ℓφ(·)), ... ,

λ2q−1 :=

∫ T

q∆
Φ∗
q−1(t)f(t) dt+Ω∗

q−1 (α− ℓφ(·)).
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Таким образом, непрерывность решения дифференциально-алгебра-
ической краевой задачи (1.1) и необходимое условие минимизации
функции F (γ) обеспечивает уравнение

Γγ = λ (2.3)

с матрицей

Γ :=



Γ0,0 Γ0,1 ... Γ0,q−1

Γ1,0 Γ1,1 ... Γ1,q−1

...... ..... ... ........
Γq−1,0 Γq−1,1 ... Γq−1,q−1

Γq,0 Γq,1 ... Γq,q−1

Γq+1,0 Γq+1,1 ... Γq+1,q−1

...... ..... ... .......
Γ2q−1,0 Γ2q−1,1 ... Γ2q−1,q−1


∈ R(qp+µ)×µ,

где

Γ0,0 := Ψ0(∆), Γ0,1 := 0, ... , Γ0,q−1 := 0, Γ1,0 := Ψ0(2∆),

Γ1,1 := −Ψ1(2∆), Γ1,2 := 0, ... , Γ1,q−1 := 0, ... , Γ2,(q−1) := 0,

Γq−1,0 := 0, ... , Γq−1,q−3 := 0,

Γq−1,q−2 := Ψq−2(q∆), Γq−1,q−1, := −Ψq−1(q∆),

Γq,0 :=

∫ 2∆

∆
Φ∗
0(t)Φ0(t) dt+

∫ 3∆

2∆
Φ∗
c0(t)Φc0(t) dt+Ω∗

0Ω0, Γq,2 := Ω∗
0Ω2,

Γq,1 := Ω∗
0Ω1 −

∫ 3∆

2∆
Φ∗
c0(t)Φ1(t) dt, ... , Γq,(q−1) := Ω∗

0Ωq−1,

Γq+1,0 := Ω∗
1Ω0 −

∫ 3∆

2∆
Φ∗
1(t)Φc0(t) dt,

Γq+1,1 := Ω∗
1Ω1 +

∫ 3∆

2∆
Φ∗
1(t)Φ1(t) dt

+

∫ 4∆

3∆
Φ∗
c1(t)Φc1(t) dt, ... , Γq+1,2 := Ω∗

1Ω2 −
∫ 4∆

3∆
Φ∗
c1(t)Φ2(t) dt,

Γq+1,3 := Ω∗
1Ω3, ... , Γq+1,q−1 := Ω∗

1Ωq−1, ... , Γ2q−1,0 := Ω∗
q−1Ω0, ... ,

Γ2q−1,q−3 := Ω∗
q−1Ωq−3, Γ2q−1,q−2 := Ω∗

q−1Ωq−2−
∫ T

q∆
Φ∗
q−1(t)Φcq−2(t) dt,

Γ2q−1,q−1 := Ω∗
q−1Ωq−1 +

∫ T

q∆
Φ∗
q−1(t)Φq−1(t) dt.
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Уравнение (2.3) разрешимо тогда и только тогда, когда [2]

PΓ∗ λ = 0; (2.4)

здесь

λ := col

(
λ0 λ1 ... λq−1 λq λq+1 ... λ2q−1

)
,

PΓ∗ : Rqn+κ → N(Γ∗) — матрица-ортопроектор [2],

λ0 := φ(∆), λ1 := 0, ... , λq−1 := 0.

При условии (2.4) наилучшее по методу наименьших квадратов при-
ближение к решению дифференциально-алгебраической краевой за-
дачи (1.1) представимо в виде

z†j (t) := Ψj(t)γ
†
j , t ∈ [(1+j)∆, (2+j)∆], γj ∈ Rµj , j = 0, 1, 2, . . . , q−1;

здесь γ† = Γ+λ. При дополнительном условии F (γ†) = 0 наилучшее
по методу наименьших квадратов приближение z†1(t) является реше-
нием дифференциально-алгебраической краевой задачи (1.1). Таким
образом, приходим к следующему утверждению.

Теорема. Для фиксированных матриц Ψi(t), i = 0, 1, 2, . . . , q−1,
при условии (2.4) наилучшее по методу наименьших квадратов при-
ближение к решению дифференциально-алгебраической краевой зада-
чи (1.1)

z†(t) ∈ C[0, T ] ∩ C1

{
[0, T ] \ {j∆}I

}
, j = 1, 2, . . . , q

представимо в виде

z†(t) =


φ(t), t ∈ [0;∆],

z†0(t), t ∈ [∆; 2∆],
...... , ................. ,

z†q−1(t), t ∈ [q∆;T ].

При дополнительном условии F (γ†) = 0 наилучшее по методу наи-
меньших квадратов приближение z†(t) является решением диффе-
ренциально-алгебраической краевой задачи (1.1) с сосредоточенным
запаздыванием.
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Доказанная теорема является обобщением соответствующих ут-
верждений [9,10] на случай нетеровой дифференциально-алгебраичес-
кой краевой задачи с сосредоточенным запаздыванием. С другой сто-
роны, последняя теорема является обобщением соответствующих ут-
верждений [11, 12], полученных для периодических дифференциаль-
но-алгебраических краевых задач.

Пример. Требованиям теоремы удовлетворяет краевая задача
для дифференциально-алгебраической системы

A(t)
dz(t)

dt
= B(t)z(t)+C(t)z(t−1)+f(t), t ∈ [0, 4], ℓz(·) = 0 (2.5)

с начальной функцией z(t) = φ(t), t ∈ [0, 1], где

A(t) := C(t) :=

 0 0 0
0 0 0
1 0 0

 , B(t) :=

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

M :=

(
0 1 0
0 0 1

)
,

φ(t) :=
(
1 0 1

)∗
, f(t) :=

(
0 0 t

)∗
, ℓz(·) :=M(z(0)− z(4)).

Положим

Ψ0(t) :=

 1 t t2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 , Ψ1(t) :=

 1 t t2 t3 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ,

Ψ2(t) :=

 1 t t2 t3 t4 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

 ,

при этом условие (2.4) выполнено. Матрицу Γ ∈ R27×18 составляют
блоки

Γ4,1 =
1

60


60 90 140 0 0
90 200 405 0 −60
140 405 932 0 −180
0 0 0 0 0
0 −60 −180 0 60

 ,

Γ4,2 =
1

60


0 −60 −300 −1140 0 60
0 −90 −460 −1785 0 90
0 −140 −730 −2886 0 140
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , Γ4,3 = 0,
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Γ5,1 =
1

60



0 0 0 0 0
−60 −90 −140 0 0
−300 −460 −730 0 0
−1140 −1785 −2886 0 0

0 0 0 0 0
60 90 140 0 0

 ,

Γ5,2 =
1

420



420 1050 2660 6825 0 0
1050 3080 8925 25704 0 −420
2660 8925 28364 87500 0 −2100
6825 25704 87500 283056 0 −7980
0 0 0 0 0 0
0 −420 −2100 −7980 0 420

 ,

Γ5,3 =
1

420



0 −420 −2940 −15540 −73500 0 420
0 −1050 −7420 −39585 −188916 0 1050
0 −2660 −18970 −102102 −491428 0 2660
0 −6825 −49098 −266469 −1292748 0 6825
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

 ,

Γ6,1 = 0,

Γ6,2 =
1

420



0 0 0 0 0 0
−420 −1050 −2660 −6825 0 0
−2940 −7420 −18970 −49098 0 0
−15540 −39585 −102102 −266469 0 0
−73500 −188916 −491428 −1292748 0 0

0 0 0 0 0 0
420 1050 2660 6825 0 0


,

Γ6,3 =
1

210



0 0 0 0 0 0 0
0 210 1470 7770 36750 0 −210
0 1470 10360 55125 262416 0 −1470
0 7770 55125 295218 1414140 0 −7770
0 36750 262416 1414140 6814560 0 −36750
0 0 0 0 0 210 0
0 −210 −1470 −7770 −36750 0 420


.

Правую часть λ ∈ R27 уравнения (2.3) определяют векторы

λ0 := φ(1), λ1 := 0, λ2 := 0,
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λ3 =
1

12


−30
−16
19
0

−30

 , λ4 =
1

60



−210
−380
−595
−582
0

−150

 , λ5 =
1

60



0
210
1480
7875
37488

0
−150


.

Таким образом, наилучшее по методу наименьших квадратов прибли-
жение к решению дифференциально-алгебраической системы (2.5),
представимо в виде

z†0(t) =
1

2

 −3 + 4 t+ t2

0
2

 , t ∈ [1, 2],

z†1(t) =
1

6

 19− 12 t+ 6 t2 + t3

0
6

 , t ∈ [2, 3],

z†2(t) =
1

24

 −167 + 168 t− 30 t2 + 4 t3 + t4

0
24

 , t ∈ [3, 4].

Поскольку выполнено условие F (γ†) = 0, то наилучшее по методу
наименьших квадратов приближение z†(t) является решением диф-
ференциально-алгебраической краевой задачи (2.5).

Полученные в статье результаты могут быть перенесены на диф-
ференциально-алгебраические краевые задачи с отклонением аргу-
мента общего вида [1, 2, 13], в том числе в случае параметрического
резонанса [14,15]. Предложенная в статье схема исследования диффе-
ренциально-алгебраических краевых задач аналогично [7, 16, 17] мо-
жет быть перенесена также на матричные дифференциально-алге-
браические краевые задачи. С другой стороны, предложенная в ста-
тье схема исследования дифференциально-алгебраических систем ана-
логично [18, 19] может быть перенесена на дифференциально-алге-
браические краевые задачи в частных производных.
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