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Задача об экстремальном разбиении
комплексной плоскости со свободными

полюсами
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Аннотация. В данной работе изучается одна известная пробле-
ма геометрической теории функций комплексного переменного о не-
налегающих областях со свободными полюсами на лучевых систе-
мах. Основные результаты данной работы усиливают и обобщают
ряд известных результатов, полученных ранее в этой задаче.
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Введение

Экстремальные задачи о неналегающих областях со свободными
полюсами составляют известное классическое направление геометри-
ческой теории функций комплексного переменного [1–31]. Многие та-
кие задачи сводятся к определению максимума произведения вну-
тренних радиусов на системах попарно неналегающих областях, удов-
летворяющих определенным условиям. Отметим, что теория квадра-
тичных дифференциалов играет существенную роль при решении
экстремальных задач, а именно результаты, описывающие локаль-
ную и глобальную структуру траекторий квадратичных дифферен-
циалов. Каждой экстремальной задаче в силу известного принципа
О. Тейхмюллера соответствует некоторый квадратичный дифферен-
циал (см. [14, с. 49]). До середины 70-х г.г., в большинстве случаев,
изучались экстремальные задачи о неналегающих областях, которым
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соответствуют квадратичные дифференциалы с фиксированными по-
люсами.

После работы П.М. Тамразова [25] внимание многих специалистов
геометрической теории функций комплексного переменного сконцен-
трировалось на исследовании экстремальных задач, которым соо-
тветствуют квадратичные дифференциалы, полюсы которых не фик-
сированы, а имеют определенную свободу. Как известно, экстремаль-
ным задачам о неналегающих областях соответствуют квадратичные
дифференциалы с полюсами второго порядка.

По-видимому впервые Г.П. Бахтина в работах [7, 8] применила
идею “свободных” полюсов экстремальных задач о неналегающих об-
ластях. В дальнейшем эти задачи получили название “задачи об эк-
стремальном разбиении комплексной плоскости со свободными полю-
сами”.

В данной работе изучается одна известная задача об экстремаль-
ном разбиении комплексной плоскости. Чтобы ее сформулировать
введем необходимые определения.

Пусть N, R – множество натуральных и вещественных чисел, со-
ответственно, C – комплексная плоскость, C = C

∪
{∞} – ее одно-

точечная компактификация, R+ = (0,∞). Пусть χ(t) = 1
2(t + t−1),

t ∈ R+ – функция Жуковского. Пусть r(B, a) – внутренний радиус
области B ⊂ C, относительно точки a ∈ B (см., например, [1,12,13]).
Внутренний радиус области B связан с обобщенной функцией Грина
gB(z, a) области B (см. [1]) соотношением

gB(z, a) = − ln |z − a|+ ln r(B, a) + o(1), z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B,∞) + o(1), z → ∞.

Задача 1. (Дубинин В.Н. [12]) Показать, что максимум произве-
дения

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) , (1)

где B0, B1, B2,...,Bn, n > 2, – попарно непересекающиеся области в
C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, и 0 < γ 6 n, достигается для некоторой
конфигурации из областей Bk и точек ak, которые имеют n-кратную
симметрию.

Эта проблема изучалась во многих работах (см., например, [1–
19]). На данный момент по ней известны только частичные результа-
ты, полностью она не решена.

В 1988 году в работе [11] сформулированная выше задача 1 была
решена для значения параметра γ = 1 и всех значений натурального
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параметра n > 2. А именно, было показано, что при условиях задачи
1 справедливо неравенство

r(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 r (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

где dk, Dk, k = 0, n, – полюсы и круговые области квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = −(n2 − 1)wn + 1

w2(wn − 1)2
dw2.

Нетрудно показать, что экстремальной конфигурации не существует
при γ > n.

Л.В. Ковалев в 1996 году в работе [19] получил решение пробле-
мы 1 при определенных достаточно жестких ограничениях на геоме-
трию расположения систем точек на единичной окружности, а имен-
но, для таких систем точек для которых выполняются следующие
неравенства

0 < αk 6 2/
√
γ, k = 1, n, n > 5.

Следует отметить, что результат работы [19] интересен как сам по
себе, так и методом исследования. Более того, из метода работы [19]
следует, что результат теоремы 4 [11] об оценке функционала (1) име-
ет место при всех γ ∈ (0, 1]. В 2003 году в работе [23] получено ре-
шение проблемы 1 при γ ∈ (0, 1] для односвязных областей другим
методом.

В монографии [1] 2008 года было показано, что аналог результата
В.Н. Дубинина [11, теорема 4] выполняется для произвольного γ ∈
R+, но начиная с некоторого номера n0(γ).

Весьма интересный результат, полученный в 2013 году в рабо-
те [17], который показывает, что, для произвольного α ∈ (13 ;

2
3) су-

ществует такой номер n0(α), что при всех 0 6 γ 6 nα и n > n0(α)
справедливо неравенство

rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

где dk, Dk, k = 0, n, — полюсы и круговые области квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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В этой же работе было установлено, что в качестве n0(α) можно взять

величину
[
e

1

( 23−α)2
]
+ 1. В работе [18] эта задача решена для n >

541 и γ ∈ (0,
√
n], а позднее удалось показать справедливость этого

результата для n > 126 при γ ∈ (0,
√
n] в работе [31]. В 2015 в работе

[3] решение задачи 1 получено для n > 8 при γ ∈ (0, n0,42], а в работе
[5] решение задачи 1 получено для n > 12 при γ ∈ (0, n0,45].

Таким образом, на основе усовершенствования метода исследова-
ния за 2007–2018 годы удалось получить продвижение в решении этой
проблемы [2–5,17,18,29–31].

Обобщенная задача В.Н. Дубинина.

Пусть n ∈ N, n > 2. Систему точек An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
назовем n-лучевой , если |ak| ∈ R+ при k = 1, n, 0 = arg a1 < arg a2 <
. . . < arg an < 2π.

Введем обозначения Γk=Γk(An) :={w : arg ak < argw < arg ak+1},
θk := arg ak, an+1 := a1, θn+1 := 2π, αk :=

1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1,

k = 1, n,
n∑
k=1

αk = 2.

Данная работа базируется на применении кусочно-разделяющего
преобразования, развитого в [12, 13]. Пусть ζ = πk(w) обозначает ту
однозначную ветвь многозначной аналитической функции
−i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n, которая осуществляет однолистное и кон-

формное отображение Γk на правую полуплоскость Re ζ > 0.
Для произвольной n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1 и γ ∈

R+ ∪ {0} введем “управляющий” функционал:

M(γ)(An) :=

n∏
k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1− 1
2
γα2

k
n∏
k=1

|ak|1+
1
4
γ(αk+αk−1).

M(0)(An) :=

n∏
k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)] n∏
k=1

|ak|.

В работе [1] был предложен метод “управляющих” функционалов,
который позволяет ослабить требования на геометрию расположения
систем точек. В связи с исследованиями работы [1] и введением общих
n-лучевых систем точек можно рассмотреть обобщенную проблему
В.Н. Дубинина. То есть вместо систем различных точек единичной
окружности рассматривать n-лучевую систему точек, подчиненную
некоторым условиям.
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Задача 2. Показать, что максимум функционала (1), где γ ∈
(0, n], n ∈ N, n > 2, An = {ak}nk=1 — n-лучевая система точек такая,
что M(γ) (An) 6 1, M(0)(An) 6 1, a0 = 0, {Bk}nk=0 — система непе-
ресекающихся областей (то есть Bp ∩ Bj = Ø при p ̸= j, p, j = 0, n)
таких, что ak ∈ Bk ⊂ C при k = 0, n, достигается для некоторой
конфигурации из областей Bk и точек ak, которые имеют n-кратную
симметрию.

В работе [4] решение задачи 2 получено для n > 5 при γ ∈
(0, n0,38].

Имеют место следующие утверждения:

Теорема 1. Пусть n ∈ N, n > 2. Тогда для произвольного β ∈ (0; 12 ]
существует n0(β) такое, что при всех n > n0(β) для каждого γ ∈
(1, nβ ], для любой n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1 такой,
что M(γ) (An) 6 1, M(0)(An) 6 1, и любого набора взаимно непере-
секающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C (k = 1, n),
справедливо неравенство

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (2)

Знак равенства в неравенстве (2) достигается, когда точки ak
и области Bk, k = 0, n, являются соответственно полюсами и кру-
говыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (3)

Рассмотрим последовательность чисел β1, β2, ..., β8. Пусть β1 = 0,
β2 = 0, 36, β3 = 0, 44, β4 = 0, 472, β5 = 0, 486, β6 = 0, 493, β7 = 0, 4982,
β8 = 0, 5. Введем в рассмотрение полуинтервалы △k = (βk−1, βk],

k = 2, 8. Тогда (0, 12 ] =
8∪

k=2

△k.

Номер n0(β), указанный в теореме 1, можно конкретизировать
следующим образом.

Теорема 2. При условиях теоремы 1 справедливы утверждения.
Если β ∈ △k, то n0(β) = k, k = 2, 8.

Объединяя результаты двух предыдущих теорем, в качестве след-
ствия получим следующий результат.

Теорема 3. Для произвольного β ∈ △k и n > k, k = 2, 8 для каждо-
го γ ∈ (1, nβ ], для любой n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1



8 Задача об экстремальном разбиении...

такой, что M(γ) (An) 6 1, M(0)(An) 6 1, и любого набора взаим-
но непересекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C
(k = 1, n), справедливо неравенство

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (4)

Знак равенства в неравенстве (4) достигается, когда точки ak
и области Bk, k = 0, n, являются соответственно полюсами и кру-
говыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (5)

Учитывая, что для любой системы различных точек An = {ak}nk=1

единичной окружности выполняется условие M(γ) (An) = 1 и
M(0)(An) = 1, тогда в качестве следствия теоремы 3 получаем сле-
дующий результат в задаче 1:

Теорема 4. Для произвольного β ∈ △k и n > k, k = 2, 8 для ка-
ждого γ ∈ (1, nβ ], для любой n-лучевой системы точек единичной
окружности и любого набора взаимно непересекающихся областей
Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C (k = 1, n), справедливо неравен-
ство

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (6)

Знак равенства в неравенстве (6) достигается, когда точки ak
и области Bk, k = 0, n, являются соответственно полюсами и кру-
говыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (7)

Доказательство теоремы 1. Доказательство теоремы состоит из
рассмотрения двух возможных случаев, а именно: когда α0

√
γ > 2 и

α0
√
γ < 2, α0 = max

k
αk.

Случай I.
Для того, чтобы провести дальнейшие рассуждения, нам нужно

исследовать случай когда выполняется соотношение α0
√
γ > 2, α0 =

max
k

αk.
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При доказательстве теоремы 1 существенно используются идеи
работ [1, 6, 19] и свойства разделяющего преобразования (см., напри-
мер, [12, 13]).

Аналогично [1], рассмотрим введенную ранее систему функций

ζ = πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n.

Семейство функций {πk(w)}nk=1 есть допустимим для разделя-
ющего преобразования областей Bk, k = 0, n относительно углов
{Γk}nk=1.

Обозначим Ω
(1)
k , k = 1, n – область плоскости Cζ , полученную в

результате объединения связной компоненты множества πk(Bk
∩

Γk),
содержащей точку πk(ak), со своим симметричным отражением отно-
сительно мнимой оси. Ω

(2)
k , k = 1, n – область плоскости Cζ , по-

лученная в результате объединения связной компоненты множества
πk(Bk+1

∩
Γk), содержащей точку πk(ak+1), со своим симметричным

отражением относительно мнимой оси, Bn+1 :=B1, πn(an+1) :=πn(a1).

Кроме того, Ω
(0)
k – область плоскости Cζ , полученная в результате

объединения связной компоненты множества πk(B0
∩

Γk), содержа-
щей точку ζ = 0, со своим симметричным отражением относительно
мнимой оси.

Обозначим

πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k , k = 1, n, πn(an+1) := ω(2)

n .

Из определения функций πk вытекает, что

|πk(w)− ω
(1)
k | ∼ 1

αk
|ak|

1
αk

−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Γk,

|πk(w)− ω
(2)
k | ∼ 1

αk
|ak+1|

1
αk

−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Γk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Γk.

Тогда, используя соответствующие результаты работ [1,12], полу-
чаем неравенства

r (Bk, ak) 6

r
(
Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(
Ω
(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)
1
αk

|ak|
1
αk

−1 · 1
αk−1

|ak|
1

αk−1
−1


1
2

, k = 1, n, (8)

r (B0, 0) 6
[

n∏
k=1

rα
2
k

(
Ω
(0)
k , 0

)] 1
2

. (9)
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Условия реализации знака равенства в неравенствах (8), (9) полно-
стью исследованы в теореме 1.9 [12].

Аналогично рассуждениям приведенным в [1] при доказательстве
теоремы 5.2.1. получаем следующее неравенство для функционала
(1)

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak)

6
n∏
k=1

[
r
(
Ω
(0)
k , 0

)]α2k
2
γ
·
n∏
k=1

r
(
Ω
(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)
r
(
Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
1

αk−1·αk |ak|
1

αk−1
−1 · |ak|

1
αk

−1


1
2

(10)

=
n∏
k=1

αk ·
n∏
k=1

|ak|

|akak+1|
1

2αk

×

[
n∏
k=1

rγα
2
k

(
Ω
(0)
k , 0

)
r
(
Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)] 1
2

.

Введем в рассмотрение функционал

I3(σ) = rσ
2
(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2), σ ∈ R+, (11)

где B0, B1, B2 – взаимно непересекающиеся области, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, 2, a0 = 0. Учитывая (11), получаем

In(γ) 6
n∏
k=1

αk ·
n∏
k=1

|ak|

|akak+1|
1

2αk

·

[
n∏
k=1

I3 (
√
γαk)

] 1
2

. (12)

В работе [11], по-видимому, впервые полностью исследована зада-
ча о максимуме функционала (11) на тройках произвольных попар-
но непересекающихся областей B0, B1, B2 расширенной комплексной
плоскости таких, что ak ∈ Bk, k = 0, 2, a0 = 0, ak = (−1)ki и получено
следующее неравенство

rσ
2
(B0, 0)r(B1, i)r(B2,−i)

6 S(σ) := 2σ
2+6 · σσ2 · (2− σ)−

1
2
(2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2
(2+σ)2 , σ ∈ [0, 2].

(13)
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Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда области
B0, B1, B2, являются круговыми областями квадратичного диффе-
ренциала

Q(w)dw2 =
(4− σ2)w2 − σ2

w2(w2 + 1)2
dw2.

Заметим, что функционал (11) при σ > 2 не ограничен.
Известно [20], что функционал

Y3(t1, t2, t3, D1, D2, D3, d1, d2, d3) (14)

=
rt1(D1, d1) · rt2(D2, d2) · rt3(D3, d3)

|d1 − d2|t1+t2−t3 · |d1 − d3|t1−t2+t3 · |d2 − d3|−t1+t2+t3
,

где tk ∈ R+, {Dk}3k=1 – произвольная система взаимно неналегающих
областей таких, что dk ∈ Dk ⊂ C, k = 1, 2, 3, инвариантен относи-
тельно всех конформных автоморфизмов комплексной плоскости C.

При каждом k = 1, n несложно указать конформный автомор-
физм ζ = Tk(z) плоскости комплексных чисел C такой, что Tk(0) = 0,
Tk

(
ω
(s)
k

)
= (−1)s · i, D(q)

k := Tk

(
Ω
(q)
k

)
, k = 1, n, s = 1, 2, q = 0, 1, 2.

Из соотношений (10), (14), получаем

In(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)
·
n∏
k=1

|ak|

|akak+1|
1

2αk

×


n∏
k=1

rγα
2
k

(
Ω
(0)
k , 0

)
· r
(
Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(
Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k |ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k


1
2

(15)

×

[
n∏
k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k |ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

,

где
|ω(1)
k | = |ak|

1
αk , |ω(2)

k | = |ak+1|
1
αk ,

(16)

|ω(1)
k − ω

(2)
k | = |ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk , k = 1, n.

Учитывая (14) и (15), имеем следующее соотношение

In(γ)

6
n∏
k=1

αk|ak|

|akak+1|
1

2αk

·

{
n∏
k=1

Y3(
√
γαk, 1, 1,Ω

(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k , 0, ω

(1)
k , ω

(2)
k )

} 1
2
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(17)

×

[
n∏
k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k |ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

.

Правую часть неравенства (17) обозначим ∆. Тогда

∆ =

n∏
k=1

αk|ak|

|akak+1|
1

2αk

×

(
n∏
k=1

|ω(1)
k − ω

(2)
k |

)(
n∏
k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |
|ω(1)
k − ω

(2)
k |

) γα2k
2

×

{
n∏
k=1

Y3(
√
γαk, 1, 1,Ω

(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k , 0, ω

(1)
k , ω

(2)
k )

} 1
2

.

Из соотношений (16) непосредственно вытекает, что

n∏
k=1

|ak|

|akak+1|
1

2αk

·

(
n∏
k=1

|ω(1)
k − ω

(2)
k |

)
=

n∏
k=1

|ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk

|akak+1|
1

2αk

· |ak|

=
n∏
k=1

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

+

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ 1
2αk

)
|ak| = 2n ·

n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|.

Аналогично предыдущему следует, что

n∏
k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |
|ω(1)
k − ω

(2)
k |

=
n∏
k=1

|ak|
1
αk · |ak+1|

1
αk

|ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk

=

n∏
k=1

(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

|akak+1|
1
αk

)−1

=

n∏
k=1

(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

|akak+1|
1

2αk

)−1

|akak+1|
1

2αk

=

n∏
k=1

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

+

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ 1
2αk

)−1 n∏
k=1

|ak|
1
2

(
1
αk

+ 1
αk−1

)

= 2−n ·

[
n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

)]−1

·
n∏
k=1

|ak|
1
2

(
1
αk

+ 1
αk−1

)
,
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где an+1 := a1, α0 := αn. Далее, непосредственно получаем

(
n∏
k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |
|ω(1)
k − ω

(2)
k |

) γα2k
2

= 2
− γ

2

n∑
k=1

αk
·

[
n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

)]− γα2k
2 n∏

k=1

|ak|
1
4
γ(αk+αk−1).

Таким образом, подитоживая все выше сказанное, получим следую-
щее равенство

∆ = 2n ·

(
n∏
k=1

αk

)
·
n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|

×2
− γ

2

n∑
k=1

αk
·

[
n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

)]− γα2k
2

·
n∏
k=1

|ak|
1
4
γ(αk+αk−1)

(18)

×

{
n∏
k=1

Y3(
√
γαk, 1, 1,Ω

(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k , 0, ω

(1)
k , ω

(2)
k )

} 1
2

= 2
n− γ

2

n∑
k=1

α2
k ·

(
n∏
k=1

αk

)
·
n∏
k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1− γα2k
2

×
n∏
k=1

|ak|1+
1
4
γ(αk+αk−1)·

{
n∏
k=1

Y3(
√
γαk, 1, 1,Ω

(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k , 0, ω

(1)
k , ω

(2)
k )

}
1
2.

Тогда в силу выше указанной конформной инвариантности функци-
онала (14), получаем следующее равенство

Y3

(√
γαk, 1, 1,Ω

(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k , 0, ω

(1)
k , ω

(2)
k

)
= Y3

(√
γαk, 1, 1, D

(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k , 0,−i, i

)
,

где k = 1, n и

Y3

(√
γαk, 1, 1, D

(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k , 0,−i, i

)

=
rα

2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
· r
(
D

(1)
k ,−i

)
· r
(
D

(2)
k , i

)
22−γα

2
k

.
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Отсюда

∆ = 2
n− γ

2

n∑
k=1

α2
k ·

(
n∏
k=1

αk

)
· M(γ) (An)

×


n∏
k=1

rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
· r
(
D

(1)
k ,−i

)
· r
(
D

(2)
k , i

)
22−γα

2
k


1
2

.

Из последнего равенства и неравенств (15) и (18), окончательно по-
лучаем следующую оценку для функционала (1)

In(γ) 6 2
n− γ

2

n∑
k=1

α2
k

(
n∏
k=1

αk

)
· M(γ)(An) · 2

−n+ γ
2

n∑
k=1

α2
k

×

[
n∏
k=1

rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)] 1
2

6
(

n∏
k=1

αk

)
M(γ)(An)

[
n∏
k=1

rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)] 1
2

.

С учетом условий теоремы 1, получим неравенство

In(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)
·

[
n∏
k=1

rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)] 1
2

. (19)

При γ ∈ (0, 1] из неравенства (19) с учетом (13) мы можем полу-
чить следующую оценку

In(γ) 6
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏
k=1

S (αk
√
γ)

]1/2
. (20)

Для любого γ > 1 неравенство (20), вообще говоря, не имеет места.
Для дальнейшего произведя простые преобразования, получим

следующие равенства

In(γ) = rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) =
(
r2 (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2)

) γ
2n

×
(
r2 (B0, 0) r (B2, a2) r (B3, a3)

) γ
2n ...

(
r2 (B0, 0) r (Bn, an) r (B1, a1)

) γ
2n

×

[
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.
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При каждом k = 1, n существует конформный автоморфизм w̃ =
T (w) комплексной плоскости при котором точка a0 = 0 перейдет в
точку 0, ak в i, ak+1 в −i; причем области T (B0) = B̃0, T (Bk) = B̃k,

T (Bk+1) = B̃k+1 попарно не пересекаются.
Используя инвариантность функционала (14) при значениях па-

раметров t1 = 2, t2 = t3 = 1, получаем соотношение

r2(B0, a0) · r(Bk, ak) · r(Bk+1, ak+1)

|a0 − ak|2 · |a0 − ak+1|2 · |ak − ak+1|0

=
r2(B0, a0) · r(Bk, ak) · r(Bk+1, ak+1)

|ak|2 · |ak+1|2

=
r2(B̃0, 0) · r(B̃1, i) · r(B̃2,−i)

| − i|2 · |i|2
.

Используя неравенство (13) и результаты работ [1, 11], имеем не-
равенство

r2(B̃0, 0) · r(B̃1, i) · r(B̃2,−i) 6 r2(E0, 0) · r(E1, i) · r(E2,−i) ≈ 0, 4374,

где E0, E1, E2 – круговые области квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 =
(4− σ2)w2 − σ2

w2(w2 + 1)2
dw2,

где σ =
√
2.

Таким образом, получим

r2(B0, a0) · r(Bk, ak) · r(Bk+1, ak+1) 6 0, 4374 · |ak|2 · |ak+1|2, k = 1, n.

Из условия M(0)(An) 6 1 следует, что
n∏
k=1

|ak| 6 1.

Тогда выполняются неравенства

In(γ) 6 (0, 4374)
γ
2 ·

(
n∏
k=1

|ak|4
) γ

2n

·

[
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

6 (0, 4374)
γ
2 ·

[
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.

Согласно теореме 5.1.1 [1] справедлива оценка

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏
k=1

αk · M(0)(An).
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Отсюда, получаем соотношение

In(γ) 6 (0, 4374)
γ
2

[
2n ·

n∏
k=1

αk

]1− γ
n

. (21)

Поскольку
n∑
k=1

αk = 2, то используя неравенство Коши между сре-

дним геометрическим и средним арифметическим приходим к следу-
ющему заключению

n∏
k=1

αk 6 α0

n∏
k=1,k ̸=k0

αk 6 α0


n∑

k=1,k ̸=k0
αk

n− 1


n−1

= α0

(
2− α0

n− 1

)n−1

,

где α0 := αk0 := max
16k6n

αk. Таким образом, из соотношения (21) полу-

чим следующее неравенство для функционала (1)

In(γ) 6 (0, 4374)
γ
2

[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1
]1− γ

n

(22)

= (0, 4374)
γ
2

[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n
.

Значение функционала In(γ), принимаемое на конфигурации, оп-
ределяемой квадратичным дифференциалом (3), играет фундамен-
тальную роль в дальнейших вычислениях, поэтому проведем вычи-
сление этой величины более подробно далее.

Для дальнейших рассуждений нам нужно вычислить значение ве-
личины I0n(γ) на системе кругових областей квадратичного диффе-
ренциала (3) то есть вычислить величину

I0n(γ) = rγ (D0, 0)
n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

где Dk, dk – круговые области и, соответственно, полюсы квадрати-
чного дифференциала (3). Из теории квадратичных дифференциа-
лов [14] следует, что система круговых областей квадратичного диф-
ференциала образует систему неналегающих односвязных областей,
причем dk ∈ Dk ⊂ C, k = 1, n, d0 = 0.

Из результатов работ [1, 11, 12, 19] и свойств разделяющего пре-
образования, имеем
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I0n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, dk)

=

(
2

n

)n 2
4γ

n2
+6
(
2
√
γ

n

) 4γ

n2

(
2− 2

√
γ

n

) 1
2

(
2− 2

√
γ

n

)2 (
2 +

2
√
γ

n

) 1
2

(
2+

2
√
γ

n

)2


n
2

=

(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

.

Впервые значение для I0n(γ) получено в работе [11] при γ = 1, для
произвольного γ – в работе [19]. Форма выражения I0n(γ), которая
используется в данной работе, была предложенная в [1].

Пусть

Λn(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
=

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak)

rγ(D0, 0)
n∏
k=1

r(Dk, dk)

, (23)

τn(γ) = (0, 4374)
γ
2 ·
[n
4

]γ+1
·
[
1− 1

√
γ

]n−1−γ n−1
n

·
(
n

γ

) γ
n

·
(
1− γ

n2

)n+ γ
n

×

(
1 +

√
γ
n

1−
√
γ
n

)2
√
γ

·
(

4
√
γ

)1− γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Докажем, что при условиях теоремы выполняется соотношение

Λn(γ) 6 τn(γ).

С учетом соотношений (22),(23), имеем оценку

Λn(γ) 6
(0, 4374)

γ
2
[
2 · 2n−1 · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n)
(
4
n

)γ+1− γ
n

(
4γ
n2

) γ
n (

1− γ
n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ
,

где α0 > 2√
γ >

2
n .

Рассмотрим полином

Pn(x) = x(2− x)n−1, x ∈ (0, 2].



18 Задача об экстремальном разбиении...

Полином Pn(x) монотонно возрастает на промежутке
(
0, 2n

)
от зна-

чения Pn(0) = 0 до Pn
(
2
n

)
и монотонно убывает на отрезке

(
2
n , 2
)

от
значения Pn

(
2
n

)
до Pn(2) = 0. Таким образом, Pn(x) имеет единствен-

ный максимум в точке x = 2
n на промежутке (0, 2). Тогда совершенно

ясно, что на отрезке 2√
γ 6 x 6 2 (γ ∈ (1, n)) справедливо неравенство

x(2− x)n−1 6 2n−1 2
√
γ

(
1− 1

√
γ

)n−1

. (24)

Рис. 1: График функции y = x(2− x)n−1(n− 1)−(n−1), n = 4

С учетом соотношений (22)–(24), получаем

Λn(γ)

6
(0, 4374)

γ
2

[
2 · 2n−1 · 2√

γ

(
2− 2√

γ

)n−1 (
1

n−1

)n−1
]1− γ

n

(
4
n

)n−1−γ+ γ
n ·
(
4
n

)γ+1 ·
(
4
n

)− γ
n ·
(
4γ
n2

) γ
n ·
(
1− γ

n2

)−n− γ
n ·
(

1−
√

γ

n

1+
√

γ

n

)2
√
γ
. (25)

Далее имеем

Λn(γ)

6
(0, 4374)

γ
2

(
4√
γ

)1−γ
n · 4(n−1)(1−

γ
n) ·

(
1− 1√

γ

)(n−1)(1−γ
n) ·

(
1
n−1

)(n−1)(1−γ
n) · nn−1−γ+

γ
n

4n−1−γ+
γ
n ·

(
4
n

)γ+1 · (4
n

)− γ
n ·

(
4γ
n2

) γ
n ·

(
1− γ

n2

)−n−γ
n ·

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ
n

)2
√
γ

= (0, 4374)
γ
2

(
4
√
γ

)1− γ
n

· 4n−1−γ+ γ
n ·

(
1− 1

√
γ

)n−1−γ+ γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

×41−n+γ−
γ
n ·
(n
4

)γ+1
·
(
4

n

) γ
n

·
(
n2

4γ

) γ
n

·
(
1− γ

n2

)n+ γ
n ·

(
1 +

√
γ
n

1−
√
γ
n

)2
√
γ

.
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Итак,
Λn(γ) 6 τn(γ).

Покажем, что τn(γ) монотонна по γ, то есть

τn(γ1) < τn(γ2).

Обозначим числитель правой части неравенства (25) через mn(γ).

mn(γ) = (0, 4374)
γ
2

[
2n · 2

√
γ

(
2− 2

√
γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

.

Тогда справедливы соотношения

ln(mn(γ)) =
γ

2
ln 0, 4374

+(1− γ

n
)

[
n ln 4− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1

√
γ

)
− (n− 1) ln(n− 1)

]
,

[ln(mn(γ))]
′
γ =

ln 0, 4374

2
− ln 4 +

1

2n
ln γ − n− 1

n
ln

(
1− 1

√
γ

)

+
n− 1

n
ln(n− 1) + (1− γ

n
)
1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

− 1

)
.

Пусть n = 2. Тогда β ∈ (0; 0, 36]. Справедливо соотношение

[ln(mn(γ))]
′
γ

> ln 0, 4374

2
− ln 4− n− 1

n
ln

(
1− 1

√
γ

)
+ (1− γ

n
)
1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

− 1

)

> ln 0, 4374

2
− ln 4− 1

2
ln

(
1− 1√

20,36

)

+(1− 20,36

2
)

1

2 · 20,36

(
1√

20,36 − 1
− 1

)
> 0, 1826 > 0.

Таким образом, функция mn(γ) является монотонно возрастаю-
щей на всем промежутке γ ∈ (1, nβ ] для n = 2.

Аналогично, при n = 3 имеем

[ln(mn(γ))]
′
γ > ln 0, 4374

2
− ln 4− 2

3
ln

(
1− 1√

30,44

)
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+(1− 30,44

3
)

1

2 · 30,44

(
2√

30,44 − 1
− 1

)
− 2

3
ln 2 > 0, 5827 > 0.

Далее, введем величину κn(γ).

κn(γ)=
(n− 1)

n
ln(n−1)−n− 1

n
ln

(
1− 1

√
γ

)
+
(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

−1

)
,

κ0
n = min

γ∈(1,nβn ]
κn(γ).

Проводя непосредственные вычисления, составим следующую та-
блицу

n 4 5 6 7 8 9

κ0
n 2,691989 2,958389 3,186907 3,374850 3,551707 3,952120

Из анализа таблицы получаем, что

[ln(mn(γ))]
′
γ > ln 0, 4374

2
− ln 4 + κ0

n > 0

при всех n = 4, 9.
При n > 10 утверждение, что [ln(mn(γ))]

′
γ > 0 становится очеви-

дным, поскольку

(n− 1)

n
ln(n− 1) +

ln 0, 4374

2
− ln 4 > 0.

Таким образом, при всех n > 2 и γ ∈ (1, nβ ] функция mn(γ) мо-
нотонно возрастает.

Монотонное убывание величины I0n(γ) при каждом фиксирован-
ном 1 ≤ γ ≤ n и n > 2 показано в работе [27].

Учитывая, что функция

(0, 4374)
γ
2

[
2n · 2

√
γ

(
2− 2

√
γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

при фиксированном n монотонно возрастает по γ на промежутке
(1;nβ ], а функция I0n(γ) монотонно убывает по γ на том же проме-
жутке, тогда получаем, что

τn(γ1) < τn(γ2).

Остается убедиться, что величина

τn(γ) < 1,
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для всех γ ∈ (1, nβ].
Рассмотрим величину τn(nβ).

τn(n
β) 6

6∏
k=1

yk(n),

где

y1(n) = (0, 4374)
nβ

2

[n
4

]nβ+1
[
1− 1

n
β
2

]n−1−nβ n−1
n

, y2(n) =
(
n1−β

)nβ−1

,

y3(n) =
(
1− nβ−2

)n+nβ−1

, y4(n) =

(
1 + n

β
2
−1

1− n
β
2
−1

)2n
β
2

,

y5(n) =

(
4

n
β
2

)1−nβ−1

, y6(n) =

(
n

n− 1

)n−1−nβ n−1
n

.

Рассмотрим оценку каждого из множителей yk(n), k = 1, 6.
Рассмотрим промежуток κ2. Исследуем поведение функций yk(n),

k = 1, 6.

y1(n) = (n)−
n0,36

2

[n
4

]n0,36+1
[
1− 1

n0,18

]n−1−n0,36 n−1
n

,

y2(n) =
(
n0,64

)n−0,64

,

y3(n) =
(
1− n−1,64

)n+n−0,64

, y4(n) =

(
1 + n−0,82

1− n−0,82

)2n0,18

,

y5(n) =

(
4

n0,18

)1−n−0,64

, y6(n) =

(
n

n− 1

)n−1−n0,36 n−1
n

.

Пусть n ∈ [10,∞).
Анализ показывает, что функция y1(n) монотонно убывает на дан-

ном промежутке, поэтому справедливо неравенство

y1(n) < y1(10) 6 0, 004379, n ∈ [10,∞).

Далее, аналогично рассматриваем функцию y2(n). Она убывает
на промежутке n ∈ (5,∞). Отсюда, приходим к выводу, что

y2(n) < y2(10) 6 1, 401573, n ∈ [10,∞).

Очевидно, что
y3(n) < 1, n ∈ [10,∞).
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Далее, рассмотрим функцию y4(n). Представим ее следующим обра-
зом

y4(n) =
(
1 + n−0,82

)n0,82n−0,822n0,18 (
1− n−0,82

)(−n0,82)(n−0,82)2n0,18

.

Поскольку
(
1 + n−0,82

)n0,82

< e при n ∈ N, а
(
1− n−0,82

)−n0,82

< 3 при
n > 10, тогда

y4(n) 6 ỹ4(n) = (3e)2n
−0,64

.

Таким образом, y4(n) убывает на всей области определения и

y4(n) < ỹ4(10) 6 2, 615215, n ∈ [10,∞).

Исследуя функцию y5(x) по стандартной схеме получаем, что она
убывает на промежутке x ∈ [10,∞). Таким образом,

y5(n) < y5(10) 6 2, 115298, n ∈ [10,∞).

Для функции y6(n) справедливо следующее соотношение

y6(n) <

(
1 +

1

n− 1

)n−1

≈ 2, 72, n ∈ [10,∞).

Тогда суммируя все выше сказанное, получаем

τn(n
0,36) =

6∏
k=1

yk(n)

6 0, 004379 · 1, 401573 · 1 · 2, 615215 · 2, 115298 · 2, 72

≈ 0, 092351 < 1,

то есть
τn(n

0,36) < 1 для n ∈ [10,∞).

С другой стороны, непосредственные вычисления показывают, что
τn
(
n0,36

)
< 1 для n ∈ [2, 9].

n y1(n) y2(n) y3(n) y4(n) y5(n) y6(n) Λn
(
n0,36

)
2 0,056067 1,329328 0,359825 18,365264 1,571435 1,281903 0,992156
3 0,046702 1,416332 0,532434 8,177054 1,822419 1,506043 0,790404
4 0,035219 1,441028 0,619212 5,515035 1,951598 1,661379 0,561949
5 0,025563 1,444433 0,672454 4,321013 2,024088 1,775234 0,385516
6 0,018211 1,439487 0,709160 3,646863 2,066471 1,862674 0,260959
7 0,012842 1,431123 0,736386 3,213963 2,091391 1,932256 0,175775
8 0,009001 1,421456 0,757605 2,912154 2,105538 1,989167 0,118227
9 0,006285 1,411453 0,774738 2,689388 2,112735 2,036732 0,079536
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Аналогичные рассуждения справедливы и для остальных β ∈
(0, 36; 0, 5].

Рассмотрим последний случай, когда β = 0, 5.
Рассмотрим величину τn(γ).

τn(n
0,5) =

6∏
k=1

yk(n),

где

y1(n) = (0, 4374)n
0.5
[n
4

]n0,5+1
[
1− 1

n0,25

]n−1−n0,5 n−1
n

,

y2(n) =
(
n0,5

)n−0,5

,

y3(n) =
(
1− n−1,5

)n+n−0,5

, y4(n) =

(
1 + n−0,75

1− n−0,75

)2n0,25

,

y5(n) =

(
4

n0,25

)1−n−0,5

, y6(n) =

(
n

n− 1

)n−1−n0,5 n−1
n

.

Рис. 2: График функции y1.

Рассмотрим промежуток n ∈ [31, 49].Анализ показывает, что фун-
кция y1(n) монотонно возрастает (см. рис. 2) на промежутке n ∈
[31, 49], а на промежутке n ∈ [50,∞) монотонно убывает и достигает
максимум y1(49) ≈ 0, 0922852, поэтому справедливо неравенство

y1(n) < y1(49) 6 0, 0923, n ∈ [31, 49].

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39

y1(n) 0,0888 0,0892 0,0896 0,0899 0,0902 0,0905 0,0908 0,0910 0,0912
n 40 41 42 43 44 45 46 47 48

y1(n) 0,0914 0,0916 0,0918 0,0919 0,0920 0,0921 0,0922 0,0922 0,0922
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Далее, аналогично рассматриваем функцию y2(n) =
(
n0,5

)n−0,5

.
Она убывает на промежутке n ∈ (6,∞). Таким образом, y2(n) <
1, 444611, n > 6. Отсюда, приходим к выводу, что

y2(n) < y2(31) 6 1, 3613, n ∈ [31, 49].

Проводя аналогичные вычисления, имеем

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39

y3(n) 0,8343 0,8368 0,8391 0,8414 0,8435 0,8456 0,8475 0,8494 0,8512
n 40 41 42 43 44 45 46 47 48

y3(n) 0,8530 0,8547 0,8563 0,8579 0,8594 0,8609 0,8623 0,8637 0,8651

Очевидно, что

y3(n) =
(
1− n−1,5

)n+n−0,5

< y3(49) 6 0, 8664, n ∈ [31, 49].

Далее, рассмотрим функцию y4(n). Представим ее следующим обра-
зом

y4(n) =
(
1 + n−0,75

)n0,75n−0,752n0,25 (
1− n−0,75

)(−n0,75)(n−0,75)2n0,25

.

Поскольку
(
1 + n−0,75

)n0,75

< e при n ∈ N, а
(
1− n−0,75

)−n0,75

< 3 при
n > 10, то

y4(n) 6 (3e)2n
−0,5

.

Таким образом, y4(n) убывает на всей области определения и

y4(n) < y4(31) 6 2, 1249, n ∈ [31, 49].

Исследуя функцию y5(n) =
(

4
n0,25

)1−n−0,5

по стандартной схеме
получаем, что она убывает на промежутке n ∈ (8,∞). Таким образом,

y5(n) < y5(31) 6 1, 5419, n ∈ [31, 49].

Для функции y6(n) справедливо следующее соотношение

y6(n) =

(
n

n− 1

)n−1−n0,5 n−1
n

<

(
1 +

1

n− 1

)n−1

6 2, 6905, n ∈ [31, 49].

Тогда суммируя все выше сказанное, получаем

τn(n
0,5) =

6∏
k=1

yk(n)

6 0, 0923 · 1, 3613 · 0, 8664 · 2, 1249 · 1, 5419 · 2, 6905 ≈ 0, 959625 < 1,
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то есть
τn(n

0,5) < 1 для n ∈ [31, 49].

Теперь рассмотрим промежуток n ∈ [50,∞). Аналогичным обра-
зом получаем, что

y1(n) < y1(50) 6 0, 0923, n ∈ [50,∞).

Далее, аналогично рассматриваем функцию y2(n) =
(
n0,5

)n−0,5

.
Она убывает на промежутке n ∈ (6,∞). Таким образом, y2(n) <
1, 444611, x > 6. Отсюда, приходим к выводу, что

y2(n) < y2(50) 6 1, 3187, n ∈ [50,∞).

Очевидно, что

y3(n) =
(
1− n−1,5

)n+n−0,5

6 1, n ∈ [50,∞).

Далее, рассмотрим функцию y4(n). Представим ее следующим обра-
зом

y4(n) =
(
1 + n−0,75

)n0,75n−0,752n0,25 (
1− n−0,75

)(−n0,75)(n−0,75)2n0,25

.

Поскольку
(
1 + n−0,75

)n0,75

< e при n ∈ N, а
(
1− n−0,75

)−n0,75

< 3 при
n > 10, то

y4(n) 6 (3e)2n
−0,5

.

Таким образом, y4(n) убывает на всей области определения и

y4(n) < y4(50) 6 1, 8103, n ∈ [50,∞).

Исследуя функцию y5(n) =
(

4
n0,25

)1−n−0,5

по стандартной схеме
получаем, что она убывает на промежутке n ∈ (8,∞). Таким образом,

y5(n) < y5(50) 6 1, 4199, n ∈ [50,∞).

Для функции y6(n) справедливо следующее соотношение

y6(n) =

(
n

n− 1

)n−1−n0,5 n−1
n

<

(
1 +

1

n− 1

)n−1

6 2, 72, n ∈ [50,∞).

Тогда суммируя все выше сказанное, получаем

τn(n
0,5) =

6∏
k=1

yk(n)

6 0, 0923 · 1, 3187 · 1 · 1, 8103 · 1, 4199 · 2, 72 ≈ 0, 850991 < 1,
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то есть
τn(n

0,5) < 1 для n ∈ [50,∞).

С другой стороны, непосредственные вычисления показывают, что
τn
(
n0,5

)
< 1 для n ∈ [8, 30].

n y1(n) y2(n) y3(n) y4(n) y5(n) y6(n) Λn
(
n0,5

)
8 0,074165 1,444259 0,685515 4,202238 1,750853 1,829872 0,988581
9 0,075037 1,442249 0,703109 3,858081 1,747160 1,874189 0,961293
10 0,075872 1,439175 0,717848 3,591260 1,740719 1,912446 0,937114
11 0,076680 1,435475 0,730445 3,377884 1,732534 1,945912 0,910335
12 0,077468 1,4314177 0,7413863 3,2030253 1,7232493 1,9755106 0,8964409
13 0,0782372 1,4271714 0,7510127 3,0568729 1,7132898 2,0019350 0,8792146
14 0,0789887 1,4228456 0,7595747 2,9327093 1,7029409 2,0257159 0,8636551
15 0,0797230 1,4185110 0,7672595 2,8257772 1,6923972 2,0472672 0,8495195
16 0,0804396 1,4142135 0,7742110 2,7326114 1,6817928 2,0669174 0,8365996
17 0,0811382 1,4099829 0,7805414 2,6506264 1,6712202 2,0849312 0,8247248
18 0,0818182 1,4058380 0,7863401 2,5778530 1,6607436 2,1015239 0,8137494
19 0,0824791 1,4017904 0,7916792 2,5127640 1,6504071 2,1168736 0,8035511
20 0,0831203 1,3978467 0,7966177 2,4541563 1,6402406 2,1311282 0,7940282
21 0,0837413 1,3940102 0,8012045 2,4010688 1,6302637 2,1444123 0,7850906
22 0,0843418 1,3902814 0,8054801 2,3527240 1,6204889 2,1568314 0,7766648
23 0,0849212 1,4271714 0,8094790 2,3084860 1,6109231 2,1684756 0,7911419
24 0,0854793 1,3831434 0,8132305 2,2678296 1,6015695 2,1794224 0,7610960
25 0,0860158 1,3797296 0,8167593 2,2303167 1,5924286 2,1897388 0,7538503
26 0,0865303 1,3764154 0,8200873 2,1955792 1,5834988 2,1994832 0,7469053
27 0,0870228 1,3731976 0,8232330 2,1633051 1,5747770 2,2087067 0,7402249
28 0,0874931 1,3700725 0,8262129 2,1332284 1,5662591 2,2174541 0,7337784
29 0,0879410 1,3670369 0,8290413 2,1051208 1,5579405 2,2257650 0,7275368
30 0,0883666 1,3640871 0,8317307 2,0787851 1,5498159 2,2336747 0,7214772

Отсюда мы получаем, что τn(γ) < 1 для всех n > 8 и γ ∈ (1, n0,5].
Таким образом, τn(γ) < 1 для всех n > 2 и γ ∈ (1, nβ ].
Случай II.
С учетом всех предыдущих выкладок мы получили, что в случае

α0
√
γ > 2 и γ ∈ (1, nβ ] экстремальные конфигурации отсутствуют

при всех n > 2. Остается исследовать случай α0
√
γ < 2 и γ ∈ (1, nβ],

n > 2. При n = 2 и n = 3 утверждение теоремы легко получить из
результата работы [2]. Поскольку справедливы неравенства 20,36 6
1, 6 и 30,44 6 2, то из работы [2] следует неравенство

In(γ) 6
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (26)

При n > 4 из результата работы [28] следует, что остается только
проверить, что условия, наложенные на параметр γ, удовлетворяют
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условиям теоремы. Так как неравенство nβ 6 0, 1215n2 выполняется
при n > 4, то из работы [28] следует неравенство (26).

Таким образом, теорема 1 и теорема 2 доказаны одновременно.
Доказательство теоремы 4 вытекает из теоремы 1 непосредственно.

Из теоремы 3 следует утверждение.

Следствие 1. [4] Пусть n ∈ N, n ≥ 5, γ ∈ (1, n0,38]. Тогда для лю-
бой n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1 такой, что M(γ) (An) 6
1, M(0)(An) 6 1, и любого набора взаимно непересекающихся обла-
стей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, справедливо неравенство (4).
Знак равенства в неравенстве (4) достигается при тех же услови-
ях, что и в теореме 3.

Из теоремы 4 вытекают следующие следствия.

Следствие 2. [3] Пусть n ∈ N, n ≥ 8, γ ∈ (1, n0,42]. Тогда
для любых различных точек единичной окружности и любого на-
бора взаимно непересекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,
a0 = 0, справедливо неравенство (6). Знак равенства в неравенстве
(6) достигается при тех же условиях, что и в теореме 4.

Следствие 3. [5] Пусть n ∈ N, n ≥ 12, γ ∈ (1, n0,45]. Тогда
для любых различных точек единичной окружности и любого набора
взаимно непересекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,
a0 = 0, справедливо неравенство (6). Знак равенства в неравенстве
(6) достигается при тех же условиях, что и в теореме 4.

Следствие 4. [31] Пусть n ∈ N, n ≥ 126, γ ∈ (1,
√
n]. Тогда

для любых различных точек единичной окружности и любого набора
взаимно непересекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,
a0 = 0, справедливо неравенство (6). Знак равенства в неравенстве
(6) достигается при тех же условиях, что и в теореме 4.
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