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Матричнi крайовi задачi
для диференцiальних рiвнянь

з p-Лапласiаном

Ольга В. Нєсмєлова

(Представлена В. Я. Гутлянським)

Анотацiя. Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь з p-Лапла-
сiаном виникають при вивченнi радiальних розв’язкiв нелiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними [1–3]. Особливiстю
рiзноманiтних крайових задач для диференцiальних, у тому числi
рiзницевих рiвнянь, з p-Лапласiаном є вiдсутнiсть єдиностi розв’яз-
ку. У запропонованiй статтi розглянута крайова задача для лiнiйної
системи диференцiальних рiвнянь з матричним р-Лапласiаном, яку
приведено до традицiйної диференцiально-алгебраїчної системи з не-
вiдомою у виглядi вектор-функцiї. Розглянуто два випадки отрима-
ної диференцiально-алгебраїчної системи, зокрема, випадки розв’я-
зностi та нерозв’язностi диференцiально-алгебраїчної системи вiдно-
сно похiдної. Для обох випадкiв отримана достатня умова розв’я-
зностi матричної крайової задачi для диференцiального рiвняння з
p-Лапласiаном, причому її загальний розв’язок визначає загальний
розв’язок для однорiдної частини матричного диференцiального рiв-
няння з р-Лапласiаном та оператор Грiна вихiдної матричної крайо-
вої задачi. Актуальнiсть вивчення крайових задач для диференцi-
альних рiвнянь з p-Лапласiаном пов’язана з численними застосуван-
нями подiбних задач у теорiї еластичностi, теорiї плазми та астрофi-
зицi [3]. Метою даної статтi є узагальнення рiзноманiтних крайових
задач для диференцiальних рiвнянь з p-Лапласiаном, яке зберiгає
особливостi розв’язання подiбних задач, а саме – вiдсутнiсть єдино-
стi розв’язку, i, в даному випадку, залежнiсть шуканого розв’язку вiд
довiльної функцiї. Запропонована в статтi схема дослiдження може
бути перенесена на нелiнiйнi матричнi крайовi задачi для диферен-
цiальних рiвнянь з р-Лапласiаном, на лiнiйнi матричнi крайовi зада-
чi для рiзницевих рiвнянь, а також на матричнi крайовi задачi для
функцiонально-диференцiальних рiвнянь в абстрактних просторах
з р-Лапласiаном, зокрема на матричнi крайовi задачi для диферен-
цiальних рiвнянь з вiдхиленням аргументу. Запропонована в статтi
схема дослiдження лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь з ма-
тричним р-Лапласiаном детально проiлюстрована на прикладах.
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Ключовi слова та фрази. Матрична крайова задача для дифе-
ренцiальних рiвнянь з p-Лапласiаном, узагальнений оператор Грiна.

1. Постановка задачi

Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв [4–8]

Z(t) ∈ C2
α×β [a, b] := C2[a, b]⊗ Rα×β

лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь

PZ(t) = A(t)Z(t) + F (t) (1.1)

пiдпорядкованих крайовiй умовi

LZ(·) = A, A ∈ Rλ×µ (1.2)

з матричним p -Лапласiаном

PZ(t) := ((R(t)Z(t))′S(t))′.

Тут
R(t) ∈ C2

γ×α[a, b] := C2[a, b]⊗ Rγ×α,

S(t) ∈ C2
β×δ[a, b] := C2[a, b]⊗ Rβ×δ,

F (t) ∈ Cγ×δ[a, b] := C1[a, b]⊗ Rγ×δ,

LZ(·) – лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

LZ(·) : C2[a; b] → Rλ×µ.

Взагалi кажучi, припускаємо α ̸= β ̸= γ ̸= δ ̸= λ ̸= µ – довiльнi
натуральнi числа. Позначимо

Ξ(j) ∈ Rα×β , j = 1, 2, ... , α · β

– природний базис [9] простору Rα×β , при цьому задача про знаходже-
ння розв’язкiв рiвняння (1.1) приводить до задачi про знаходження
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вектора z(t) ∈ C2
αβ [a; b], компоненти якого zj(t) ∈ C2[a; b] визначають

розвинення матрицi

Z(t) =

αβ∑
j=1

Ξ(j)zj(t), zj(t) ∈ C1[a; b], j = 1, 2, ... , α · β

по векторах Ξ(j) ∈ Rα×β базису простору Rα×β . Визначимо оператор
M[A] : Rm×n → Rm·n, як оператор, який ставить у вiдповiднiсть
матрицi A ∈ Rm×n вектор-стовпець B := M[A] ∈ Rm·n, утворений з
n стовпцiв матрицi A, а також обернений оператор [10]

M−1

[
B
]
: Rm·n → Rm×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектору B ∈ Rm·n матрицю A ∈ Rm×n.
Добуток A(t)Z(t) представимо в виглядi

A(t)Z(t) := A(t)

αβ∑
k=1

Ξ(k)zk(t), M
[
A(t)Z(t)

]
= Ǎ(t) · z(t),

де

Ǎ(t) :=

[
Ǎk(t)

]αβ
k=1

∈ Cγδ×αβ[a, b], Ǎk(t) = M
[
A(t)Ξ(k)

]
,

k = 1, 2, ... , α · β.

Визначимо матрицi

B(t), C(t), D(t) ∈ Cγδ×αβ [a, b]

наступним чином:

∂

∂z′′
MPZ(t) := B(t)z(t),

∂

∂z′
MPZ(t) := C(t)z(t),

∂

∂z
MPZ(t) := D(t)z(t).

Задача про знаходження розв’язкiв рiвняння (1.1) приводить до за-
дачi про знаходждення вектора z(t) ∈ C2

αβ [a; b], що визначений систе-
мою

B(t)z′′ + C(t)z′ +D(t)z = Ǎ(t)z + f(t), f(t) := MF (t),
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яка, в свою чергу, за допомогою замiни змiнних y1 := z, y2 := y′1,
приводить до задачi про знаходження вектора

y(t) ∈ C2
2αβ [a; b],

визначеного диференцiально-алгебраїчною системою рiвнянь [6–8]

U(t)y′ = V (t)y + f̌(t); (1.3)

тут

U(t) :=

(
Iαβ Oαβ
C(t) B(t)

)
, V (t) :=

(
Oαβ Iαβ

Ǎ(t)−D(t) Oγδ×αβ

)
,

f̌(t) :=

(
0
f(t)

)
.

2. Випадок розв’язностi системи (1.3) вiдносно
похiдної

За умови [6–8]

PU∗(t)V (t) = 0, PU∗(t)f̌(t) = 0, (2.1)

у випадку

U+(t)V (t) ∈ Cα·β×α·β [a; b], U+(t)f̌(t) ∈ C2α·β [a; b],

PUϱ(t)φ(t) ∈ C2α·β×ϱ[a; b] (2.2)

система (1.3) розв’язна вiдносно похiдної [6–8]:

y′ =W (t)y + F(t, φ(t)). (2.3)

Тут

W (t) := U+(t)V (t), F(t, φ(t)) := U+(t)f̌(t) + PUϱ(t)φ(t),

PUϱ(t) – (2αβ×ϱ)− матриця, утворена з ϱ лiнiйно-незалежних стовп-
цiв (2αβ × 2αβ)− матрицi-ортопроектора

PU (t) : R2αβ → N(U(t)).

Позначимо X(t) нормальну фундаментальну матрицю

dX(t)

dt
= U+(t)V (t)X(t), X(a) = I2αβ
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отриманої системи звичайних диференцiальних рiвнянь (2.3). За
умови (2.1), (2.2) система (2.3) має розв’язок вигляду

y(t, c) = X(t)c+K

[
F(s, φ(s))

]
(t),

K

[
f(s)

]
(t) := X(t)

∫ t

a
X−1(s)f(s)ds, c ∈ R2α·β ,

який визначає розв’язок матричного диференцiального рiвняння з
p - Лапласiаном (1.1)

Z(t, c) =W (t, c) +K
[
F(s, φ(s))

]
(t), c ∈ R2α·β , (2.4)

де

W (t, c) := M−1

[
JαβX(t)c

]
, Jαβ := [ Iαβ Oαβ ] ∈ Rα·β×2α·β

i

K
[
F(s, φ(s))

]
(t) := M−1

{
JαβK

[
F(s, φ(s))

]
(t)

}
.

Таким чином, доведено наступну достатню умову розв’язностi задачi
Кошi для матричного диференцiального рiвняння з p - Лапласiаном
(1.1).

Лема 2.1. За умов (2.1), (2.2) матрична задача Кошi
Z(a) = A для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапла-
сiаном (1.1) однозначно розв’язна для довiльного початкового значе-
ння A ∈ Rµ×ν . За умов (2.1), (2.2) загальний розв’язок (2.4) задачi
Кошi Z(a) = A для матричного диференцiального рiвняння з p -Лап-
ласiаном (1.1) визначає узагальнений оператор Грiна K[F(s, φ(s))](t)
задачi Кошi Z(a) = 0 для матричного диференцiального рiвняння з
p -Лапласiаном (1.1) i загальний розв’язок W (t, c) задачi Кошi Z(a) =
A для однорiдної частини матричного диференцiального рiвняння з
p -Лапласiаном (1.1).

Пiдставляючи розв’язок матричного рiвняння з p - Лапласiаном
(1.1) в крайову умову (1.2), приходимо до задачi про знаходження
розв’язкiв матричного рiвняння [10]

LW (·, c) + LK
[
F(s, φ(s))

]
(·) = A ∈ Rµ×ν . (2.5)
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У критичному випадку (PQ∗ ̸= 0) за умов (2.1), (2.2) i

PQ∗
d
M
{
A− LK

[
F(s, φ(s))

]
(·)
}

= 0 (2.6)

розв’язок рiвняння (2.5) визначає вектор [10]

c = Q+M
{
A− LK

[
F(s, φ(s))

]
(·)
}
+ PQrcr, cr ∈ Rr.

Тут PQ∗− (µ · ν × µ · ν) матриця-ортопроектор

PQ∗ : Rµ·ν → N(Q∗),

де

Q :=

[
Qi

]2α·β
i=1

∈ Rµ·ν×2α·β , Qi := M

{
LM−1

[
X(·)Ξ(i)

]}
,

i = 1, 2, ... , 2α · β;

матриця PQr утворена з r лiнiйно-незалежних стовпцiв (2α · 2β ×α ·
β)− матрицi-ортопроектора

PQ : R2α·β → N(Q).

Таким чином, у критичному випадку, за умов (2.1), (2.2) i (2.6) роз-
в’язок матричної крайової задачi з p - Лапласiаном (1.1), (1.2) має
вигляд

Z(t, cr) =W (t, cr) +G

[
F(s, φ(s));A

]
(t), (2.7)

W (t, cr) := M−1

[
Jαβ X(t)PQrcr

]
,

де

G

[
F(s, φ(s));A

]
(t) := M−1

{
Jαβ X(t)Q+M

{
A

−LK
[
F(s, φ(s))

]
(·)
}}

+K
[
F(s, φ(s))

]
(t).

Отже, доведено наступну достатню умову розв’язностi матричної кра-
йової задачi для диференцiального рiвняння з p - Лапласiаном (1.1),
(1.2).
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Теорема 2.1. У критичному випадку (PQ∗ ̸= 0) за умов (2.1), (2.2)
i (2.6) розв’язок (2.7) матричної крайової задачi з p -Лапласiаном
(1.1), (1.2) визначає узагальнений оператор Грiна G[F(s, φ(s));A](t)
матричної крайової задачi з p -Лапласiаном (1.1), (1.2) i загальний
розв’язок W (t, cr) для однорiдної частини матричного диференцiаль-
ного рiвняння з p -Лапласiаном (1.1), (1.2).

Вiдзначимо, що другий доданок, який скаладає узагальнений опе-
ратор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для матричної крайо-
вої задачi з p - Лапласiаном (1.1) за умов (2.1), (2.2) i ϱ ̸= 0 зале-
жить вiд довiльної функцiї φ(t) ∈ Cϱ×1[a; b]. У критичному випадку
(PQ∗ ̸= 0) за умов (2.1), (2.2) i ϱ ̸= 0 узагальнений оператор Грiна
G[F(s, φ(s)); A ](t) матричної крайової задачi з p -Лапласiаном (1.1)
за умов (2.1), (2.2) також залежить вiд функцiї φ(t).

У некритичному випадку (PQ∗ = 0), за умов (2.1), (2.2) матрична
крайова задача з p - Лапласiаном (1.1), (1.2) розв’язна для довiль-
ної функцiї F (t) i неоднорiдностi в крайовiй умовi A. Вiзначимо, що
для квадратної матрицi Q умова PQ∗ = 0 тягне за собою PQ = 0 i
рiвносильна традицiйнiй вимозi detQ ̸= 0. Таким чином, доведено
наступне твердження.

Наслiдок 2.1. У некритичному випадку (PQ∗ = 0) за умов (2.1)
i (2.2) розв’язок (2.7) матричної крайової задачi з p -Лапласiаном
(1.1), (1.2) визначає узагальнений оператор Грiна G[F(s, φ(s));A](t)
матричної крайової задачi з p -Лапласiаном (1.1), (1.2) i загальний
розв’язок W (t, cr) для однорiдної частини матричного диференцiаль-
ного рiвняння з p -Лапласiаном (1.1), (1.2).

Приклад 2.1. Дослiджуємо задачу про знаходження антиперiоди-
чних розв’язкiв матричного рiвняння з p - Лапласiаном

PZ(t) = A(t)Z(t) + F (t), PZ(t) := ((R(t)Z(t))′S(t))′, t ∈ [0; e].
(2.8)

Тут

R(t) := e−t
(

0 1
1 0

)
, S(t) := et

(
0 0
0 1

)
,

F (t) :=

(
0 1
0 0

)
, A(t) :=

(
0 0
0 0

)
.

Задача про знаходження розв’язкiв рiвняння (2.8) приводить до
задачi про знаходження вектора

y(t) ∈ C2
8[0; e],
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який визначається диференцiально-алгебраїчною системою рiвнянь
(1.3); тут

U(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0


,

V (t) =



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

f̌(t) =
(
0 0 0 0 0 0 1 0

)∗
.

При цьому умови (2.1) i (2.2) виконанi; тут

PU∗(t) = PU(t) =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


.

Добуток

U+(t)V (t) =



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
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визначає матрицю

X(t) =



1 0 0 0 t 0 0 0
0 1 0 0 0 t 0 0
0 0 1 0 0 0 1− e−t 0
0 0 0 1 0 0 0 1− e−t

0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 e−t 0
0 0 0 0 0 0 0 e−t


i загальний розв’язок

W (t, c) =

(
c1 + c5 t c3 + c7 − c7 e

−t

c2 + c6 t c4 + c4 − c4 e
−t

)
, c :=

 c1
...
c8

 ∈ R8

задачi Кошi Z(0) = 0 для однорiдної частини рiвняння (2.8).
Оскiльки PQ∗ = 0, то в задачi про побудову антиперiодичних роз-
в’язкiв матричного рiвняння з p - Лапласiаном (2.8) має мiсце некри-
тичний випадок; тут

Q =


2 0 0 0 e 0 0 0
0 2 0 0 0 e 0 0
0 0 2 0 0 0 1− e−e 0
0 0 0 2 0 0 0 1− e−e

 ,

PQr =



e 0 0 0
0 e 0 0
0 0 1− ee 0
0 0 0 1− ee

−2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 2ee 0
0 0 0 2ee


.

Таким чином, знаходимо загальний розв’язок однорiдної частини ан-
типерiодичної задачi для системи (2.8)

W (t, cr) =

(
cr1 e cr3 − cr3 e

e

cr2 e cr4 − cr4 e
e

)
, cr :=

 cr1
...
cr4

 ∈ R4.

Вiдзначимо, що ϱ = 2 ̸= 0, при цьому оператор Грiна задачi Кошi
Z(a) = 0 для матричного диференцiльного рiвняння з p - Лапласi-
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аном (2.8) залежить вiд довiльної функцiї φ(t) ∈ C2×1[0; 1]; тут

PUϱ(t) =



0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1
0 0
0 0


.

Покладемо φ(t) := 0. Узагальнений оператор Грiна задачi Кошi
Z(a) = 0 для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапла-
сiаном (2.8)

K
[
F(s, φ(s))

]
(t) =

(
0 0
0 t+ e−t − 1

)
дозволяє перевiрити виконання умови (2.6) i визначає узагальнений
оператор Грiна антиперiодичної задачi для системи (2.8)

G

[
F(s, φ(s));A

]
(t) =

(
0 0

0
2(1−e−e−e)
4+(−1+e−e)2

)
.

3. Випадок нерозв’язностi системи (1.3) вiдносно
похiдної

Припустимо далi, що умову (2.1) не виконано [6–8], тобто або
PU∗(t)V (t) ̸= 0, або PU∗(t)f̌(t) ̸= 0. Тодi задача про знаходження
розв’язкiв рiвняння (1.1) за допомогою замiни змiнних

y1 := z := Ωx1, y2 := y′1 := Ωx′1 := Ωx2, Ω ∈ Rαβ×αβ ,

x(t) :=

(
x1(t)
x2(t)

)
приводить до задачi про знаходження вектора x(t) ∈ C2

αβ [a; b], визна-
ченого диференцiально-алгебраїчною системою рiвнянь [6–8]

Ǔ(t)x′ = V̌ (t)x+ f̌(t); (3.1)

тут

Ǔ(t) :=

(
Ω Oαβ

C(t)Ω B(t)Ω

)
, V̌ (t) :=

(
Oαβ Ω

(Ǎ(t)−D(t))Ω Oγδ×αβ

)
.
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За умов [6–8]
PǓ∗(t)V̌ (t) = 0, PǓ∗(t)f̌(t) = 0, (3.2)

у випадку

Ǔ+(t)V̌ (t) ∈ Cα·β×α·β [a; b], Ǔ+(t)f̌(t) ∈ C2α·β [a; b],

PǓϱ(t)φ(t) ∈ C2α·β×ϱ[a; b] (3.3)

система (3.1) розв’язна вiдносно похiдної [6–8]:

x′ = W̌ (t)x+ F1(t, φ(t)); (3.4)

тут

W̌ (t) := Ǔ+(t)V̌ (t), F1(t, φ(t)) := Ǔ+(t)f̌(t) + PǓϱ(t)φ(t),

PǓϱ(t) – (2αβ×ϱ)− матриця, утворена з ϱ лiнiйно-незалежних стовп-
цiв (2αβ × 2αβ)− матрицi-ортопроектора PǓ (t) : R2αβ → N(Ǔ(t)).
Умова (3.2) представляє собою, взагалi кажучi, нелiнiйне рiвняння
вiдносно сталої матрицi

Ω := diag
(
ω1 ω2 ... ωαβ

)
∈ Rαβ×αβ .

Iстотна перевага замiни змiнної z := Ωx1 полягає в тому, що викори-
стана в статтi [7] замiна

Z(t) = Pℓ Y (t)Pr, Pℓ ∈ Rα×α, Pr ∈ Rβ×β ,

дає можливiсть знаходження α2 + β2 невiдомих, що бiльше

α2 + β2 > αβ

числа невiдомих αβ, якi визначаються замiною змiнної z := Ωx1. По-
значимо X̌(t) нормальну фундаментальну матрицю

dX̌(t)

dt
= Ǔ+(t)V̌ (t)X̌(t), X̌(a) = I2αβ

отриманої системи звичайних диференцiальних рiвнянь (3.4). За
умови (3.2), (3.3) система (3.4) має розв’язок вигляду

x(t, c) = X̌(t)c+K

[
F1(s, φ(s))

]
(t), c ∈ R2α·β,

який визначає розв’язок матричного диференцiального рiвняння з
p - Лапласiаном (1.1)

Z(t, c) = W̌ (t, c) +K
[
F1(s, φ(s))

]
(t), c ∈ R2α·β , (3.5)
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де

W̌ (t, c) := M−1

[
ΩJαβX̌(t)c

]
, K
[
F1(s, φ(s))

]
(t)

:= M−1

{
JαβK

[
ΩF1(s, φ(s))

]
(t)

}
.

Таким чином, доведено наступну достатню умову розв’язностi матри-
чної задачi Кошi для диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном
(1.1).

Наслiдок 3.1. За умов (3.2), (3.3) матрична задача Кошi Z(a) = A
для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном (1.1)
однозначно розв’язна для довiльного початкового значення
A ∈ Rµ×ν . За умов (3.2), (3.3) загальний розв’язок (3.5) задачi Кошi
Z(a) = A для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласi-
аном (1.1) визначає узагальнений оператор Грiна K[F1(s, φ(s))](t) за-
дачi Кошi Z(a) = 0 для матричного диференцiального рiвняння з p -
Лапласiаном (1.1) i загальний розв’язок W̌ (t, c) задачi Кошi Z(a) = A
для однорiдної частини матричного диференцiального рiвняння з p -
Лапласiаном (1.1).

Пiдставляючи розв’язок матричного рiвняння з p - Лапласiаном
(1.1) в крайову умову (1.2), приходимо до задачi про знаходження
розв’язкiв матричного рiвняня [10]

LW̌ (·, c) + LK
[
F1(s, φ(s))

]
(·) = A ∈ Rµ×ν . (3.6)

У критичному випадку (PQ∗ ̸= 0) за умов (2.1), (2.2) i

PQ∗
d
M
{
A− LK

[
F1(s, φ(s))

]
(·)
}

= 0 (3.7)

розв’язок рiвняння (3.6) визначає вектор [10]

c = Q+M
{
A− LK

[
F1(s, φ(s))

]
(·)
}
+ PQrcr, cr ∈ Rr.

Таким чином, у критичному випадку, за умов (3.2), (3.3) i (3.7) роз-
в’язок матричної крайової задачi з p - Лапласiаном (1.1), (1.2) має
вигляд

Z(t, cr) = W̌ (t, cr) +G

[
F1(s, φ(s));A

]
(t), W̌ (t, cr) :=

:= M−1

[
ΩJαβ X̌(t)PQrcr

]
, (3.8)
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де

G

[
F1(s, φ(s));A

]
(t) := M−1

{
ΩJαβ X̌(t)Q+M

{
A−

−LK
[
F1(s, φ(s))

]
(·)
}}

+K
[
F1(s, φ(s))

]
(t).

Отже, доведено наступну достатню умову розв’язностi матричної кра-
йової задачi для диференцiального рiвняння з p - Лапласiаном (1.1),
(1.2).

Наслiдок 3.2. У критичному випадку (PQ∗ ̸= 0) за умов (3.2), (3.3)
i (3.7) розв’язок (3.8) матричної крайової задачi з p -Лапласiаном
(1.1), (1.2) визначає узагальнений оператор Грiна G[F1(s, φ(s));A](t)
матричної крайової задачi с p -Лапласiаном (1.1), (1.2) i загальний
розв’язок W̌ (t, cr) для однорiдної частини матричного диференцiаль-
ного рiвняння з p -Лапласiаном (1.1), (1.2).

У некритичному випадку (PQ∗ = 0), за умов (3.2), (3.3) матрична
крайова задача з p -Лапласiаном (1.1), (1.2) розв’язна для довiльної
функцiї F (t) i неоднорiдностi в крайовiй умовi A.

Приклад 3.1. Дослiджуємо задачу про знаходження антиперiоди-
чних розв’язкiв матричного рiвняння з p - Лапласiаном

PZ(t) = A(t)Z(t) + F (t), PZ(t) := ((R(t)Z(t))′S(t))′, t ∈ [−1; 0].
(3.9)

Тут

R(t) := e−t
(

0 1
1 0

)
, S(t) := et

(
1 1
0 0

)
,

F (t) :=

(
1 1
0 0

)
, A(t) :=

(
1 0
0 0

)
.

Задача про знаходження розв’язкiв рiвняння (3.9) приводить до
диференцiально-алгебраїчної системи рiвнянь (1.3); тут

U(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0


,
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V (t) =



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

f̌(t) =
(
0 0 0 0 1 0 1 0

)∗
.

При цьому умова (2.1) не виконана; тут

PU∗(t) =
1

2



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 −1 0
0 0 0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 −1 0 1 0
0 0 0 0 0 −1 0 1


.

Умови (3.2) i (3.3) виконанi, наприклад, для матрицi

Ω := diag
(
ω1 ω2 ... ω4

)
:= diag

(
0 1 0 1

)
∈ R4×4,

при цьому

W̌ (t) := Ǔ+(t)V̌ (t) =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


.

Загальний розв’язок

W (t, c) =

(
0 0

c2 + c6 − c6 e
−t c4 + c8 t

)
, c :=

 c1
...
c8

 ∈ R8
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задачi Кошi Z(0) = 0 для однорiдної частини рiвняння (3.9) визначає
матриця

X(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1− e−t 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 t
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 e−t 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


.

Вiдзначимо, що для обраної матрицi Ω загальний розв’язокW (t, c) ре-
ально залежить вiд чотирьох, а не восьми довiльних констант. Оскiль-
ки PQ∗ ̸= 0, то в задачi про побудову антиперiодичних розв’язкiв
матричного рiвняння з p - Лапласiаном (3.9) має мiсце критичний ви-
падок; тут

Q =


0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 1− e 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 −1

 , PQ∗ =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 .

Загальний розв’язок, що має вигляд однорiдної частини задачi про
побудову антиперiодичних розв’язкiв матричного рiвняння з p - Лап-
ласiаном (3.9), визначає матриця

W (t, cr) =

(
0 0

cr1 e
−t (et − 2 + e1+t

)
cr2(1 + 2 t)

)
,

cr :=

(
cr1
cr2

)
∈ R2

Вiдзначимо, що для обраної матрицi Ω загальний розв’язок W (t, cr)
однорiдної частини антиперiодичної задачi для рiвняння (3.9) також
залежить вiд двох, а не шести довiльних констант. Оскiльки ϱ = 5 ̸=
0, то оператор Грiна задачi Кошi Z(a) = 0 для матричного дифе-
ренцiального рiвняння з p - Лапласiаном (2.8) залежить вiд довiльної
функцiї φ(t) ∈ C5×1[−1; 0]; тут

PǓϱ(t) =



1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


.



56 Матричнi крайовi задачi для звичайних...

Покладемо φ(t) := 0. Узагальнений оператор Грiна задачi Кошi
Z(a) = 0 для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапла-
сiаном (3.9)

K
[
F1(s, φ(s))

]
(t) =

(
0 0

e−1−t + t 0

)
дозволяє перевiрити виконання умови (3.7) i визначає узагальнений
оператор Грiна антиперiодичної задачi для системи (3.9)

G

[
F1(s, φ(s));A

]
(t) =

1

e (5− 2e+ e2)

×
(

0 0
−3 + e− 3 e1−t + e2−t + 6 e−t + 5 et− 2 e2t+ e3t 0

)
.

Запропонована в статтi схема дослiдження матричних крайових
задач для диференцiальных рiвнянь з p-Лапласiаном
(1.1), (1.2) аналогiчно [11–17] може бути перенесена на матричнi кра-
йовi задачi для функцiонально-диференцiальних рiвнянь в абстра-
ктних просторах. Крiм того, запропонована в статтi схема дослiдже-
ння матричних крайових задач для диференцiальних рiвнянь з p-
Лапласiаном (1.1), (1.2) аналогiчно [18, 19] може бути перенесена на
нелiнiйнi матричнi крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь з p-
Лапласiаном.
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