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Про локальнi властивостi розв’язкiв
нелiнiйного рiвняння Бельтрамi

Руслан Р. Салiмов, Марiя В. Стефанчук

(Представлена В. Я. Гутлянским)

Анотацiя. У роботi дослiджується асимптотична поведiнка в точ-
цi регулярних гомеоморфiзмiв, якi володiють N -властивiстю Лузiна.
Авторами статтi за допомогою iзопериметричної нерiвностi
отримано степеневу оцiнку площi образу круга у термiнах p-кутової
дилатацiї при p > 2. Як наслiдок, отримано аналог вiдомої леми
Iкоми-Шварца. Результат узагальнює вiдому оцiнку М.А. Лаврен-
тьєва для площi образу круга при квазiконформних вiдображеннях.

Нехай G — область у комплекснiй площинi C i нехай
µ : G → C — вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1 майже скрiзь в G. На-
гадаємо, що рiвнянням Бельтрамi називається рiвняння вигляду:
fz = µ(z)fz , де fz = 1

2
(fx + ify), fz = 1

2
(fx − ify), z = x + iy, fx i

fy — частиннi похiднi вiдображення f по x i y, вiдповiдно. Функцiя
µ називається комплексним коефiцiєнтом. Вiдображення f : G→ C
володiє N -властивiстю Лузiна, якщо з умови |E| = 0 випливає, що
|f(E)| = 0. Гомеоморфiзм f класу Соболєва W 1,1

loc називається регу-
лярним, якщо якобiан Jf = |fz|2 − |fz̄|2 > 0 майже скрiзь.

Результати застосовуються до регулярних розв’язкiв нелiнiйного
рiвняння Бельтрамi в полярнiй системi координат (r, θ) наступного
вигляду: fr = σ(reiθ)|fθ|mfθ , яке можна переписати у комплекснiй
формi: fz = z

z
σ(z) |z| i|zfz−zfz|m−1
σ(z) |z| i|zfz−zfz |m+1

fz, де σ : D → C — вимiрна фун-
кцiя, m > 0, а fz, fz — частиннi похiднi вiдображення f по z i z,
вiдповiдно. При m > 0 дане рiвняння є частковим випадком загаль-
ної нелiнiйної комплексної системи рiвнянь у частинних похiдних.
Зауважимо, що при m = 0 рiвняння зводиться до звичайного лi-
нiйного рiвняння Бельтрамi fz = µ(z)fz. Якщо покласти m = 0 i
σ = −i/|z|, то ми приходимо до вiдомої системи Кошi-Рiмана. У ро-
ботi дослiджується випадок, коли m > 0.

Таким чином, для регулярних гомеоморфних розв’язкiв класу
Соболєва W 1,2

loc вищевказаного рiвняння встановленi асимптотичнi
оцiнки степеневого характеру в термiнах нижньої границi. Також
у роботi отриманi точнi оцiнки площi образу круга та, як наслiдок,
доведено екстремальний аналог вiдомої леми Iкоми-Шварца. Побу-
дованi розв’язки, на яких досягаються отриманi оцiнки.
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Ключовi слова та фрази. Рiвняння Бельтрамi, регулярний гомео-
морфiзм, N -властивiсть, p-кутова дилатацiя вiдображення, регуляр-
ний гомеоморфний розв’язок рiвняння.

1. Вступ

Нехай G – область у комплекснiй площинi C, тобто зв’язна та вiд-
крита пiдмножина C, i нехай µ : G→ C – вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1
м.с. (майже скрiзь) в G. Нагадаємо, що рiвнянням Бельтрамi нази-
вається рiвняння вигляду

fz = µ(z)fz , (1.1)

де fz = 1
2(fx + ify), fz = 1

2(fx − ify), z = x + iy, fx i fy — частиннi
похiднi вiдображення f по x i y, вiдповiдно. Функцiя µ називається
комплексним коефiцiєнтом, а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

дилатацiйним вiдношенням рiвняння (1.1). Рiвняння Бельтрамi (1.1)
називається виродженим, якщо Kµ є суттєво необмеженою, тобто
Kµ /∈ L∞(G). Теореми iснування гомеоморфних розв’язкiв класу Со-
болєва W 1,1

loc були недавно доведенi методом модулiв для багатьох ви-
роджених рiвнянь Бельтрамi, див., наприклад, монографiї [1, 3], а
також огляди [4, 5].

Нехай σ : D → C – вимiрна функцiя i m > 0. Розглянемо у поляр-
нiй системi координат (r, θ) наступне рiвняння:

fr = σ(reiθ) |fθ|m fθ, (1.2)

де fr i fθ – частиннi похiднi вiдображення f по r i θ, вiдповiдно.
Враховуючи формули

rfr = zfz + zfz , fθ = i(zfz − zfz) ,

рiвняння (1.2) можна записати у комплекснiй формi:

fz =
z

z

σ(z) |z| i|zfz − zfz|m − 1

σ(z) |z| i|zfz − zfz|m + 1
fz. (1.3)

Вiдмiтимо, що подiбнi нелiнiйнi рiвняння зустрiчаються у роботi [6],
див. теорему 5.7.
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При m = 0 рiвняння (1.3) зводиться до звичайного рiвняння Бель-
трамi (1.1) з комплексним коефiцiєнтом

µ(z) =
z

z

σ(z) |z| i− 1

σ(z) |z| i+ 1
.

Якщо у (1.3) покласти m = 0 i σ = −i/|z| , то ми приходимо до
вiдомої системи Кошi–Рiмана.

При m > 0 рiвняння (1.3) є частковим випадком загальної нелi-
нiйної комплексної системи рiвнянь (7.33), п. 7.7 в [7]. Всюди далi
будемо вважати, що m > 0.

Твердження 1.1. Рiвняння (1.2) можна записати у виглядi систе-
ми з дiйсними рiвняннями{

xux + yuy +Rm(u, v) (σ̃1(yux − xuy)− σ̃2(yvx − xvy)) = 0 ,
xvx + yvy +Rm(u, v) (σ̃1(yvx − xvy) + σ̃2(yux − xuy)) = 0 .

(1.4)

Тут σ̃1 = rReσ, σ̃2 = r Imσ i

R(u, v) =
(
(yux − xuy)

2 + (yvx − xvy)
2
)1/2

.

Доведення. Дiйсно, оскiльки

rfr = x fx + y fy

i
fθ = −yfx + xfy ,

то рiвняння (1.2) можна записати у виглядi

(x+ σ̃y |yfx − xfy|m) fx + (y − σ̃x |yfx − xfy|m) fy = 0 ,

де σ̃ = r σ.
Враховуючи рiвностi f = u + iv i σ̃ = σ̃1 + σ̃2i, останнє рiвняння

можна записати так:

(x+ (σ̃1 + iσ̃2)y |yfx − xfy|m) (ux + ivx)

+ (y − (σ̃1 + iσ̃2)x |yfx − xfy|m) (uy + ivy) = 0 .

Тут σ̃1 = rReσ, σ̃2 = r Imσ .
Таким чином, маємо{
xux + yuy + |yfx − xfy|m (σ̃1yux − σ̃2yvx − σ̃1xuy + σ̃2xvy) = 0 ,
xvx + yvy + |yfx − xfy|m (σ̃2yux + σ̃1yvx − σ̃2xuy − σ̃1xvy) = 0 .

Враховуючи рiвнiсть

|yfx−xfy| = |y(ux+ivx)−x(uy+ivy)| =
√

(yux − xuy)2 + (yvx − xvy)2 ,

отримаємо систему рiвнянь (1.4).
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Нелiнiйне рiвняння (1.3) є частковим випадком нелiнiйної систе-
ми двох дiйсних рiвнянь у частинних похiдних див. (1) у [8, 9], див.
також [10]. Вiдмiтимо, що нелiнiйнi системи рiвнянь у частинних по-
хiдних зараз, як i ранiше, вивчаються у рiзноманiтних аспектах, див.,
наприклад, [6–21].

2. Допомiжнi леми

Нагадаємо деякi означення. Вiдображення f : G→ C називається
регулярним у точцi z0 ∈ G, якщо в цiй точцi f має повний диферен-
цiал i його якобiан Jf = |fz|2−|fz̄|2 ̸= 0 (див., наприклад, I. 1.6 в [22]).
Гомеоморфiзм f класу Соболєва W 1,1

loc називається регулярним, якщо
Jf > 0 м.с.

Вiдмiтимо, що регулярнi гомеоморфiзми є пiдкласом вiдображень
зi скiнченним спотворенням, якi вивчалися багатьма авторами, див.,
наприклад, роботи [23–37]. Вiдображення f : G → C володiє
N -властивiстю (Лузiна), якщо з умови |E| = 0 випливає, що |f(E)| =
0.

Всюди далi будемо вважати, що

Br = {z ∈ C : |z| 6 r} , γr = {z ∈ C : |z| = r} , B = {z ∈ C : |z| < 1}.

Нехай f : B → C – регулярний гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1
loc ,

p > 1. Будемо називати p-кутовою дилатацiєю вiдображення f вiд-
носно точки z0 = 0 величину:

Dp(z) = Dp(re
iθ) =

|fθ(reiθ)|p

rpJf (reiθ)
.

Тут z = reiθ, Jf – якобiан вiдображення f . Для z = 0 i r ∈ (0, 1)
позначимо

dp(r) =

(
1

2πr

∫
γr

D
1
p−1
p (z) ds

)p−1

.

При p = 2 кутова дилатацiя використовувалася при дослiдженнi ло-
кальних властивостей квазiконформних вiдображень, див. [38–43]. Вi-
домо, що кутова дилатацiя у точках регулярностi спiвпадає з доти-
чною дилатацiєю, див. п. 6.1 i лему 6.1 в [1], яка надалi використо-
вувалася при дослiдженнi локальної та межової поведiнки гомеомор-
фних розв’язкiв з узагальненими похiдними та у задачi Дiрiхле для
рiвнянь Бельтрамi з виродженням, див. [46,47].

Позначимо через L(r) довжину кривої f(reiθ) , 0 6 θ 6 2π , а через
S(r) = |f(Br)| – площу множини f(Br). У наступному твердженнi
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наведено диференцiальну нерiвнiсть для функцiї S(r), див. лему 1
у [48], див. лемму 2.1 у [21].

Твердження 2.1. Нехай f : B → C – регулярний гомеоморфiзм кла-
су Соболєва W 1,1

loc , який володiє N -властивiстю, та p > 1. Тодi

S′(r) > 2π
2−p
2 r1−p d−1

p (r)S
p
2 (r) (2.1)

для м.в. (майже всiх) r ∈ [0, 1).

У наступнiй лемi дається степенева оцiнка зверху площi образу
круга для регулярних гомеоморфiзмiв, якi володiють N -властивiстю.

Лема 2.1. Нехай f : B → C – регулярний гомеоморфiзм класу Со-
болєва W 1,1

loc , який володiє N -властивiстю, p > 2. Якщо для деяких
чисел λ > 1, τ > 0 i C0 > 0 виконується умова

ετ
λε∫
ε

dr

rp−1 dp(r)
> C0 (2.2)

для довiльного ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈
(
0, 1λ

)
, то

S(ε) 6 π (p− 2)
− 2
p−2C

− 2
p−2

0 ε
2τ
p−2 (2.3)

для всiх ε ∈ (0, ε0).

Вiдмiтимо, що вперше верхня оцiнка площi образу круга при ква-
зiконформних вiдображеннях зустрiчається у монографiї М. А. Лав-
рентьєва, див. лему 1, с. 80 в [10]. У монографiї [38], див. твердження
3.7, отримано уточнення нерiвностi Лаврентьєва у термiнах кутової
дилатацiї. Також ранiше у роботах [49,50] були отриманi верхнi оцiнки
спотворення площi круга для кiльцевих та нижнiх
Q-гомеоморфiзмiв.

Доведення. Використовуючи твердження 2.1 маємо

S′(r)

S
p
2 (r)

dr > 2π
2−p
2

dr

rp−1 dp(r)
(2.4)

для м.в. r ∈ [0, 1). Далi, iнтегруючи обидвi частини останньої нерiв-
ностi по r ∈ (ε, λε), отримуємо

λε∫
ε

(
S

2−p
2 (r)
2−p
2

)′

dr > 2π
2−p
2

λε∫
ε

dr

rp−1 dp(r)
. (2.5)
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Вiдмiтимо, що функцiя gp(r) =
S

2−p
2 (r)
2−p
2

є неспадною, тодi

λε∫
ε

(
S

2−p
2 (r)
2−p
2

)′

dr =

λε∫
ε

g′p(r) 6 gp(λε)− gp(ε) =

=
2

p− 2

(
S

2−p
2 (ε)− S

2−p
2 (λε)

)
(2.6)

(див. теорему IV. 7.4 в [51]). Комбiнуючи нерiвностi (2.5) i (2.6), маємо

S
2−p
2 (ε) > S

2−p
2 (ε)− S

2−p
2 (λε) > π

2−p
2 (p− 2)

λε∫
ε

dr

rp−1 dp(r)
.

Звiдси, враховуючи умову (2.2), отримуємо оцiнку (2.3).

Наступний результат є аналогом вiдомої леми Iкоми–Шварца про
оцiнку нижньої границi, див. теорему 2 в [52].

Лема 2.2. Нехай p > 2 i f : B → B – регулярний гомеоморфiзм класу
Соболєва W 1,1

loc , який володiє N -властивiстю i f(0) = 0. Якщо для
деяких чисел λ > 1, τ > 0 i C0 > 0 виконується умова

ετ
λε∫
ε

dr

rp−1 dp(r)
> C0 (2.7)

для довiльного ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈
(
0, 1λ

)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

τ
p−2

6 C
− 1
p−2

0 (p− 2)
− 1
p−2 <∞ .

Доведення. Покладемо lf (ε) = min
|z|=ε

|f(z)|, ε ∈ (0, ε0). Тодi, враховую-

чи, що f(0) = 0, отримуємо πl2f (ε) 6 S(ε), i, вiдповiдно, lf (ε) 6
√

S(ε)
π .

Таким чином, враховуючи лему 1, маємо

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

τ
p−2

= lim inf
ε→0

lf (ε)

ε
τ
p−2

6 lim inf
ε→0

√
S(ε)

πε
2τ
p−2

6

6 C
− 1
p−2

0 (p− 2)
− 1
p−2 <∞ .
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Наслiдок 2.1. Нехай p > 2 i f : B → B – регулярний гомеоморфiзм
класу Соболєва W 1,1

loc , який володiє N -властивiстю, i f(0) = 0. Якщо
для деяких чисел d0 > 0 i β ∈ [0, p− 2) виконується умова

dp(r) 6 d0r
−β (2.8)

для м.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|

|z|
p−β−2
p−2

6 ν0 d
1
p−2

0 , (2.9)

де ν0 – додатна стала, яка залежить тiльки вiд β i p.

Доведення. Нехай λ = 2 i τ = p−β−2. З умови (2.8) випливає оцiнка:

εp−β−2

2ε∫
ε

dr

rp−1 dp(r)
> εp−β−2

2ε∫
ε

dr

d0 rp−β−1
=

22+β−p − 1

d0(2 + β − p)
.

Застосовуючи лему 2.2 з параметрами λ = 2, τ = p − β − 2 i C0 =
22+β−p−1
d0(2+β−p) , отримуємо оцiнку (2.9).

При β = 0 iз наслiдку 2.1 безпосередньо випливає наступне твер-
дження.

Наслiдок 2.2. Якщо для деякого числа d0 > 0 виконується умова
dp(r) 6 d0 для м.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈

(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

6 ν0 d
1
p−2

0 ,

де ν0 – додатна стала, яка залежить тiльки вiд параметра p.

Лема 2.3. Нехай p > 2, α > 2
p−2 i f : B → B – регулярний гомеомор-

фiзм класу Соболєва W 1,1
loc , який володiє N -властивiстю, i f(0) = 0.

Якщо Dp(z) ∈ Lαloc(Br0), r0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|κ

6 ν0 ∥Dp∥
1
p−2
α , (2.10)

де κ = 1− 2
α(p−2) , ∥Dp∥α =

( ∫
Br0

Dα
p (z) dxdy

) 1
α

i ν0 – додатна стала,

яка залежить тiльки вiд p i α.
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Доведення. Нехай 0 < ε < r0 <
1
2 . Вiдмiтимо, що

ε =

2ε∫
ε

(
rp−1dp(r)

) 1
p · dr

(rp−1dp(r))
1
p

.

Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера, маємо

ε =

2ε∫
ε

(
rp−1dp(r)

) 1
p · dr

(rp−1dp(r))
1
p

6

 2ε∫
ε

r d
1
p−1
p (r) dr


p−1
p
 2ε∫
ε

dr

rp−1dp(r)


1
p

. (2.11)

За теоремою Фубiнi маємо рiвнiсть

2ε∫
ε

r d
1
p−1
p (r) dr =

1

2π

2ε∫
ε

∫
γr

D
1
p−1
p (z) ds dr =

1

2π

∫
A

D
1
p−1
p (z) dxdy .

Тут i всюди далi A = {z ∈ C : ε 6 |z| 6 2ε}.
Застосовуючи ще раз нерiвнiсть Гельдера з показниками q = α(p−

1) > 1 i q′ = α(p−1)
α(p−1)−1 , отримуємо

1

2π

∫
A

D
1
p−1
p (z) dxdy 6 1

2π

∫
A

Dα
p (z) dxdy

 1
α(p−1) (

4πε2
)α(p−1)−1

α(p−1) .

Отже, маємо

2ε∫
ε

r d
1
p−1
p (r) dr =

1

2π

∫
A

D
1
p−1
p (z) dxdy 6 c1 ∥Dp∥

1
p−1
α ε

2(α(p−1)−1)
α(p−1) , (2.12)

де c1 – додатна стала, яка залежить тiльки вiд p i α.
Комбiнуючи (2.11) i (2.12), отримуємо

ε
α(p−2)−2

α

2ε∫
ε

dr

rp−1dp(r)
> c2

∥Dp∥α
,

де c2 – додатна стала, яка залежить тiльки вiд p i α.
Застосовуючи лему 2.2 з параметрами τ = α(p−2)−2

α i C0 = c2
∥Dp∥α ,

отримуємо оцiнку (2.10).
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3. Застосування до нелiнiйних рiвнянь Бельтрамi

У даному роздiлi наведено ряд теорем про асимптотичну поведiн-
ку регулярних гомеоморфних розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Бель-
трамi вигляду (1.3).

Означення 3.1. Регулярним гомеоморфним розв’язком рiвняння (1.3)
будемо називати регулярний гомеоморфiзм f : G→ C, який м.с. у G
задовольняє рiвняння (1.3).

Теорема 3.1. Нехай f : B → B – регулярний гомеоморфний розв’язок
рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0. Якщо
для деяких чисел λ > 1, τ > 0 i C0 > 0 виконується умова

ετ
λε∫
ε

dr(
1

2πr

∫
γr

(Imσ(z))−
1

m+1 ds

)m+1 > C0 (3.1)

для довiльного ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈
(
0, 1λ

)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

τ
m

6 C
− 1
m

0 m− 1
m . (3.2)

Доведення. Нехай p = m + 2. Зауважимо, що згiдно наслiдку В iз
роботи [2] гомеоморфiзм f ∈ W 1,2

loc володiє N -властивiстю. Далi, вра-
ховуючи те, що f – регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння
(1.2), знаходимо

Jf (z) = Jf (re
iθ) =

1

r
Im(f r fθ) =

1

r
|fθ|m+2 Imσ > 0 м.с.

i

Dp(z) = Dp(re
iθ) =

|fθ(reiθ)|m+2

rm+2 Jf (reiθ)
=

1

rm+1Imσ
.

Тодi умову (2.7) леми 2.2 можна записати у виглядi (3.1). Таким чи-
ном, з леми 2.2 отримуємо оцiнку (3.2).

Приклад 1. Припустимо, що m > 0 i τ > 0. Розглянемо рiвняння

fz =
z

z

τ |z|−τ |zfz − zfz|m −m

τ |z|−τ |zfz − zfz|m +m
fz (3.3)

в одиничному крузi B. Перепишемо це рiвняння у полярнiй системi
координат

fr = − τ

m
i r−τ−1 |fθ|m fθ. (3.4)
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Легко перевiрити, що f = r
τ
m eiθ є розв’язком рiвняння (3.4).

Вiдмiтимо, що коефiцiєнт σ = − τ
m i r−τ−1 задовольняє умову

(3.1). Таким чином, умови теореми 3.1 виконанi. З iншого боку, легко
бачити, що lim

z→0

|f(z)|
|z|

τ
m

= 1 .

Приклад 2. Розглянемо у полярнiй системi координат рiвняння

fr = − i

mr
|fθ|m fθ, 0 < m < 2 . (3.5)

Легко перевiрити, що f = eiθ ln−1/m
(
e
r

)
є розв’язком рiвняння (3.5).

Вiдмiтимо, що коефiцiєнт σ = − i
mr нi при яких значеннях λ > 1,

τ > 0 i C0 > 0 не задовольняє умову (3.1). З iншого боку, легко
бачити, що lim

z→0

|f(z)|
|z|β = ∞ для довiльного β > 0.

Теорема 3.2. Нехай f : B → B – регулярний гомеоморфний розв’язок
рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0. Якщо
для деяких чисел A > 1 i c0 > 0 виконується умова 1

2πr

∫
γr

(Imσ(z))−
1

m+1 ds

m+1

6 c0 r
A (3.6)

для м.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

A−1
m

6 ν0 , (3.7)

де ν0 – додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, c0 i A.

Доведення. Нехай λ = 2 i τ = A− 1. З умови (3.6) випливає оцiнка:

ετ
2ε∫
ε

dr(
1

2πr

∫
γr

(Imσ(z))−
1

m+1 ds

)m+1 > εA−1

2ε∫
ε

dr

c0 rA
=

1− 21−A

c0(A− 1)
.

Застосовуючи теорему 3.1 з параметрами λ = 2, τ = A − 1 i
C0 =

1−21−A

c0(A−1) , отримуємо оцiнку

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

A−1
m

6
(

c0(A− 1)

m(1− 21−A)

) 1
m

.
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Наслiдок 3.1. Якщо для деякого числа c0 > 0 виконується умова 1

2πr

∫
γr

(Imσ(z))−
1

m+1 ds

m+1

6 c0 r
m+1

для м.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

6 ν0 ,

де ν0 – додатна стала, яка залежить тiльки вiд m i c0.

Наслiдок 3.2. Нехай f : B → B – регулярний гомеоморфний розв’я-
зок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Якщо для деяких чисел A > 1 i c0 > 0 виконується умова

Imσ(z) > c0 |z|−A

для м.в. z ∈ Bε0 , ε0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

A−1
m

6 ν0 ,

де ν0 – додатна стала, яка залежить тiльки вiд m i c0.

Наслiдок 3.3. Якщо для деякого числа c0 > 0 виконується умова

Imσ(z) > c0 |z|−(m+1)

для м.в. z ∈ Bε0 , ε0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

6 ν0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m i c0.

Приклад 3. Припустимо, що m > 0. Розглянемо рiвняння

fz =
z

z

(1 + 2i)|z|−m|zfz − zfz|m − 1

(1 + 2i)|z|−m|zfz − zfz|m + 1
fz. (3.8)

Покажемо, що f = ze2i ln |z| є розв’язком рiвняння (3.8). Дiйсно, пере-
пишемо рiвняння у полярнiй системi координат

fr = (2− i)r−(m+1)|fθ|m fθ , (3.9)
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звiдси видно, що σ = (2− i)r−(m+1). Для f = re2i ln reiθ маємо

fr = (1 + 2i)e2i ln reiθ, fθ = ire2i ln reiθ , |fθ| = r .

Пiдставляючи знайденi частиннi похiднi у рiвняння (3.9), перекону-
ємося, що f = re2i ln reiθ є його розв’язком. Вiдмiтимо, що коефiцi-
єнт σ = (2 − i)r−(m+1) задовольняє умову (3.1). Таким чином, всi
умови теореми 3.1 виконуються. З iншого боку, легко бачити, що
lim
z→0

|f(z)|
|z| = 1 .

Наступна теорема є наслiдком леми 2.3.

Теорема 3.3. Нехай f : B → B – регулярний гомеоморфний розв’язок
рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0, α > 2
m .

Якщо виконується умова

J =

∫
Br0

dxdy

|z|α(m+1) (Imσ)α
<∞

для деякого r0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|κ

6 ν0J
1
m ,

де κ = 1 − 2
αm i ν0 – додатна стала, яка залежить тiльки вiд m i

α.

Зауваження 3.1. У випадку прикладу 2, легко перевiрити, що
для кожного α > 2

m

J =

∫
Br0

dxdy

|z|α(m+1) (Imσ)α
= ∞ .

Якщо α = 2
m , то J = ∞ . З iншого боку, легко бачити, що в обох

випадках lim
z→0

|f(z)|
|z|β = ∞ для довiльного β > 0.

4. Точнi оцiнки

Нехай A > 1, c0 > 0 i H – множина всiх регулярних гомеомор-
фiзмiв f : B → B класу Соболєва W 1,2

loc , якi задовольняють рiвнянню
(1.3), f(0) = 0 i 1

2πr

∫
γr

(Imσ(z))−
1

m+1 ds

m+1

6 c0 r
A (4.1)

для м.в. r ∈ [0, 1).
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Теорема 4.1. Якщо f ∈ H i r ∈ [0, 1), то справедлива точна оцiнка

|f(Br)| 6 π

(
m

c0(A− 1)rA−1
+ 1− m

c0(A− 1)

)− 2
m

. (4.2)

Знак рiвностi досягається на вiдображеннi

f∗(z) =

(
m

c0(A− 1)|z|A−1
+ 1− m

c0(A− 1)

)− 1
m z

|z|
. (4.3)

Доведення. Нехай f ∈ H. З умови (4.1) випливає оцiнка

dp(r) = dm+2(r) =
1

rm+1

 1

2πr

∫
γr

(Imσ(z))−
1

m+1 ds

m+1

6 c0 r
A−m−1

(4.4)
для м.в. r ∈ [0, 1).

Використовуючи диференцiальну нерiвнiсть (2.1), приходимо до
нерiвностi

S′(r)

S
m+2

2 (r)
dr > 2 dr

π
m
2 rm+1 dm+2(r)

> 2 dr

π
m
2 c0 rA

для м.в. r ∈ [0, 1). Iнтегруючи обидвi частини останньої нерiвностi по
t ∈ (r, 1), отримуємо

1∫
r

(
S−m

2 (t)

−m
2

)′

dt > 2

π
m
2 c0

1∫
r

r−A dr

=
2

π
m
2 c0(A− 1)

(r−A+1 − 1) . (4.5)

Вiдмiтимо, що функцiя gm(t) =
S−m

2 (t)
−m

2
є неспадною, тодi

1∫
r

(
S−m

2 (r)

−m
2

)′

dr =

1∫
r

g′m(t) 6 gm(1)− gm(r)

=
2

m

(
S−m

2 (r)− S−m
2 (1)

)
(4.6)

(див. теорему IV. 7.4 в [51]). Комбiнуючи нерiвностi (4.5) i (4.6), маємо

2

m

(
S−m

2 (r)− S−m
2 (1)

)
> 2

π
m
2 c0(A− 1)

(
r−A+1 − 1

)
.
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Звiдси, враховуючи умову S(1) 6 π, приходимо до оцiнки

S(r) 6 π

(
m

c0(A− 1)rA−1
+ 1− m

c0(A− 1)

)− 2
m

.

Легко перевiрити, що f∗ є розв’язком рiвняння (1.3) з
σ = − i

c0
|z|−A. Звiдси одразу випливає, що f∗ ∈ H.

Попередня теорема дозволяє нам також отримати екстремальний
аналог леми Iкоми–Шварца, див. теорему 2 в [52].

Теорема 4.2. Якщо f ∈ H, то справедлива точна оцiнка

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

A−1
m

6
(
c0(A− 1)

m

)1/m

.

Знак рiвностi досягається на вiдображеннi виду (4.3).

Доведення. Покладемо lf (ε) = min
|z|=ε

|f(z)|, ε ∈ (0, 1). Тодi, враховую-

чи, що f(0) = 0, отримуємо πl2f (ε) 6 S(ε), i, вiдповiдно, lf (ε) 6
√

S(ε)
π .

Таким чином, враховуючи теорему 4, маємо

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

A−1
m

= lim inf
ε→0

lf (ε)

ε
A−1
m

6 lim inf
ε→0

√
S(ε)

πε
2(A−1)
m

6
(
c0(A− 1)

m

)1/m

.

Легко перевiрити, що знак рiвностi в останнiй оцiнцi досягається на
вiдображеннi (4.3) .

Наслiдок 4.1. Якщо A = m+ 1, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

6 c
1/m
0 .

Знак рiвностi досягається на вiдображеннi

f∗(z) =

(
c0

1 + c0|z|m

) 1
m

z .
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