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Анотацiя. Отримано точнi за порядком оцiнки лiнiйних попере-
чникiв класiв BΩ

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних у просторi
Lq для деяких спiввiдношень мiж параметрами p, q, θ. Крiм того, в
одновимiрному випадку встановлено також точнi за порядком оцiн-
ки колмогоровських i лiнiйних поперечникiв класiв Bω

∞,θ у просторi
Lq, 1 ≤ q ≤ ∞.
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1. Вступ. Позначення, означення та допомiжнi
твердження

У роботi встановлено точнi за порядком оцiнки лiнiйних попе-
речникiв класiв BΩ

p,θ [1, 2] перiодичних функцiй багатьох змiнних
у просторi Lq у двох випадках: а) 1 < p ≤ 2, p

p−1 < q < ∞; б)
2 ≤ p < q < ∞. Зазначимо, що ранiше у роботах [3, 4] були одержанi
оцiнки зверху i знизу згаданих апроксимацiйних характеристик, але
питання про їхнi порядковi значення залишалося вiдкритим. Нами
уточнено оцiнки знизу лiнiйних поперечникiв λM (BΩ

p,θ, Lq), якi є для
них точними за порядком.

Крiм того, у випадку функцiй однiєї змiнної одержано точнi за по-
рядком оцiнки колмогоровських i лiнiйних поперечникiв класiв Bω

∞,θ

у просторi Lq, 1 ≤ q ≤ ∞. Отриманi результати доповнюють оцiнки
вiдповiдних апроксимацiйних характеристик, якi встановленi у робо-
тах [5–7].
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Нехай Rd позначає d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами x =
(x1, . . . , xd) i (x, y) = x1 y1+ . . .+xd yd – скалярний добуток елементiв

x, y ∈ Rd. Через Lp(πd), πd :=
d∏
j=1

[0, 2π), позначимо простiр функцiй

f : Rd → R1, якi є 2π-перiодичними по кожнiй iз d змiнних, вимiрними
на πd i такими, що

∥f∥p :=
(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|p dx
) 1

p

<∞, 1 ≤ p <∞,

∥f∥∞ := ess sup
x∈Rd

|f(x)| <∞, p = ∞.

Надалi вважаємо, що для f ∈ Lp(πd) виконується умова

2π∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1, d,

i множину таких функцiй позначимо L0
p(πd). Iнодi замiсть Lp(πd) i

L0
p(πd) будемо вживати простiшi позначення Lp i L0

p вiдповiдно.
Означимо k-ту рiзницю функцiї f ∈ L0

p, 1 ≤ p ≤ ∞, з кроком hj
за змiнною xj згiдно з формулою

△k
hj
f(x) =

k∑
n=0

(−1)k−nCnk f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd).

Для f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, l = (l1, . . . , ld) ∈ Nd i h = (h1, . . . , hd) введемо

мiшану l-векторну рiзницю

△l
hf(x) = △ld

hd
. . .△l1

h1
f(x) = △ld

hd
(. . . (△l1

h1
f(x)))

i при t = (t1, . . . , td) ∈ Rd+ означимо мiшаний модуль неперервностi
порядку l

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,d

∥△l
hf(·)∥p.

Надалi розглядаємо лише випадок, коли l1 = l2 = . . . = ld = l,
l ∈ N, i замiсть l пишемо l.

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) – функцiя типу мiшаного модуля не-
перервностi порядку l. Це означає, що функцiя Ω задовольняє такi
умови:
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1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d i Ω(t) = 0, якщо
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) неперервна на Rd+;

3) Ω(t) не спадає за кожною змiнною tj ≥ 0, j = 1, d, при будь-яких
фiксованих значеннях iнших змiнних ti, i ̸= j;

4) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤ C

(
d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d, де

C > 0 — деяка стала.

Множину функцiй Ω, якi пiдпорядкованi умовам 1) – 4), позначи-
мо через Ψl,d i у випадку d = 1 пишемо просто Ψl.

Далi припускаємо, що Ω належить множинам Sα,d i Sl,d (при
d = 1 вiдповiдно множинам Sα i Sl). Пояснимо це.

Кажуть, що невiд’ємна функцiя однiєї змiнної φ : R+ → R+ нале-
жить множинi Sα, α > 0 (пишемо: φ ∈ Sα), якщо функцiя φ(τ)/τα

майже зростає, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0,
що

φ(τ1)

τα1
≤ C1

φ(τ2)

τα2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

Невiд’ємна функцiя однiєї змiнної φ : R+ → R+ належить множинi Sl
(пишемо: φ ∈ Sl), якщо iснує γ, 0 < γ < l, таке, що функцiя φ(τ)/τγ

майже спадає, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

φ(τ1)

τγ1
≥ C2

φ(τ2)

τγ2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

Умова належностi функцiї до множини Sl запроваджена С.Б. Стєч-
кiним [8], а умова належностi функцiї до множини Sα вперше зустрi-
чається у роботi Н.К. Барi i С.Б. Стєчкiна [9].

Отже, тепер вважаємо, що Ω ∈ Sα,d (вiдповiдно Ω ∈ Sl,d), якщо
Ω(t1, . . . , td) як функцiя змiнної tj , j = 1, d, при довiльних фiксованих
значеннях iнших змiнних ti, i ̸= j, належить множинi Sα (вiдповiдно
множинi Sl).

Позначимо Φdα,l = Ψl,d ∩ Sα,d ∩ Sl,d i вiдповiдно при d = 1 Φα,l =
Ψl ∩ Sα ∩ Sl.

Зазначимо також таке: у подальшому викладi запис A ≍ B для
виразiв A та B, що визначенi деякою сукупнiстю параметрiв, означає,
що iснують такi додатнi величини c1 та c2, якi не залежать вiд одного
iстотного за контекстом параметра, що c1B ≤ A ≤ c2B. Також
пишемо A ≪ B (A ≫ B), якщо iснує така додатна стала c, що
A ≤ cB (B ≤ cA).
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Тепер визначимо функцiональнi класи BΩ
p,θ. Нехай Ω ∈ Φdα,l i

1 ≤ p, θ ≤ ∞. Тодi покладемо [2]:

BΩ
p,θ := {f ∈ L0

p : ∥f∥BΩ
p,θ

≤ 1},

де

∥f∥BΩ
p,θ

= ∥f∥p +

(∫
πd

(
Ωl(f, t)p
Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

∥f∥BΩ
p,∞

= ∥f∥p + sup
t>0

Ωl(f, t)

Ω(t)

(тут для вектора t = (t1, . . . , td) запис t > 0 означає, що ti > 0 при
i = 1, d).

Зауважимо, що у випадку, коли Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , 0 < rj < l, j = 1, d ,

класи BΩ
p,θ тотожнi аналогам класiв Бєсова Br

p,θ з r = (r1, . . . , rd),
якi дослiджувалися у роботах [10,11]. У свою чергу, при θ = ∞ класи
Br
p,∞ =: Hr

p є аналогами класiв С. М. Нiкольського [12]. Дослiджен-
ням класiв BΩ

p,∞ ≡ HΩ
p присвячена робота М. М. Пустовойтова [1].

Зручнiшим у дослiдженнях є iнше нормування функцiй, що нале-
жать класам BΩ

p,θ. Поставимо у вiдповiднiсть кожному вектору s ∈ Nd
множину

ρ(s) := {k ∈ Zd : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, d}

i для f ∈ L0
p, 1 < p <∞, покладемо

δs(f) := δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt – коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Отже, якщо Ω(t), t ∈ Rd+, – задана функцiя типу мiшаного модуля
неперервностi порядку l i Ω ∈ Φdα,l, то для f ∈ BΩ

p,θ при 1 < p <
∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ справедливi спiввiдношення

∥f∥BΩ
p,θ

≍


( ∑
s∈Nd

(
Ω(2−s)

)−θ
∥δs(f)∥θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
s∈Nd

∥δs(f)∥p
Ω(2−s)

, θ = ∞.

(1.1)

Тут, i у подальшому, Ω(2−s) := Ω(2−s1 , . . . , 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.
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Зауважимо, що при 1 ≤ θ < ∞ спiввiдношення (1.1) доведено у
роботi [2], а при θ = ∞ – в [1].

Для норм функцiй з класiв BΩ
p,θ при p = 1 i p = ∞ можна

записати аналогiчнi (1.1) спiввiдношення, замiнивши “блоки” δs(f)
на iншi. А саме, позначимо через Vm(t), m ∈ N, t ∈ R, ядро Валле–
Пуссена

Vm(t) = 1 + 2

m∑
k=1

cos kt+ 2

2m−1∑
k=m+1

(
2m− k

m

)
cos kt

(для коректностi означення Vm(t), при m = 1 останню суму у цiй
формулi слiд вважати тотожною нулю).

Кожному вектору s ∈ Nd поставимо у вiдповiднiсть полiном

As(x) =

d∏
j=1

(
V2sj (xj)− V

2sj−1(xj)
)
, x ∈ Rd,

i для f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, покладемо

As(f) := As(f, x) = (f ∗As)(x),

де ∗ – операцiя згортки.
Тодi справедливi спiввiдношення

∥f∥BΩ
p,θ

≍


( ∑
s∈Nd

(Ω(2−s))−θ∥As(f)∥θp
) 1

θ
, 1 ≤ θ <∞,

sup
s∈Nd

∥As(f)∥p
Ω(2−s)

, θ = ∞.
(1.2)

При 1 ≤ θ < ∞ спiввiдношення (1.2) доведено у роботi [13], а при
θ = ∞ – в [1].

Нашi дослiдження стосуються класiв, якi визначаються за допо-
могою специфiчної функцiї Ω типу мiшаного модуля неперервностi
порядку l, а саме

Ω(t) = ω

( d∏
j=1

tj

)
, (1.3)

де ω(·) – функцiя (однiєї змiнної) типу модуля неперервностi поряд-
ку l, яка задовольняє умови (Sα) i (Sl). Зрозумiло, що функцiя Ω
вигляду (1.3) має властивостi 1) – 4) функцiї типу мiшаного модуля
неперервностi порядку l i Ω ∈ Φdα,l, а тому справедливими є наведенi
вище спiввiдношення (1.1), (1.2) для норм функцiй з класiв BΩ

p,θ.
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Надалi у випадку d = 1 для класiв BΩ
p,θ з функцiєю Ω вказаного

вигляду вживаємо позначення Bω
p,θ.

Тепер дамо означення апроксимацiйних характеристик, якi дослi-
джуються у роботi.

Нехай X – нормований простiр з нормою ∥ · ∥X , LM (X) – суку-
пнiсть пiдпросторiв в X, розмiрнiсть яких не перевищує M , L(X,LM )
– сукупнiсть лiнiйних неперервних вiдображень X в LM ∈ LM (X) i
W – центрально-симетрична множина в X.

Величина

λM (W,X) := inf
LM∈LM (X)

Λ∈L(X,LM )

sup
w∈W

∥w − Λw∥X ,

де нижню грань взято по всiх пiдпросторах LM в LM (X) i всiх лi-
нiйних неперервних операторах Λ, що дiють з X в LM , називається
лiнiйним M -поперечником множини W у просторi X.

Поперечник λM (W,X) введений у 1960 роцi В. М. Тихомировим
[14] i на даний час iсторiя його дослiджень на рiзного типу функцiо-
нальних класах є досить об’ємною. Зокрема, результати, що стосу-
ються оцiнок лiнiйних поперечникiв класiв Br

p,θ i BΩ
p,θ перiодичних

функцiй багатьох змiнних можна знайти у роботах [15–25], а також
у монографiях [26,27].
Величина

dM (W,X) := inf
LM∈LM (X)

sup
w∈W

inf
u∈LM

∥w − u∥X

називається колмогоровським M -поперечником множини W у про-
сторi X.

Поперечник dM (W,X) введений у 1936 роцi А. М. Колмогоровим
[28]. Детальна бiблiографiя стосовно дослiджень колмогоровських по-
перечникiв класiв перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних
наведена у монографiях [26,27,29].

Легко бачити, що означенi апроксимацiйнi характеристики пов’я-
занi спiввiдношенням:

dM (W,X) ≤ λM (W,X). (1.4)

Тепер сформулюємо декiлька допомiжних тверджень.

Теорема А [30]. Нехай nj ∈ N , j = 1, d i

t(x) =
∑

|kj |≤nj

cke
i(k,x), x ∈ Rd,
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де k = (k1, . . . , kd), а ck – довiльнi комплекснi числа.
Тодi при 1 ≤ q < p ≤ ∞ виконується нерiвнiсть

∥t∥p ≤ 2d
d∏
j=1

n
1
q
− 1

p

j ∥t∥q. (1.5)

Нерiвнiсть (1.5) доведена С. М. Нiкольським i має назву “нерiвнiсть
рiзних метрик”. У випадку d = 1 i p = ∞ цю нерiвнiсть довiв
Д. Джексон [31].

Далi, для s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, d ≥ 2 та n ∈ N
покладемо

Qn =
∪

(s,1)≤n

ρ(s), (s, 1) := s1 + . . .+ sd.

Множина Qn називається схiдчастим гiперболiчним хрестом.
Через SQn(f) позначимо так звану схiдчасто-гiперболiчну суму

Фур’є функцiї f ∈ L1(πd) вигляду

SQn(f) := SQn(f, x) =
∑

(s,1)≤n

δs(f, x), x ∈ Rd.

Якщо X ⊂ L1(πd) – деякий функцiональний простiр з нормою ∥ · ∥X ,
то для класу функцiй F ⊂ X покладемо

EQn(F )X := sup
f∈F

∥f − SQn(f)∥X

i у випадку X = Lq(πd) пишемо EQn(F )q замiсть EQn(F )X .
Зазначимо також: якщо A – деяка скiнченна множина, то через

|A| позначатимемо число її елементiв.

Теорема Б [2]. Нехай 1 < p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) = ω
( d∏
j=1

tj

)
,

де ω ∈ Φα,l, α >
1
p −

1
q , l ∈ N. Тодi

EQn(B
Ω
p,θ)q ≍ ω(2−n) 2

n( 1
p
− 1

q
)
n
(d−1)( 1

q
− 1

θ
)+ ,

де a+ = max{a, 0}.

Далi, нехай lmp , 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N, позначає простiр Rm векторiв
x = (x1, . . . , xm), який надiлений нормою ∥ · ∥lmp :

∥x∥lmp =


(

m∑
i=1

|xi|p
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

max
1≤i≤m

|xi|, p = ∞.
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Через Bm
p позначимо одиничну кулю в lmp , тобто множину елемен-

тiв x ∈ lmp , для яких ∥x∥lmp ≤ 1.
Для m,n ∈ N i 1 ≤ p, q ≤ ∞ через lm,np,q будемо позначати простiр

Rmn з нормою

∥x∥lm,n
p,q

=

(
n∑
l=1

( ∑
k∈∆l

|xk|p
) q

p
) 1

q

(1.6)

(при 1 ≤ p, q < ∞), де ∆l = {k ∈ N : (l − 1)m ≤ k < lm}, l = 1, n,
з вiдповiдною зрозумiлою модифiкацiєю правої частини в (1.6) при
q = ∞ i/або p = ∞.

Зазначимо, що у випадку p = q простiр lm,np,q тотожнiй простору
lmnp i для будь-якого x ∈ lm,np,p маємо ∥x∥lm,n

p,p
= ∥x∥lmn

p
.

Через Bm,n
p,q позначимо одиничну кулю у просторi lm,np,q .

Теорема В [32]. Для m,n ∈ N справедлива оцiнка

d[mn
2

] (B
m,n
1,∞ , l

m,n
2,1 ) > C4n,

де C4 > 0 - абсолютна стала, а [x] позначає цiлу частину числа
x ∈ R.

2. Результати

Теорема 2.1. Нехай d ≥ 2, 1 < p ≤ 2, p
p−1 < q < ∞ i Ω(t) =

ω
( d∏
j=1

tj

)
, де ω ∈ Φα,l, α > 1 − 1

q , l ∈ N. Тодi при q < θ ≤ ∞

справедливе спiввiдношення

λM (BΩ
p,θ, Lq) ≍ ω(2−m)2

m( 1
2
− 1

q
)
m

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)
, (2.1)

де M ≍ 2mmd−1.

Доведення. Оцiнка зверху в (2.1) одержана у роботах [3] i [4] вiдпо-
вiдно у випадках θ = ∞ i q < θ <∞. Окрiм того, там же встановленi
i оцiнки знизу поперечника λM (BΩ

p,θ, Lq), але вони вiдрiзняються за
порядком вiд оцiнок в (2.1) . Тому для доведення порядкового спiв-
вiдношення (2.1) проведемо уточнення оцiнки знизу.

Оскiльки при p ≤ 2 справедливе вкладення BΩ
2,θ ⊆ BΩ

p,θ i права
частина в (2.1) не залежить вiд параметра p, то шукану оцiнку до-
статньо встановити для поперечника λM (BΩ

2,θ, Lq) .
Нехай θm = {s : (s, 1) = m} i △Qm =

∪
s∈θm

ρ(s). Зазначимо, що

|θm| ≍ md−1 i вiдповiдно |△Qm| ≍ 2mmd−1. Виберемо число m ∈ N
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залежно вiд M ∈ N таке, що M ≍ 2mmd−1 i кiлькiсть точок
множини △Qm була б не меншою нiж 2M .

У роботi [4] за допомогою методу дискретизацiї при q < θ < ∞
встановлено спiввiдношення

λM (BΩ
2,θ, Lq) ≫ ω(2−m) 2

m( 1
2
− 1

q
) |θm|

1
q
− 1

θ
−1
λM (B

2m, |θm|
1,∞ , l

2m,|θm|
2,1 ),

з якого, взявши до уваги нерiвнiсть (1.4), випливає

λM (BΩ
2,θ, Lq) ≥ ω(2−m) 2

m( 1
2
− 1

q
) |θm|

1
q
− 1

θ
−1×

×dM (B
2m, |θm|
1,∞ , l

2m,|θm|
2,1 ). (2.2)

Застосувавши до оцiнки dM (B
2m, |θm|
1,∞ , l

2m,|θm|
2,1 ) теорему В, iз (2.2)

отримаємо

λM (BΩ
2,θ, Lq) ≫ ω(2−m) 2

m( 1
2
− 1

q
) |θm|

1
q
− 1

θ
−1 |θm| =

= ω(2−m) 2
m( 1

2
− 1

q
) |θm|

1
q
− 1

θ ≍ ω(2−m) 2
m( 1

2
− 1

q
)
m

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)
.

Аналогiчно, у випадку θ = ∞ (див. [3]) маємо

λM (BΩ
2,θ, Lq) ≫ ω(2−m) 2

m( 1
2
− 1

q
) |θm|

1
q
−1 |θm| ≍

≍ ω(2−m) 2
m( 1

2
− 1

q
)
m

(d−1) 1
q .

Теорему 2.1 доведено.

Надамо коментарi щодо одержаного результату, зiставивши його
з оцiнками iнших апроксимацiйних характеристик класiв BΩ

p,θ у про-
сторi Lq.

Наведемо, для зручностi, вiдповiдний результат стосовно колмо-
горовського поперечника dM (BΩ

p,θ, Lq).

Теорема Г. [2] Нехай d ≥ 1, 1 ≤ θ ≤ ∞, 1 < p < ∞ i Ω(t) =

ω
( d∏
j=1

tj

)
, де ω ∈ Φα,l, α > max{1

p ,
1
2}, l ∈ N. Тодi для будь-яких M i

m ∈ N таких, що M ≍ 2mmd−1, справедливi оцiнки:
а) якщо 1 < p < 2 ≤ q <∞, то

dM (BΩ
p,θ, Lq) ≍ ω(2−m) 2

m( 1
p
− 1

2
)
m(d−1)( 1

2
− 1

θ
)+ ;

б) якщо 2 ≤ p ≤ q <∞, то

dM (BΩ
p,θ, Lq) ≍ ω(2−m)m(d−1)( 1

2
− 1

θ
)+ .
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Отже, зiставивши теорему Г з теоремою 2.1, можна стверджувати,
що за умов теореми 2.1 щодо параметрiв p, q, θ i функцiї ω лiнiйний
i колмогоровський поперечник вiдрiзняються за порядком.

А з iншого боку, зазначимо, що оцiнка (2.1) не реалiзується за
наближення M -вимiрними пiдпросторами тригонометричних полiно-
мiв з “номерами” гармонiк зi схiдчастого гiперболiчного хреста (див.
теорему Б).

У наступному твердженнi встановлено точну за порядком оцiнку
лiнiйного поперечника класiв BΩ

p,θ у просторi Lq для значень параме-
трiв p i q, вiдмiнних вiд тих, що розглянутi у теоремi 2.1.

Теорема 2.2. Нехай d ≥ 2, 2 ≤ p < q < ∞ i Ω(t) = ω
( d∏
j=1

tj

)
, де

ω ∈ Φα,l, α >
1
p −

1
q , l ∈ N. Тодi при q < θ ≤ ∞ справедлива оцiнка

λM (BΩ
p,θ, Lq) ≍ ω(2−m) 2

m( 1
p
− 1

q
)
m

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)
, (2.3)

де M ≍ 2mmd−1.

Доведення. Оцiнка зверху в (2.3) є наслiдком теореми Б, оскiльки
при M ≍ 2mmd−1 справджуються спiввiдношення

λM (BΩ
p,θ, Lq) ≪ EQm(B

Ω
p,θ, Lq) ≍ ω(2−m) 2

m( 1
p
− 1

q
)
m

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)
.

Встановимо в (2.3) оцiнку знизу. Спершу, використовуючи теоре-
му А, для f ∈ BΩ

p,θ при 1 ≤ θ <∞ можна записати

∥f∥BΩ
p,θ

≍

(∑
s

ω−θ(2−(s,1)) ∥δs(f)∥θp

) 1
θ

≤

(∑
s

ω−θ (2−(s,1)) 2
(s,1)( 1

2
− 1

p
)θ∥δs(f)∥θ2

) 1
θ

=

(∑
s

ω−θ
1 (2−(s,1)) ∥δs(f)∥θ2

) 1
θ

≍ ∥f∥
B

Ω1
2,θ

, (2.4)

де Ω1(t) = ω1

( d∏
j=1

tj

)
, а ω1(τ) = ω(τ) τ

1
2
− 1

p – функцiя, що належить

множинi Φα1, l+1, α1 = α+ 1
2 − 1

p >
1
2 − 1

q .



М. В. Гембарський, С. Б. Гембарська 181

З (2.4) випливає, що при 1 ≤ θ <∞

BΩ1
2,θ ⊂ BΩ

p,θ. (2.5)

Аналогiчне вкладення справедливе i у випадку θ = ∞, тобто

BΩ1
2,∞ ⊂ BΩ

p,∞. (2.6)

Тепер, на пiдставi спiввiдношення (2.1), взявши до уваги (2.5) i
(2.6), маємо

λM (BΩ
p,θ, Lq) ≫ λM (BΩ1

2,θ, Lq) ≫ ω1 (2
−m) 2

m( 1
2
− 1

q
)
m

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)

= ω (2−m) 2
m( 1

p
− 1

q
)
m

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)
.

Теорему 2 доведено.

Зiставивши оцiнку λM (BΩ
p,θ, Lq) iз (2.3) з оцiнкою колмогоровсько-

го поперечника dM (BΩ
p,θ, Lq) (див. теорему Г), видно, що як i у випад-

ку теореми 2.1, значення цих апроксимацiйних характеристик вiдрi-
зняються за порядком.

З iншого боку, на вiдмiну вiд теореми 2.1, за умов теореми 2.2 по-
рядкове значення лiнiйного поперечника λM (BΩ

p,θ, Lq) реалiзується за
наближення M -вимiрними пiдпросторами тригонометричних полiно-
мiв з “номерами” гармонiк зi схiдчастого гiперболiчного хреста (див.
теорему Б).

Тепер, поєднавши результати теорем 2.1 i 2.2 з вiдповiдними оцiн-
ками лiнiйних поперечникiв λM (BΩ

p,θ, Lq), встановленими у роботi [5]
при 2 ≤ θ ≤ q, сформулюємо такi твердження.

Теорема 2.1 ′. Нехай d ≥ 2, 1 < p ≤ 2, p
p−1 < q < ∞ i Ω(t) =

ω
( d∏
j=1

tj

)
, де ω ∈ Φα,l, α > 1 − 1

q , l ∈ N. Тодi при 2 ≤ θ ≤ ∞

справедлива оцiнка

λM (BΩ
p,θ, Lq) ≍ ω(2−m) 2

m( 1
2
− 1

q
)
m

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)+ ,

де M ≍ 2mmd−1 .

Теорема 2.2 ′. Нехай d ≥ 2, 2 ≤ p < q < ∞ i Ω(t) = ω
( d∏
j=1

tj

)
,

де ω ∈ Φα,l, α >
1
p −

1
q , l ∈ N. Тодi при 2 ≤ θ ≤ ∞ справедлива оцiнка

λM (BΩ
p,θ, Lq) ≍ ω(2−m) 2

m( 1
p
− 1

q
)
m

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)+ ,
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де M ≍ 2mmd−1.

Зробимо декiлька зауважень стосовно доведених результатiв.

1. При Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , rj > 0, j = 1, d, теореми 2.1 ′ i 2.2 ′ доведенi

у роботi [21].

2. Питання про порядки лiнiйних поперечникiв λM (BΩ
p,θ, Lq) при

θ ∈ [1, 2) i за всiх обмежень щодо iнших параметрiв у теоремах
2.1 ′ та 2.2 ′ (зокрема, за умови d ≥ 2) залишається вiдкритим.

3. У одновимiрному випадку (тобто при d = 1) вiдомi точнi за
порядком оцiнки лiнiйних поперечникiв λM (Bω

p,θ, Lq) для всiх
допустимих значень параметра θ.

Щодо останнього зауваження укажемо на таке твердження.

Твердження 1. Нехай d = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞, ω ∈ Φα,l, де l ∈ N,
а α > 1 − 1

q при 1 < p < 2, p
p−1 < q < ∞, або α > 1

p − 1
q при

2 ≤ p < q <∞.
Тодi справедливi спiввiдношення

λM (Bω
p,θ, Lq) ≍

{
ω(M−1)M1/2−1/q, 1 < p ≤ 2, p

p−1 < q <∞,

ω(M−1)M1/p−1/q, 2 ≤ p < q <∞.

(2.7)

Зазначимо, що при 2 ≤ θ ≤ q оцiнки (2.7) встановленi в [5], а при
iнших значеннях параметра θ в [6].

У завершальнiй частинi роботи встановлено точнi за порядком
оцiнки колмогоровського i лiнiйного поперечникiв класiв Bω

∞,θ у про-
сторi Lq, 1 ≤ q ≤ ∞ у одновимiрному випадку (d = 1).

Насамперед зауважимо, що при встановленнi оцiнок зверху зга-
даних апроксимацiйних характеристик використовується оцiнка кол-
могоровського поперечника класу Bω

∞,θ у просторi B∞,1 (див. нижче
теорему Д). Тому спочатку доцiльно нагадати визначення банахового
простору B∞,1.

Простiр B∞,1 є лiнiйним пiдпростором в L∞ з нормою, що визна-
чається наступним чином. Для довiльного тригонометричного полi-
нома τ вона означається згiдно з формулою

∥τ∥B∞,1 =
∑
s∈Zd

+

∥As(τ)∥∞.



М. В. Гембарський, С. Б. Гембарська 183

Таким же чином означається норма ∥f∥B∞,1 для функцiй f ∈ L1

за умови збiжностi ряду
∑
s∈Zd

+

∥As(f)∥∞. При цьому зазначимо, що

справедливе спiввiдношення

∥f∥∞ ≪ ∥f∥B∞,1 . (2.8)

Отже, вiдомим є таке твердження.

Теорема Д [25]. Нехай d = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞ i ω ∈ Φα,l, де α > 0,
l ∈ N. Тодi мають мiсце спiввiдношення

dM (Bω
∞,θ, B∞,1) ≍ λM (Bω

∞,θ, B∞,1) ≍ ω(M−1).

Далi, при встановленнi оцiнки знизу колмогоровського поперечни-
ка dM (Bω

∞,θ, L1) використовується ще одне вiдоме твердження. Наве-
демо його.

Нехай T (2n) – множина тригонометричних полiномiв вигляду

T (2n) = {t : t(x) =
2n∑

k=−2n

ck e
ikx, ck ∈ C, x ∈ R}.

Теорема E [33]. Нехай ε > 0 i пiдпростiр Ψ ⊂ T (2n) такий, що
dimΨ ≥ ε(2n + 1). Тодi знайдеться елемент t ∈ Ψ, що

∥t∥∞ ≤ 1 i ∥t∥2 ≥ C5(ε) > 0.

Тепер сформулюємо i доведемо таке твердження.

Теорема 2.3. Нехай d = 1, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i ω ∈ Φα,l, де
α > 0, l ∈ N. Тодi справедливi оцiнки

dM (Bω
∞,θ, Lq) ≍ λM (Bω

∞,θ, Lq) ≍ ω(M−1). (2.9)

Доведення. Оцiнки зверху для обох поперечникiв, зважаючи на не-
рiвнiсть ∥ · ∥q ≤ ∥ · ∥∞ ≪ ∥ · ∥B∞,1 , є наслiдком теореми Д.

Переходячи до встановлення оцiнок знизу в (2.9), зауважимо, що
шукану оцiнку достатньо встановити для колмогоровського попере-
чника dM (Bω

∞,θ, L1).
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Отже, нехай число n ∈ N таке, що 2n−1 ≤ M ≤ 2n , а {ui}Mi=1 –
деяка система функцiй, що належать L1(π1) . Розглянемо пiдпростiр
Ψ ⊂ T (2n) вигляду

Ψ = {t ∈ T (2n) : (t, ui) = 0, i = 1,M},

де для функцiй g ∈ T (2n) i h ∈ L1(π1) покладаємо (g, h) :=
2π∫
0

g(x)h(x)dx. Тодi dimΨ ≥ 2n, i згiдно з теоремою Е iснує функцiя

f ∈ Ψ така, що
∥f∥∞ ≤ 1 i ∥f∥2 ≥ C6 > 0. (2.10)

Тепер, якщо u := lin{ui}Mi=1, то, взявши до уваги (2.10), маємо

C2
6 ≤ (f, f) = (f − u, f) ≤ ∥f − u∥1 ∥f∥∞ ≤ ∥f − u∥1. (2.11)

Крiм того, для f ∈ T (2n) можна записати

∥f∥Bω
∞,θ

≍
( n∑
s=1

ω−θ(2−s) ∥As(f)∥θ∞
) 1

θ

≤
( n∑
s=1

ω−θ(2−s) ∥As∥θ1 ∥f∥θ∞
) 1

θ
. (2.12)

Врахувавши, що ∥As∥1 ≤ C7 i ∥f∥∞ ≤ 1, а ω ∈ Sα, з (2.12)
одержимо

∥f∥Bω
∞,θ

≪
( n∑
s=1

ω−θ(2−s)
) 1

θ
=
( n∑
s=1

ω−θ(2−s)2−sαθ2sαθ
) 1

θ

≪ ω−1(2−n)2−nα
( n∑
s=1

2sαθ
) 1

θ ≪ ω−1(2−n).

Отже, можна стверджувати, що функцiя

g(x) = C8 ω(2
−n) f(x), x ∈ R,

з вiдповiдною сталою C8 > 0 належить класу Bω
∞,θ i, зважаючи на

(2.11), маємо
∥g − u∥1 ≫ ω(2−n). (2.13)

Нарештi, на пiдставi (2.13), взявши до уваги спiввiдношення мiж чи-
слами M та n, за умови ω ∈ Φα,l можна записати

dM (Bω
∞,θ, L1) ≥ dM (Bω

∞,θ ∩ T (2n), L1) ≫ ω(2−n) ≍ ω(M−1).

Теорему 2.3 доведено.
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У випадку, коли ω(t) = tr, r > 0, з теореми 2.3 отримуємо

Наслiдок 1. Нехай d = 1, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i r > 0. Тодi

dM (Br
∞,θ, Lq) ≍ λM (Br

∞,θ, Lq) ≍M−r.
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