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Арктангенс-регресiя та оцiнювання
параметрiв розподiлу Кошi

Iван Г. Крикун

(Представлена I. I. Скрипнiком)

Анотацiя. В роботi побудованi оцiнки для знаходження параметрiв
нелiнiйної регресiї мiж величинами X та Y у випадку регресiйної
функцiї арктангенс. Отриманi оцiнки використано для оцiнювання
невiдомих параметрiв розподiлу Кошi. Проведено комп’ютерне мо-
делювання та порiвняно отриманi оцiнки з наявними квантильними
оцiнками, оцiнками максимальної вiрогiдностi та деякими iншими.
Отримано довiрчi iнтервали параметрiв розподiлу Кошi.
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Вступ

На практицi та в теорiї часто зустрiчаються залежностi мiж де-
якими величинами X та Y , якi описуються рiвняннями нелiнiйної
регресiї – полiномiальна, показникова, гiперболiчна, логарифмiчна.
Водночас автору не зустрiвся розгляд арктангенсiальної регресiї, хо-
ча властивостi функцiї арктенгенс є зручними для застосування на
практицi: неперервнiсть, диференцiйованiсть, монотоннiсть, обмеже-
нiсть, визначенiсть на всiй осi. Тож природнiм є припущення про до-
цiльнiсть розгляду арктангенсiальної регресiї. Приклади її можливо-
го застосування наведено в пропозицiї 4.

Стандартна технiка знаходження параметрiв арктангенс-регресiї
методом найменших квадратiв не дає можливостi знайти цi оцiнки
в явному виглядi, але цю модель, пiсля звичайної для нелiнiйного
регресiйного аналiзу нелiнiйної замiни, вдається звести до лiнiйної,
звiдки i отримати оцiнки параметрiв арктангенс-регресiї.
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В подальшому текстi для позначення функцiй “тангенс” i “ар-
ктангенс” використовуються стандартнi LATEX-iвськi функцiї tanx та
arctanx замiсть прийнятих у вiтчизнянiй лiтературi позначень tg x i
arctg x.

Нагадаємо, що випадкова величина має розподiл Кошi з параме-
трами (a, γ) (де γ > 0) якщо її щiльнiсть має вигляд [1, стор. 123]

f(x) =
1

π

γ

(x− a)2 + γ2
, −∞ < x <∞,

а функцiя розподiлу, вiдповiдно,

F (x) =
1

2
+

1

π
arctan

x− a

γ
.

Параметр a називають параметром розташування, а параметр γ –
параметром масштабу.

Вiдомо [2, с. 112], що розподiл Кошi не має нi математичного спо-
дiвання, нi моментiв вищих порядкiв. Даний розподiл належить до
розподiлiв з

”
важкими хвостами“, для яких не виконується закон

великих чисел. Зокрема, середнє арифметичне випадкових величин,
розподiлених за законом розподiлу Кошi, також є випадковою вели-
чиною, розподiленою за законом розподiлу Кошi з тими ж параме-
трами розташування i масштабу [2, с. 114].

В лiтературi розглянуто кiлька пiдходiв до знаходження параме-
трiв розподiлу Кошi, проте, в силу вищезазначених властивостей роз-
подiлу Кошi, в загальнiй ситуацiї цi пiдходи дають досить неточнi
результати та, як правило, пов’язанi iз досить складними обчислен-
нями.

Найпростiшим пiдходом до знаходження параметру розташуван-
ня a є метод вибiркових квантилiв, згiдно з яким параметр розташу-
вання a оцiнюється через медiану впорядкованої вибiрки [1, с. 123]

a∗ = x0,5 (0.1)

або через пiвсуму вибiркових квантилiв порядку p i 1− p, наприклад
0,75 i 0,25, тобто [2, с. 115]

a∗ =
x0,75 + x0,25

2
. (0.2)

Для параметру масштабу γ однiєю з простих є оцiнка через вибiрковi
квантилi порядку p i 1− p, наприклад 0,75 i 0,25, [2, с. 115]

γ∗ =
x0,75 − x0,25

2
. (0.3)
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Оцiнки параметрiв розподiлу Кошi методом максимальної вiрогi-
дностi знайти в явному виглядi не вдається через складностi обчи-
слень. Так, в роботi [3] показано, що у невиродженiй ситуацiї (тобто
коли менш, нiж половина вибiркових значень однаковi) оцiнка макси-
мальної вiрогiдностi для обох невiдомих параметрiв розподiлу Кошi
iснує i єдина та знаходиться як розв’язок деякої системи нелiнiйних
рiвнянь. Цей пiдхiд також розглянуто та реалiзовано для випадкiв
n = 3 i n = 4 (що виявилось нелегкою задачею в докомп’ютерний
час) в [4]. Було розроблено рiзнi способи знаходження розв’язку цiєї
системи, як правило з використанням послiдовних наближень. Зокре-
ма, в [5, Пример 18.9, с. 76] для випадку γ = 1 запропонована iтера-
цiйна процедура для послiдовного наближення оцiнки максимальної
вiрогiдностi параметру розташування a, а в [6] подiбна iтерацiйна про-
цедура запропонована для загального випадку (для обох невiдомих
параметрiв розподiлу).

Оцiнки параметрiв розподiлу Кошi методом моментiв не знахо-
дять, оскiльки цей розподiл не має скiнченних моментiв. Проте в [7]
для випадку a = 0 запропоновано для знаходження оцiнки параметру
масштабу γ використовувати узагальнений метод моментiв i знайде-
но оцiнки через моменти порядку k, де 0 < k < 1. Деякi iншi способи
оцiнювання параметрiв розподiлу Кошi, отриманi з їх використанням
результати та бiльш детальний огляд проблематики можна знайти в
роботах [8–13].

На практицi розподiл Кошi (зокрема його параметри) застосову-
ється в економiцi для моделювання змiн курсу цiнних паперiв [7] та
для оцiнки наслiдкiв стихiйних лих [14], у фiзицi в задачах пошуку
джерела випромiнювання [2, п. 9, с. 114] та в задачах, пов’язаних iз
обробкою сигналiв [15].

Робота органiзована таким чином: в наступному роздiлi знайдено
оцiнки параметрiв арктангенсiальної регресiї. В роздiлi 2 розглянуто
питання про пошук за допомогою арктангенс-регресiї оцiнок для невi-
домих параметрiв розподiлу Кошi. В роздiлi 3 проведено комп’ютерне
моделювання розподiлу Кошi з заданими параметрами розташуван-
ня i масштабу та порiвняно оцiнки параметрiв, отриманi за формула-
ми роздiлу 2, з оцiнками, отриманими iншими способами. Висновки
щодо застосування отриманих оцiнок та приклади можливого засто-
сування такої регресiї в теорiї та в практичних задачах розглянуто
в роздiлi 4. В роздiлi 5 наведено довiрчi iнтервали для параметрiв
розподiлу Кошi. В додатку наведено графiки арктангенс-регресiї для
першої iз розглянутих в роздiлi 3 вибiрок.
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1. Арктангенсiальна регресiя

В подальшому розглядатимемо n спостережень двовимiрної ви-
бiрки виду (xi; yi).

В загальному виглядi арктангенсiальна залежнiсть мiж деякими
величинами X та Y має вигляд

Y = C arctan(AX +B) +D, (1)

де A,B,C,D – параметри регресiї.
Нелiнiйна регресiйна модель з чотирма параметрами є складною.

Але її можна спростити, вважаючи (виходячи з теоретичних або пра-
ктичних мiркувань) масштабнi параметри регресiї C i D вiдомими.
Це може бути один з таких випадкiв:

Y =
2

π
arctan(AX +B); (2)

Y =
1

2
+

1

π
arctan(AX +B). (3)

Для знаходження регресiйної залежностi мiж Y та X будемо ви-
користовувати модель (3).

Оцiнки невiдомих параметрiв регресiї будемо знаходити методом
найменших квадратiв. Застосування МНК напряму призводить до
знаходження розв’язку занадто складних систем, тож зведемо модель
(3) до лiнiйної регресiї за допомогою замiни

z = tan
(
π(y − 1

2
)
)
. (4)

Тодi арктангенс-регресiя виду (3) зводиться до лiнiйної моделi

Z = AX +B, (5)

оцiнки коефiцiєнтiв якої знаходяться за добре вiдомими формулами
оцiнок коефiцiєнтiв лiнiйної регресiї, якi i дають формули нижче.

Пропозицiя 1. Оцiнки невiдомих параметрiв регресiї арктангенс-
регресiї виду (2) мають вигляд

A∗ =

1
n

n∑
i=1

xizi − 1
n

n∑
i=1

xi
1
n

n∑
i=1

zi

1
n

n∑
i=1

x2i −
(

1
n

n∑
i=1

xi

)2 , (6)

B∗ =
1

n

n∑
i=1

zi −A∗ 1

n

n∑
i=1

xi. (7)
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Зауваження 1. Аналогiчним чином, використовуючи замiну

u = tan
(π
2
y
)
,

арктангенс-регресiя виду (2) зводиться до лiнiйної моделi

U = AX +B,

коефiцiєнти якої знаходяться за формулами (6)-(7) iз замiною вели-
чин z на вiдповiднi u.

2. Оцiнка параметрiв розподiлу Кошi

Постановка задачi. Розглянемо вибiрку з n спостережень ви-
падкової величини X, що розподiлена за законом розподiлу Кошi з
невiдомими параметрами (a, γ). Потрiбно знайти оцiнки цих параме-
трiв.

Пропозицiя 2. Будемо шукати оцiнку невiдомих параметрiв розпо-
дiлу Кошi використовуючи арктангенс-регресiю i формули для оцi-
нок її параметрiв з попереднього роздiлу.

Для цього виконаємо наступну процедуру:

1. Впорядкуємо вибiрку за зростанням (тобто побудуємо варiа-
цiйний ряд)

x1, x2, ..., xn. (8)

2. Кожному xi з (8) поставимо у вiдповiднiсть числа yi (i =
1, ..., n) (змiщену накопичену частоту) за формулою

yi =
i

n
− 1

2n
. (9)

3. Для отриманої двовимiрної вибiрки {(xi; yi)} i = 1, ..., n побу-
дуємо арктангенс-регресiю виду (3). Замiною (4) зведемо її до
лiнiйної моделi (5), оцiнки коефiцiєнтiв якої A∗ i B∗ знайдемо
за формулами (6)–(7).

4. Шляхом очевидних перетворень можемо отримати шуканi оцiн-
ки невiдомих параметрiв розподiлу Кошi

a∗ = −B
∗

A∗ ; (10)

γ∗ =
1

A∗ . (11)



I. Г. Крикун 201

Зауваження 2. В формулi (9) використана накопичена частота була

зменшена на величину
1

2n
для уникнення занадто великих значень

тангенсу, обчисленого за формулою (4).

Зауваження 3. Виходячи iз властивостей розподiлу Кошi (його “важ-
кi хвости”, тобто той факт, що у випадкової величини, розподiленої за
розподiлом Кошi з досить великою ймовiрнiстю з’являються великi
за модулем значення) можна припустити, що для отримання кращих
оцiнок варто вiдкидати найбiльшi та найменшi значення з варiацiй-
ного ряду (8). Моделювання в наступному роздiлi пiдтверджує це
припущення.

3. Моделювання розподiлу Кошi, оцiнка його параме-
трiв за допомогою арктангенсiальної регресiї та по-
рiвняння з оцiнками, отриманими iншими способами

Пропозицiя 3. В програмi MathCad 15 (функцiя rcauchy(n, a, γ))
змодельовано 500 спостережень випадкової величини, розподiленої
за законом розподiлу Кошi з параметрами a = 2 та γ = 5. Для
показовостi було зроблено 4 таких вибiрки, кожна з них оброблена
за процедурою, що була запропонована в пропозицiї 2.

Для порiвняння оцiнок, отриманих рiзними способами також
було змодельовано вибiрки з n = 50 та n = 5000 спостережень ви-
падкової величини, розподiленої за законом розподiлу Кошi з тими
ж параметрами.

Далi за формулами (10)–(11) було знайдено оцiнки параметрiв
розподiлу, при цьому для кожної з отриманих вибiрок було викори-
стано один iз наведених нижче способiв обробки, якi в подальшому
будемо коротко називати:
Спосiб №1 – використовуються всi змодельованi значення;
Спосiб №2 – вiдкинуто 1% найбiльших i 1% найменших значень;
Спосiб №3 – вiдкинуто по 10% найбiльших i найменших значень;
Спосiб №4 – вiдкинуто по 25% найбiльших i найменших значень.

Для кожної вибiрки i для кожного з наведених способiв вiдбо-
ру даних за знайденими за формулами (6)–(7) оцiнками параметрiв
арктангенс-регресiї для оцiнки адекватностi отриманої моделi обчи-
слимо коефiцiєнт детермiнацiї R2 (за всiма спостереженнями, тобто
з врахуванням вiдкинутих вибiркових значень) за звичайною форму-
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лою

R2 = 1−

n∑
i=1

(
yi − ŷi

)2
n∑
i=1

(
yi − y

)2 ,
де y – це середнє арифметичне за всiєю вибiркою, а ŷi – це i-те роз-
раховане за рiвнянням моделi значення величини y.

Для порiвняння точностi оцiнок в залежностi вiд обсягу вибiрки
аналогiчно було опрацьовано ще двi вибiрки: з 50 та з 5000 реалiзацiй
випадкової величини, розподiленої за законом розподiлу Кошi з тими
ж параметрами a = 2 i γ = 5.

Результати чисельного моделювання наведено у таблицях нижче.
В цих таблицях:
— стовпець “Спосiб №” — це спосiб вiдбору даних згiдно пропозицiї 3;
— стовпець “R2” — це коефiцiєнт детермiнацiї арктангенс-регресiї з
отриманими у вiдповiдних рядках параметрами;
— рядок “Квантильнi оцiнки” — це квантильнi оцiнки параметрiв за
формулами (0.1)–(0.3) (тут знайдено двi оцiнки параметру a – за фор-
мулами (0.1) та (0.2), та одна оцiнка параметру γ – за формулою (0.3);
для компактностi всi цi оцiнки наведенi в однiй таблицi, тому у стов-
пчику a∗ з’являється два значення, так само як i в стовпчику R2 –
коефiцiєнт детермiнацiї розраховується для двох рiзних оцiнок пара-
метру a i однiєї й тiєї ж оцiнки параметру γ);
— рядок “Оцiнки ММВ” — це оцiнки параметрiв за методом макси-
мальної вiрогiдностi, отриманi шляхом чисельного розв’язання (в Mat-
chad 15) вiдповiдної системи рiвнянь [4, система (2)].

В таблицях напiвжирним шрифтом видiлено оцiнки параметрiв
розподiлу Кошi, що найкраще вiдповiдають iстинним значенням a =
2 i γ = 5.

Таблиця 1. Результати моделювання параметрiв a = 2 i γ = 5
розподiлу Кошi за вибiркою в 500 спостережень № 1

Спосiб № a∗ γ∗ R2

1 -0,270 5,372 0,9544
2 2,634 5,442 0,9711
3 1,353 5,331 0,9982
4 1,311 5,036 0,9982

Квантильнi оцiнки 1,571 0,985 5,348 0,9975 0,9957
Оцiнки ММВ 1,389 5,13 0,882
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Таблиця 2. Результати моделювання параметрiв a = 2 i γ = 5
розподiлу Кошi за вибiркою в 500 спостережень № 2

Спосiб № a∗ γ∗ R2

1 7,930 8,05 0,679
2 5,678 10,901 0,848
3 2,197 5,405 0,9997
4 2,232 5,256 0,9996

Квантильнi оцiнки 2,24 2,059 5,429 0,999 0,999
Оцiнки ММВ 2,199 5,341 0,977

Таблиця 3. Результати моделювання параметрiв a = 2 i γ = 5
розподiлу Кошi за вибiркою в 500 спостережень № 3

Спосiб № a∗ γ∗ R2

1 4,632 3,228 0,876
2 4,845 6,573 0,936
3 3,201 5,556 0,9944
4 2,806 4,837 0,9976

Квантильнi оцiнки 2,555 3,20 5,054 0,996 0,995
Оцiнки ММВ 2,605 4,966 0,881

Таблиця 4. Результати моделювання параметрiв a = 2 i γ = 5
розподiлу Кошi за вибiркою в 500 спостережень № 4

Спосiб № a∗ γ∗ R2

1 0,596 2,771 0,887
2 0,363 6,106 0,975
3 1,485 5,736 0,9983
4 1,739 5,811 0,9992

Квантильнi оцiнки 1,792 1,48 5,558 0,999 0,998
Оцiнки ММВ 1,955 5,718 0,952
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Таблиця 5. Результати моделювання параметрiв a = 2 i γ = 5
розподiлу Кошi за всiма чотирма вибiрками по 500 спостережень

Спосiб № a∗ γ∗ R2

1 3,222 2,754 0,902
2 2,995 6,148 0,984
3 2,06 5,47 0,99956
4 2,052 5,183 0,9996

Квантильнi оцiнки 2,11 1,992 5,379 0,999 0,999
Оцiнки ММВ 1,389 5,13 0,993

Таблиця 6. Результати моделювання параметрiв a = 2 i γ = 5
розподiлу Кошi за вибiркою в 50 спостережень

Спосiб № a∗ γ∗ R2

1 -2,462 14,747 0,864
2 -6,640 17,592 0,974
3 0,783 7,796 0,9833
4 1,486 5,424 0,998

Квантильнi оцiнки 1,41 -0,88 7,17 0,982 0,925
Оцiнки ММВ 1,972 6,022 0,996

Таблиця 7. Результати моделювання параметрiв a = 2 i γ = 5
розподiлу Кошi за вибiркою в 5000 спостережень

Спосiб № a∗ γ∗ R2

1 1,64 5,464 0,943
2 2,09 5,849 0,994
3 1,782 6,609 0,9735
4 2,02 5,051 0,99998

Квантильнi оцiнки 2,01 1,982 5,105 0,9999 0,999
Оцiнки ММВ 2,032 5,082 0,99996

Зауваження 4. Наведемо для порiвняння також оцiнки параме-
трiв розподiлу Кошi, отриманi шляхом чисельного моделювання (у
MathCad 15) для розглянутих вище вибiрок за допомогою рiзних iте-
рацiйних процедур, запропонованих в [7, 9] та [10].

Згiдно [7] для оцiнки параметру масштабу γ розподiлу Кошi мо-
дифiкованим методом моментiв будемо використовувати моменти по-

рядку m =
1

k
, де рекомендованi значення 4 ≤ k ≤ 5.



I. Г. Крикун 205

Таблиця 8. Результати моделювання параметру масштабу γ = 5
розподiлу Кошi модифiкованим методом моментiв згiдно [7, формула
(4)] за розглянутими вище вибiрками

Вибiрка об’єму
Значення k n = 500 № 1 n = 500 № 2 n = 50 n = 5000

3,0 5,277 6,105 7,015 9,391
4,0 5,329 6,058 6,779 9,843
4,1 5,332 6,055 6,76 9,876
4,2 5,334 6,052 6,741 9,908
4,3 5,337 6,05 6,724 9,939
4,4 5,339 6,047 6,707 9,968
4,5 5,341 6,045 6,691 9,996
4,6 5,343 6,043 6,676 10,022
4,7 5,345 6,041 6,661 10,048
4,8 5,347 6,039 6,646 10,072
4,9 5,348 6,037 6,632 10,096
5,0 5,35 6,036 6,619 10,119
6,0 5,361 6,024 6,507 10,305
10,0 5,375 6,008 6,276 10,687

Таблиця 9.1. Результати моделювання параметру a = 2 розпо-
дiлу Кошi згiдно [9, формула (18)] за розглянутими вище вибiрками

Вибiрка об’єму
Крок k n = 500 № 1 n = 500 № 2 n = 50 n = 5000

1 5,262 0,345 -0,246 0,312
2 2,039 0,933 -1,41 1,092
3 1,346 1,464 1,03 1,631
4 1,253 1,808 1,741 1,848
5 1,268 1,999 1,954 1,934
10 1,376 2,193 1,988 2,004
20 1,389 2,199 1,972 2,006
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Таблиця 9.2. Результати моделювання параметру γ = 5 розпо-
дiлу Кошi згiдно [9, формула (27)] за розглянутими вище вибiрками

Вибiрка об’єму
Крок k n = 500 № 1 n = 500 № 2 n = 50 n = 5000

1 101,449 104,286 112,441 95,456
2 23,678 25,637 32,934 23,064
3 11,252 11,838 16,182 10,933
4 7,706 7,984 10,841 7,483
5 6,35 6,541 8,605 6,18
10 5,178 5,376 6,214 5,115
20 5,13 5,341 6,024 5,082

Таблиця 10.1. Результати моделювання параметру a = 2 роз-
подiлу Кошi згiдно [10] за розглянутими вище вибiрками

Вибiрка об’єму
Крок k n = 500 № 1 n = 500 № 2 n = 50 n = 5000

30 5,384 10,152 2,56 11,506
35 2,843 4,862 1,609 4,319
40 1,958 3,251 1,265 2,714
45 1,61 2,65 1,133 2,269
50 1,467 2,405 1,08 2,112
100 1,366 2,231 1,043 2,005

Таблиця 10.2 Результати моделювання параметру γ = 5 розпо-
дiлу Кошi згiдно [10] за розглянутими вище вибiрками

Вибiрка об’єму
Крок k n = 500 № 1 n = 500 № 2 n = 50 n = 5000

30 8,543 13,339 8,001 63,62
35 6,035 7,203 7,295 17,541
40 5,425 5,818 7,174 7,868
45 5,284 5,497 7,17 5,757
50 5,254 5,419 7,181 5,266
100 5,249 5,405 7,194 5,123

4. Висновки

— незалежно вiд обсягу вибiрки для отримання точнiших оцiнок
варто вiдкидати частину вибiрки згiдно способiв 3 або 4 пропозицiї
3;
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— зi збiльшенням обсягу вибiрки точнiсть оцiнок зростає;
— параметр γ запропонованим способом незалежно вiд обсягу вибiр-
ки оцiнюється точнiше, нiж квантильною оцiнкою;
— оцiнки за методом максимальної вiрогiдностi мають середню то-
чнiсть, причому зi зростанням об’єму вибiрки точнiсть оцiнок зро-
стає;
— оцiнки, утворенi вiдкиданням частину вибiрки згiдно способiв 3
або 4 пропозицiї 3, мають приблизно однакову точнiсть (проте є на-
багато простiшими в обчисленнi) порiвняно з оцiнками максимальної
вiрогiдностi;
— хоча, як правило, одна з двох квантильних оцiнок параметру a є
точнiшою, проте наперед невiдомо яка; запропонованим в пропозицiї
3 способом параметр a оцiнюється точнiше, нiж середнє арифмети-
чне двох квантильних його оцiнок (0.1)–(0.2) незалежно вiд обсягу
вибiрки.

Лема 1. При знаходженнi оцiнок параметрiв за процедурою, як в
пропозицiї 3, тобто з вiдкиданням однакового числа найбiльших i
найменших вибiркових значень, оцiнки невiдомих теоретичних па-
раметрiв розподiлу Кошi (10)–(11) набувають бiльш зручного вигля-
ду:

a∗ = x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi; (12)

γ∗ =
1

A∗ =

1
n

n∑
i=1

x2i −
(

1
n

n∑
i=1

xi

)2
1
n

n∑
i=1

xizi

. (13)

Доведення. Формула (12) випливає з формул (7), (10) та з того, що
при симетричному вiдкиданнi найбiльших i найменших вибiркових
значень та при достатньо великому числi спостережень n середнє ари-

фметичне z̄ = 1
n

n∑
i=1

zi = 0.

Формула (13) випливає з аналогiчних мiркувань та з використан-
ням формул (6), (11).

Пропозицiя 4. Виходячи iз властивостей арктангенса та природи
соцiально-економiчних явищ, природно припустити, що арктанген-
сiальна залежнiсть може описувати процес урбанiзацiї (в країнах
зi сталими соцiально-економiчними умовами); електоральнi (вибор-
чi) тi деякi iншi соцiально-економiчнi процеси; процес пiдвищення з
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часом ККД в рiзноманiтних технологiчних процесах (за умови вiд-
сутностi технологiчних революцiй) тощо. Зрозумiло, що це стосу-
ється процесiв зi сталими характеристиками розвитку (монотон-
нiсть та необмеженiсть в часi) та з природно зрозумiлими обме-
женнями як знизу, так i зверху.

5. Довiрчi iнтервали параметрiв

Лема 2. Для оцiнки параметру розташування a при вiдомому па-
раметрi масштабу γ довiрчий iнтервал надiйностi α має вигляд:

x̄− γ tan
(π
2
α
)
≤ a ≤ x̄+ γ tan

(π
2
α
)
.

Доведення. Результат леми 2 випливає з властивостей розподiлу Ко-

шi. Як вже говорилось у вступi, величина x̄ = 1
n

n∑
i=1

xi теж буде роз-

подiленою за законом розподiлу Кошi з тими ж параметрами. Тодi,
за означенням

P{|x̄− a| ≤ δ} =
2

π
arctan

( δ
γ

)
.

Зрозумiло, що при δ = γ tan
(π
2
α
)

отримаємо значення α в правiй
частинi попередньої рiвностi, тобто шуканий довiрчий iнтервал на-
дiйностi α.

Лема 3. Для параметру масштабу γ при вiдомому параметрi роз-
ташування a довiрчий iнтервал надiйностi α має один з наступних
виглядiв:

0 < γ ≤ |x̄− a|

tan
(
π
2 (1− α)

) ;
γ ≥ |x̄− a|

tan
(
π
2α
) ;

|x̄− a|

tan
(
π
4 (α+ 1)

) ≤ γ ≤ |x̄− a| tan
(π
4
(α+ 1)

)
.

Доведення. Лема 3 доводиться аналогiчно лемi 2. З тих же мiркувань

1. P
{
|x̄− a| ≥ δγ

}
= 1− 2

π
arctan δ,

P
{ |x̄− a|

γ
≥ δ
}
= 1− 2

π
arctan δ,
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P
{
γ ≤ |x̄− a|

δ

}
= 1− 2

π
arctan δ,

i при δ = tan
(π
2
(1 − α)

)
отримаємо значення α в правiй частинi

попередньої рiвностi, тобто шуканий довiрчий iнтервал надiйностi α.

2. P
{
|x̄− a| ≤ δγ

}
=

2

π
arctan δ,

P
{
γ ≥ |x̄− a|

δ

}
=

2

π
arctan δ,

i при δ = tan
(π
2
α
)

отримаємо значення α в правiй частинi попере-
дньої рiвностi, тобто шуканий довiрчий iнтервал надiйностi α.

3. P
{γ
δ
≤ |x̄− a| ≤ δγ

}
=

2

π

(
arctan δ − arctan

1

δ

)
,

P
{1
δ
≤ γ

|x̄− a|
≤ δ
}
=

2

π

(
arctan δ − arctan

1

δ

)
,

P
{ |x̄− a|

δ
≤ γ ≤ |x̄− a|δ

}
=

2

π

(
arctan δ − arctan

1

δ

)
.

Використавши формулу

arctan
1

δ
=
π

2
− arccotan

1

δ
=
π

2
− arctan δ,

з останньої рiвностi будемо мати

P
{ |x̄− a|

δ
≤ γ ≤ |x̄− a|δ

}
=

4

π
arctan δ − 1,

звiдки при δ = tan
(π
4
(α+1)

)
отримаємо значення α в правiй частинi

попередньої рiвностi, тобто шуканий довiрчий iнтервал надiйностi α.

Подяка

Автор висловлює вдячнiсть анонiмному рецензенту за уважне ви-
вчення тексту статтi та кориснi зауваження, якi допомогли покращи-
ти роботу.
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Додаток.
Графiки вибiрки в 500 спостережень № 1 iз розглянутих
вище та змодельованих для неї лiнiй арктангенс-регресiї

Рис. 1. Порiвняння двох лiнiй арктангенс-регресiї (за вибiркою,
опрацьованою способами № 1 та № 4 Пропозицiї 3) з вибiрковими

даними та з теоретичним розподiлом Кошi
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Рис. 2. Порiвняння двох лiнiй арктангенс-регресiї (за вибiркою,
опрацьованою способами № 1 та № 4 Пропозицiї 3) з вибiрковими

даними та з теоретичним розподiлом Кошi детальнiше
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Рис. 3. Порiвняння всiх чотирьох лiнiй арктангенс-регресiї (за
вибiркою, опрацьованою всiма способами Пропозицiї 3) з
вибiрковими даними та з теоретичним розподiлом Кошi
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