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Екстремальна задача для мозаїчної
системи точок
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Анотацiя. У геометричнiй теорiї функцiй комплексного змiнного
добре вiдомий напрям зв’язаний з оцiнками добуткiв внутрiшнiх ра-
дiусiв взаємно непертинних областей. Цей напрям отримав назву екс-
тремальних задач на класах попарно неперетинних областей. Одна
з задач такого типу i розглянута у цiй роботi.
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1. Вступ

Ця стаття належить до теорiї екстремальних задач на класах
попарно-неперетинних областей, що є окремим напрямком у геоме-
тричнiй теорiї функцiй комплексної змiнної. Початок цiєї тематики
пов’язують iз статтею М. А. Лаврентьєва [1]. Вiн знайшов максимум
функцiоналу, складеного з добутку конформних радiусiв двох непе-
ретинних областей вiдносно фiксованих точок комплексної площини.
У 1947 роцi Г. М. Голузiн розв’язав подiбну задачу для трьох фi-
ксованих точок комплексної площини [2]. Пiсля цього ця тематика
почала стрiмко розвиватися. У зв’язку з цим ми можемо згадати ре-
зультати багатьох авторiв, зокрема Ю. Є. Аленiцина, М. А. Лебедєва,
Дж. Дженкiнса, П. М. Тамразова, П. П. Куфарева, Г. В. Кузьмiна та
iнших. У 1974 роцi П. М. Тамразов висунув iдею розгляду екстре-
мальних задач у яких полюси квадратичних диференцiалiв мають
певну свободу (див. [3]). В рамках цiєї iдеї Г. П. Бахтiна сформулю-
вала ряд задач з так званими "вiльними полюсами"на одиничному
колi (див., наприклад, [4]).
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Важливим кроком для розробки цiєї тематики стали роботи
В. М. Дубiнiна. У них вiн запропонував декiлька методiв, зокре-
ма й метод – кусково-подiляюче перетворення, за допомогою якого
вiн розв’язав ряд екстремальних задач для будь-яких багатозв’язних
областей (див., наприклад, [5–7]). Зараз цi результати знайшли своє
використання, навiть при дослiдженнях у голоморфнiй динамiцi.

В останнє десятилiття з’явився метод “керуючих функцiоналiв”.
За допомогою нього ним було розв’язано низку екстремальних проб-
лем для так званих “променевих систем точок” (див., наприклад, [5,
8–21]).

Нехай N, R – множина натуральних та дiйсних чисел, вiдповiд-
но, C – площина комплексних чисел, C = C

∪
{∞} – її одноточкова

компактифiкацiя и R+ = (0,∞).
Нехай фiксованi числа n,m, d ∈ N.
Систему точок An,m = {ak,p ∈ C : k = 1, n, p = 1,m}, назвемо

(n,m)-променевою системою точок, якщо при всiх k = 1, n, виконую-
ться спiввiдношення:

0 < |ak,1| < . . . < |ak,m| <∞;

arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,m =: θk;

0 = θ1 < θ2 < . . . < θn < θn+1 := 2π.

Для таких систем точок розглянемо наступнi величини:

αk =
1

π
(θk+1 − θk) , k = 1, n, αn+1 := α1, α0 := αn,

n∑
k=1

αk = 2.

При m = 1, k = 1, n отримаємо n-променеву систему точок (див.
[5, 8–16]). При виконаннi умов αk = 2

n , k = 1, n систему точок An,m
будемо називати рiвнокутовою.

Для довiльної (n,m)- рiвнокутової променевої системи точок An,m=
{ak,p}, введемо у розгляд наступний “керуючий” функцiонал

M (An,m) =

n∏
k=1

m∏
p=1

χ
(
|ak,p|

n
2

)
· |ak,p|,

де χ(t) = 1
2 ·
(
t+ t−1

)
.

Розглянемо систему кутових областей:

Pk (An,m) =

{
w ∈ C :

2π

n
(k − 1) < argw <

2π

n
k

}
, k = 1, n.
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Для фiксованого числа R ∈ R+, розглянемо однозначну вiтку ба-
гатозначної аналiтичної функцiї

zk(w) = −i
(
e−iθkw

R

)n
2

, (1.1)

яка, при кожному k = 1, n, реалiзує однолисте та конформне вiдобра-
ження областi Pk на праву пiвплощину Rez > 0.

Нехай {bk}nk=1 ⊂ C – множина точок таких, що

bk = R · ei
π
n
(2k−1), k = 1, n,

Iз спiввiдношень (1.1) нескладно помiтити, що

zk (bk) = 1, zk (ak+1,p) = ism−p+1, zk (ak,p) = ism+p, sj > 0, j = 1,m;

sj < 0, j = m+ 1, 2m, s1 > s2 > ... > s2m,

an+1,p := a1,p, k = 1, n, p = 1,m.

Для сукупностi точок

isj , sj > 0, j = 1,m; sj < 0, j = m+ 1, 2m; s1 > s2 > ... > sm

на уявнiй осi розглянемо множину кiл Γj таких, що точки −1, 1, isj ∈
Γj .

Для кожного k = 1, n позначимо через

Ω
(k)
j :=

{
z : z ∈ Γj , 0 ≤ arg z ≤ π, j = 1,m,

}
Ω
(k)
j :=

{
z : z ∈ Γj ,−π ≤ arg z ≤ 0, j = m+ 1, 2m

}
.

(1.2)

Нехай при кожному фiксованому k, k = 1, n,
{
L
(k)
j

}2m

j=1
– суку-

пнiсть кривих таких, що

L
(k)
j ⊂ Pk, bk ∈ L

(k)
j , j = 1, 2m,

ak,p ∈ L
(k−1)
m−p+1, ak,p ∈ L

(k)
m+p, p = 1,m,

zk : L
(k)
j →

{
z : z ∈ Ω

(k)
j , 0 ≤ | arg z| ≤ π

2

}
, j = 1, 2m.

(1.3)

Розглянемо вiдображення:

ζ(z) =
z − 1

z + 1
, (1.4)

яке при кожному k = 1, n, однолисто та конформно вiдображає обла-
стi Ω(k)

j вiдповiдно, на систему променiв {ζ : arg ζ = βj}, j = 1, 2m,
0 ≤ β1 < β2 < ... < β2m.
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У випадку, якщо β1 > 0 повернемо отриману променеву систему
на такий кут, при якому β1 = 0. На кожному променi отриманої
променевої системи оберемо 2d+ 1 точку та отримаємо (2m, 2d+ 1)-
променеву систему точок, яку позначимо A2m,2d+1, де

νj,t ∈ A2m,2d+1, j = 1, 2m, t = 1, 2d+ 1

таким чином, що

zk (ζ(ak,p)) = νm+p,d+1, zk−1 (ζ(ak,p)) = νp,d+1, z0 := zn, p = 1,m.

При кожному k = 1, n розглянемо системи прообразiв композицiї
вiдображень (1.1), (1.4) та позначимо вiдповiднi системи точок

D
(k)
2m,d =

{
c
(k)
j,s ∈ L

(k)
j : j = 1, 2m, s = 1, d

}
.

Систему точок

ADn,m,d =
n∪
k=1

D
(k)
2m,d

∪
An,m

будемо називати мозаїчною.
Для довiльної мозаїчної системи точок ADn,m,d, розглянемо на-

ступний "керуючий" функцiонал

µ (ADn,m,d) :=

n∏
k=1

 m∏
p=1

∣∣∣ak,p∣∣∣ · 2m∏
j=1

d∏
s=1

∣∣∣c(k)j,s

∣∣∣
1−n

2

.

Для образiв довiльної мозаїчної системи ADn,m,d при вiдображе-
ння (1.1), введемо у розгляд систему точок {ω∗

j,t}
2m,2d+1
j=1,t=1 , якi є полю-

сами другого порядку квадратичного диференцiалу:

Q(z)dz2 = −(z − 1)2m−2

(z + 1)6m+2
×

×
(
(z + 1)2m + (z − 1)2m

)4d(
((z + 1)m − i(z − 1)m)4d−2 + ((z + 1)m + i(z − 1)m)4d−2

)2dz2.
(1.5)

Основнi результати теорiї квадратичних диференцiалiв можно знай-
ти у роботi [22].
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При цьому, введемо у розгляд (2m, 2d+ 1)-променеву систему то-
чок A2m,2d+1, точки якої є полюсами квадратичного диференцiалу:

Q(ζ)dζ2 = −
ζ2m−2 ·

(
1 + ζ2m

)4d(
(1− iζm)4d+2 + (1 + iζm)4d+2

)2 · dζ2. (1.6)

Нехай
{
Bk,p, B

(k)
j,s

}
— довiльний набiр попарно неперетинних обла-

стей мозаїчної системи ADn,m,d такої, що

ak,p ∈ Bk,p, c
(k)
j,s ∈ B

(k)
j,s , Bk,p ⊂ C, B(k)

j,s ⊂ Pk,

k = 1, n, p = 1,m, j = 1, 2m, s = 1, d. (1.7)

Позначимо через r(B; a) внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C вiдно-
сно точки a ∈ B (див. [5–7, 23]).

Предметом вивчення нашої роботи є наступна задача.

Задача. Нехай n,m, d ∈ N, R ∈ R+, ι, κ ≥ 0, n ≥ 2. Потрiбно
визначити максимум величини

n∏
k=1

 m∏
p=1

rι (Bk,p, ak,p) ·
2m∏
j=1

d∏
s=1

rκ
(
B

(k)
j,s , c

(k)
j,s

)
для довiльної мозаїчної системи точок ADn,m,d, де

{
Bk,p, B

(k)
j,s

}
–

довiльний набiр попарно неперетинних областей, що задовольняють
(1.7).

Зрозумiло, що при κ = 0, цi задачi узагальнюють вiдповiднi по-
становки задач розглянутi у роботах [8–16].

2. Допомiжний результат

Лема 2.1. Нехай m, q ∈ N,

Ωj =
{
z : z ∈ Γj , 0 ≤ arg z ≤ π, j = 1,m,

}
,

Ωj =
{
z : z ∈ Γj ,−π ≤ arg z ≤ 0, j = m+ 1, 2m

}
.

Тодi для довiльної системи точок {ωj,t}2m,qj=1,t=1 такої, що

ωj,t ∈ Ωj , j = 1, 2m, t = 1, q,
0 < |argωj,1| < |argωj,2| < |argωj,q| < π

2 ,
(2.1)
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та довiльного набора попарно неперетинних областей {Gj,t}2m,qj=1,t=1,
ωj,t ∈ Gj,t ⊂ C справедлива рiвнiсть

2m∏
j=1

q∏
t=1

r (Gj,t, ωj,t) =
1

22mq
·
2m∏
j=1

q∏
t=1

(
|ωj,t + 1|2 · r (Λj,t, νj,t)

)
,

де
νj,t := ζ (ωj,t) ,

ζ : Gj,t → Λj,t, j = 1, 2m, t = 1, q,

а вiдображення ζ(z) задано спiввiдношенням (1.4).

Доведення. Функцiя (1.4) реалiзує автоморфiзм комплексної площи-
ни, при якому однолисто та конформно вiдображає систему точок
{ωj,t}2m,qj=1,t=1, яка задовольняє (2.1) на (2m, q)-променеву систему то-
чок A2m,q = {νj,t}2m,qj=1,t=1.

Зрозумiло, що ζ (1) = 0, ζ (−1) = ∞.
Тодi маємо:

r (Gj,t, ωj,t) =
|ωj,t + 1|2

2
· r (Λj,t, νj,t) , j = 1, 2m, t = 1, q.

Звiдси отримаємо спiввiдношення

2m∏
j=1

q∏
t=1

r (Gj,t, ωj,t) =
1

22mq
·
2m∏
j=1

q∏
t=1

(
|ωj,t + 1|2 · r (Λj,t, νj,t)

)
.

3. Основний результат

Теорема 3.1. Нехай n,m, d ∈ N, R ∈ R+, n ≥ 2. Тодi для довiль-
ної мозаїчної системи точок ADn,m,d та довiльного набору попарно
неперетинних областей

{
Bk,p, B

(k)
j,s

}
, який задовольняє умовi (1.7),

справедлива нерiвнiсть

n∏
k=1

 m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ·
2m∏
j=1

d∏
s=1

r
(
B

(k)
j,s , c

(k)
j,s

)≤

(
2
√
R

mn (2d+ 1)

)mn(1+2d)

×µ (ADn,m,d) ·

 2m∏
j=1

2d+1∏
t=1

∣∣ω∗
j,t + 1

∣∣n

·M
n
2 (A2m,2d+1) ,
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де точки {ω∗
j,t}

2m,2d+1
j=1,t=1 , є полюсами другого порядку квадратичного

диференцiалу (1.5), а (2m, 2d+1)-променева система точок A2m,2d+1,
точки якої є полюсами квадратичного диференцiалу (1.6).

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки мозаї-
чної системи ADn,m,d та областi системи попарно неперетинних
областей

{
Bk,p, B

(k)
j,s

}
, є, вiдповiдно, полюсами другого порядку та

круговими областями квадратичного диференцiалу

Q(w)dw2 =
wn−2

(Υ(w) + 1)6m+2

×
(Υ(w)−1)

2m−2 ·
(
(Υ(w)+1)

2m
+(Υ(w)−1)

2m
)4d

(
((Υ(w)+1)

m − i (Υ(w)−1)
m
)
4d+2

+((Υ(w)+1)
m
+ i (Υ(w)−1)

m
)
4d+2

)2 dw2.

(3.1)

де Υ(w) = −iw
n
2

R
n
2

.

Доведення. Доведення теореми опирається на метод кусково-подi-
ляючого перетворення, розробленого В. М. Дубiнiним [5–7].

Нехай

ω
(k)
m+p,d+1 := zk (ak,p) , ω

(k−1)
m−p+1,d+1 := zk−1 (ak,p) , ω

(k)
j,s := zk

(
c
(k)
j,s

)
,

ω
(0)
m−p+1,d+1 := zn (an,p) , z0 := zn(k = 1, n, p = 1,m, j = 1, 2m, s = 1, d).

Сiмейство функцiй {zk(w)}nk=1, заданих рiвнiстю (1.1), є допусти-
мим для кусково-подiляючого перетворення (див. напр., [5–7, 17, 18])
областей

{
Bk,p : k = 1, n, p = 1,m

}
вiдносно системи кутiв {Pk}nk=1.

Для довiльної множини ∆ ∈ C позначимо (∆)∗ :=
{
w ∈ C : w ∈ ∆

}
.

Нехай Ω
(k)
m+p,d+1 позначає зв’язну компоненту множини zk

(
Bk,p

∩
P k
)∪ (

zk
(
Bk,p

∩
P k
))∗, яка мiстить точку ω(k)

m+p,d+1, а Ω
(k−1)
m−p+1,d+1 – зв’я-

зну компоненту множини zk−1

(
Bk,p

∩
P k−1

)∪ (
zk−1

(
Bk,p

∩
P k−1

))∗,
яка мiстить точку ω

(k−1)
m−p+1,d+1, k = 1, n, p = 1,m, P 0 := Pn. Пара

областей Ω
(k)
m+p,d+1 и Ω

(k−1)
m−p+1,d+1 є результатом подiляючого перетво-

рення областi Bk,p вiдносно сiмейств {Pk−1, Pk}, {zk−1, zk} в точцi
ak,p, k = 1, n, p = 1,m. Аналогiчно, при кожному k = 1, n, j = 1, 2m,

s = 1, d, позначимо через Ω
(k)
j,s и Ω

(k)
j,2d−s+2 – результати подiляючого

перетворення областi B(k)
j,s вiдносно сiмейств Pk, zk в точцi c(k)j,s , яка мi-

стить, вiдповiдно, точки ω(k)
j,s , ω(k)

j,2d−s+2. Зрозумiло, що Ω
(k)
j,t є, взагалi

кажучи, багатозв’язними областями, k = 1, n, j = 1, 2m, t = 1, 2d+ 1.
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З формули (1.1) отримуємо наступнi асимптотичнi рiвностi∣∣∣zk(t)− zt(ak,p)
∣∣∣ ∼ 1

R
n
2

· n
2
·
∣∣∣ak,p∣∣∣ 1

αk
−1

· |w − ak,p|,

w → ak,p, w ∈ P t, k = 1, n, p = 1,m, t = k − 1, k. (3.2)

З теореми 1.9 [7] (див. також [5,6,18]) та формул (3.2) отримаємо
нерiвнiсть

r (Bk,p, ak,p) 6
2 ·R

n
2

n
∣∣∣ak,p∣∣∣n2−1

×
{
r
(
Ω
(k)
m+p,d+1, ω

(k)
m+p,d+1

)
· r
(
Ω
(k−1)
m−p+1,d+1, ω

(k−1)
m−p+1,d+1

)} 1
2
,

k = 1, n, p = 1,m. (3.3)

Для областей B(k)
j,s вiдносно сiмейств Pk, zk в точцi c(k)j,s , в резуль-

татi подiляючого перетворення отримаємо наступнi спiввiдношення

r
(
B

(k)
j,s , c

(k)
j,s

)
=

2 ·R
n
2

n
∣∣∣c(k)j,s ∣∣∣n2−1

·
[
r
(
Ω
(k)
j,s , ω

(k)
j,s

)
· r
(
Ω
(k)
j,2d−s+2, ω

(k)
j,2d−s+2

)] 1
2
,

k = 1, n, j = 1, 2m, s = 1, d. (3.4)

Тодi з (3.3) та (3.4) отримаємо

n∏
k=1

 m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ·
2m∏
j=1

d∏
s=1

r
(
B

(k)
j,s , c

(k)
j,s

)

≤ µ (ADn,m,d)·
(
2

n

)mn(1+2d)

·R
mn
2

(1+2d) ·
n∏
k=1

 2m∏
j=1

2d+1∏
t=1

r
(
Ω
(k)
j,t , ω

(k)
j,t

) 1
2

.

Використовуючи лему, з попередньої нерiвностi, отримаємо:

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)·
2m∏
j=1

d∏
s=1

r
(
B

(k)
j,s , c

(k)
j,s

)≤µ (ADn,m,d) ·
(
2

n

)mn(1+2d)

×R
mn
2

(1+2d) ·
n∏
k=1

 1

22m(2d+1)
·
2m∏
j=1

2d+1∏
t=1

(∣∣∣ω(k)
j,t + 1

∣∣∣2 · r (Λ(k)
j,t , ν

(k)
j,t

)) 1
2

=
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=

(
1

n

)mn(1+2d)

·R
mn
2

(1+2d) · µ (ADn,m,d) ·
n∏
k=1

 2m∏
j=1

2d+1∏
t=1

∣∣∣ω(k)
j,t + 1

∣∣∣


×
n∏
k=1

 2m∏
j=1

2d+1∏
t=1

r
(
Λ
(k)
j,t , ν

(k)
j,t

) 1
2

, (3.5)

де при кoжному k = 1, n

ν
(k)
j,t := ζ

(
ω
(k)
j,t

)
,

ζ : G
(k)
j,t → Λ

(k)
j,t , j = 1, 2m, t = 1, 2d+ 1.

При кoжному k = 1, n, система точок
{
ν
(k)
j,t

}2m,2d+1

j=1,t=1
є (2m, 2d+1)-

променевою системой точок.
Використовуючи наслiдок 3.1.5 роботи [5], при кожному k = 1, n,

маємо

2m∏
j=1

2d+1∏
t=1

r
(
Λ
(k)
j,t , ν

(k)
j,t

)
≤
(

2

m (2d+ 1)

)2m(2d+1)

·M (A2m,2d+1) , (3.6)

причому знак рiвностi досягається, коли точки
{
ν
(k)
j,t

}2m,2d+1

j=1,t=1
та обла-

стi
{
Λ
(k)
j,t

}2m,2d+1

j=1,t=1
є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями

квадратичного диференцiалу (1.6)
З (3.5)), враховуючи (3.6)), отримаємо наступнi спiввiдношення

n∏
k=1

 m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ·
2m∏
j=1

d∏
s=1

r
(
B

(k)
j,s , c

(k)
j,s

)≤

(
2
√
R

mn (2d+ 1)

)mn(1+2d)

×µ (ADn,m,d) ·
n∏
k=1

 2m∏
j=1

2d+1∏
t=1

∣∣∣ω(k)
j,t + 1

∣∣∣
 · (M (A2m,2d+1))

n
2 .

Квадратичний диференцiал (1.5) отримаємо з диференциалу (1.6)
з допомогою замiни (1.4). А квадратичний диференцiал (3.1) отрима-
ємо з диференциалу (1.5) з допомогою замiни

z(w) =
−iw

n
2

R
n
2

.
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