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Анотацiя. Встановлено точнi за порядком оцiнки деяких апрокси-
мацiйних характеристик класiв Соболєва Wr

p,α та класiв
Нiкольського–Бєсова Br

p,θ перiодичних функцiй однiєї та багатьох
змiнних за нормою простору B∞,1. Дослiджено властивостi лiнiйних
операторiв, якi реалiзують порядковi значення найкращого наближе-
ння класiв Br

∞,θ у цьому просторi за допомогою тригонометричних
полiномiв, породжених сукупнiстю гармонiк з “номерами”, що нале-
жать до схiдчастих гiперболiчних хрестiв.
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1. Вступ

В данiй статтi продовжуються дослiдження (див. [1]) з апрокси-
мацiї класiв Нiкольського–Бєсова Br

p,θ i Соболєва Wr
p,α перiодичних

функцiй з однiєю та багатьма змiнними у просторi B∞,1. Особливiстю
простору B∞,1, як лiнiйного пiдпростору в L∞, є те, що його норму-
вання здiйснюється на основi розкладу функцiй з L∞ у ряд Фур’є за
тригонометричною системою {ei(k,x)}k∈Zd i вiдповiдна норма у цьому
просторi є бiльш “сильною”, нiж L∞ – норма. Як зазначено в [1], до
дослiдження певних апроксимацiйних характеристик саме у просторi
B∞,1 спонукає та обставина, що розв’язання задач щодо встановлення
їх порядкових значень у просторi L∞, зокрема при d ≥ 3, за допо-
могою вiдомих методiв наштовхується на низку перешкод, усунути
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якi допоки не вдається. Водночас зазначимо, що деякi апроксима-
цiйнi характеристики певних функцiональних класiв у просторi B∞,1

вивчалися у роботах [1–4].
Результати даної роботи фактично викладенi у двох пунктах. У

одному з них дослiджуються ортопоперечники класiв Br
p,θ i Wr

p,α (а
також схожi за означенням величини) з точки зору знаходження по-
рядкових значень цих апроксимацiйних характеристик. В iншому,
об’єктами дослiдження є лiнiйнi оператори, якi є оптимальними в
задачi про точнi за порядком значення найкращих наближень кла-
сiв Br

p,θ у просторi B∞,1 за допомогою тригонометричних полiномiв,
породжених системою {ei(k,x)}k∈Qn , де множини Qn, n ∈ N, — так
званi схiдчасто гiперболiчнi хрести в Zd. Одним iз ключових тут є
питання, що стосується послiдовностi норм таких операторiв (як опе-
раторiв, що дiють iз L∞ в L∞), а саме — питання щодо обмеженостi
чи необмеженостi цiєї послiдовностi.

У роботi використовуються позначення та означення, запровадже-
нi в [1]. Основнi з них вiдтворенi, а новi вводяться за необхiднiстю по
мiрi викладу матерiалу.

2. Позначення, означення та допомiжнi твердження

По тексту роботи вживаються стандартнi позначення N, R, R+,
Z, Z+ вiдповiдно для множин натуральних, дiйсних, невiд’ємних

дiйсних, цiлих, цiлих невiд’ємних чисел. Через Ad =
d∏
i=1

A, d ≥ 2

позначається декартiв добуток d множин A, де A — одна iз множин
N, R, R+, Z, Z+ , а через Ci, i = 1, 2, . . ., — величини (сталi), якi,
зазвичай, залежать вiд певних параметрiв, i таку залежнiсть досить
легко вiдстежити за контекстом, не зважаючи на те, що цi параметри
не вказуються явно.

Означимо функцiональнi простори та класи в них. Нехай Rd —
d – вимiрний евклiдiв простiр з елементами x = (x1, . . . , xd); πd :=
d∏
j=1

[0, 2π) = {x ∈ Rd : xj ∈ [0, 2π), j = 1, d}. Через Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞,

позначимо простiр вимiрних 2π – перiодичних за кожною змiнною
функцiй f : Rd → R зi скiнченними нормами

∥f∥p =
(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

∥f∥∞ = ess sup
x∈Rd

|f(x)|, p = ∞.
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Для f, g ∈ L1(πd) означимо оператор згортки ∗ формулою

(f ∗ g)(x) = (2π)−d
∫
πd

f(y)g(x− y)dy.

Визначимо повний мiшаний p –модуль гладкостi порядку l фун-
кцiї f ∈ Lp(πd):

ωl(f, t)p := sup
|hi|≤ti

∥∆l
hf∥p, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd+.

Тут для h = (h1, . . . , hd) ∈ Rd та l ∈ N

∆l
hf(x) := ∆l

hd
. . .∆l

h1f(x1, . . . , xd),

де
∆l
hj
f(x) = ∆hj∆

l−1
hj
f(x), ∆0

hj
f(x) := f(x),

∆hjf(x) ≡ ∆1
hj
f(x) = f(x1, . . . , xj + hj , . . . , xd)− f(x).

Вiдомо, що

∆l
hj
f(x) =

l∑
k=0

(−1)k+lCkl f(x1, . . . , xj + khj , . . . , xd).

Кажуть, що функцiя f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞ належить про-
стору Br

p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, d, якщо
скiнченна її напiвнорма

|f |Br
p,θ

:=



(∫
πd

(
d∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p

)θ d∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
tj>0

d∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p , θ = ∞,

де l > max{ri, i = 1, d}.
Норму на лiнiйних просторах Br

p,θ задамо формулою ∥f∥Br
p,θ

= ∥f∥p+
|f |Br

p,θ
.

Простори Br
p,θ введенi в [5] i, з одного боку, є узагальненнями вi-

домих iзотропних просторiв Бєсова [6] (у випадку θ = ∞ — просторiв
Нiкольського [7]), а з iншого, належать шкалi просторiв SB мiшаної
гладкостi, введених Т. I. Амановим в [8].

Зазначимо, що для просторiв Br
p,θ справедливi такi вкладення за

параметром θ:

Br
p,1 ↪→ Br

p,θ1 ↪→ Br
p,θ2 ↪→ Br

p,∞ ≡ Hr
p , (2.1)
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де 1 ≤ θ1 < θ2 ≤ ∞.
В [5] простори Br

p,θ охарактеризованi в термiнах так званого
декомпозицiйного нормування належних їм функцiй на базi розкладу
в ряд Фур’є за тригонометричною системою {ei(k,x)}k∈Zd . Саме таке
нормування часто використовується у доведеннi належностi тiєї чи
iншої функцiї простору Br

p,θ, чи деякому класу з цього простору.
Сформулюємо результат iз [5] у вiдповiдностi до прийнятих нижче

означень i позначень. Для вектора s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd+ покладемо

ρ(s) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : [2sj−1] ≤ |kj | < 2sj , j = 1, d}

i для f ∈ Lp(πd) визначимо

δs(f,x) :=
∑

k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x), x ∈ Rd,

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Позначимо

L0
p(πd) := {f ∈ Lp(πd) :

2π∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1, d}.

Нехай p ∈ (1,∞). В [5] доведено, що для напiвнорми |f |Br
p,θ

функцiї
f ∈ Br

p,θ ∩ L0
p(πd) справедливi спiввiдношення

|f |Br
p,θ

≍
( ∑

s∈Zd
+

2(s,r)θ∥δs(f, ·)∥θp
) 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (2.2)

|f |Br
p,∞ ≍ sup

s∈Zd
+

2(s,r)∥δs(f, ·)∥p , (2.3)

а також показано, що на множинi Br
p,θ ∩L0

p(πd) напiвнорма | · |Br
p,θ

насправдi є нормою.
Тут, i в подальшому, ≍ позначає вiдношення слабкої еквiвален-

тностi, тобто для виразiв a та b, що визначенi деякою сукупнiстю па-
раметрiв, запис a ≍ b означає, що iснують такi додатнi величини c1 та
c2, якi не залежать вiд одного iстотного параметра, що c1b ≤ a ≤ c2b.
Також використовуємо символи ≪ чи ≫ для порядкових нерiвностей,
тобто a ≪ b (a ≫ b), якщо iснує такого ж змiсту додатна величина
c3, що a ≤ c3b (b ≤ c3a).

Так званi порядковi (або точнi за порядком) спiввiдношення (2.2)
та (2.3) за певної їхньої модифiкацiї мають мiсце i у випадках p = 1
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та p = ∞. Отже, нехай Vl(u), l ∈ N, u ∈ R позначає ядро Валлє–
Пуссена вигляду

Vl(u) = 1 + 2

l∑
k=1

cos ku+ 2

2l∑
k=l+1

2l − k

l
cos ku.

Якщо f ∈ Lp(πd), а

As(x) := 2d
d∏
j=1

(V2sj (xj)− V
2sj−1(xj)),

s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd+, x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd (при sj = 0 вважаємо,
що V

2sj−1(xj) = 0), то покладемо

Asf(x) = (f ∗As)(x).

Для кожного s за допомогою оператора As визначаються деякi кра-
тнi середнi As(f,x) := Asf(x) функцiї f ∈ Lp(πd), якi в силу вiдомих
властивостей оператора згортки можна подати у виглядi тригономе-
тричного полiнома з певними коефiцiєнтами, залежними вiд f .

Отже, на додачу до спiввiдношень (2.2) та (2.3), можна записати:
для f ∈ Br

p,θ ∩ L0
p(πd) справедливi спiввiдношення (див. зауваження

2.1 в [5], а також [8])

|f |Br
p,θ

≍

( ∑
s∈Zd

+

2(s,r)θ∥As(f, ·)∥θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞ (2.4)

|f |Br
p,∞ ≍ sup

s∈Zd
+

2(s,r)∥As(f, ·)∥p . (2.5)

Зауважимо, спiввiдношення (2.4) та (2.5) справджуються також i
при 1 < p <∞.

Оскiльки у результатах фiгурують вiдомi функцiональнi простори
W r
p,α та класи Wr

p,α, то нагадаємо також i їхнє визначення. Нехай
Fr(x,α), r = (r1, . . . , rd) — багатовимiрнi аналоги ядер Бернуллi,
тобто

Fr(x,α) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

k
−rj
j cos(kjxj −

αjπ

2
), rj > 0, αj ∈ R.

Позначимо через W r
p,α лiнiйний простiр функцiй f , якi можна

подати у виглядi

f(x) = φ(·) ∗ Fr(·,α) = (2π)−d
∫
πd

φ(y)Fr(x− y,α)dy, x ∈ Rd, (2.6)
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де φ ∈ Lp(πd). Для f ∈ W r
p,α покладемо ∥f∥W r

p,α
:= ∥φ∥p. Якщо

функцiя φ ∈ Lp(πd) в (2.6) така, що ∥φ∥p ≤ 1, то вiдповiдний клас у
просторi W r

p,α позначимо Wr
p,α.

Детальну iнформацiю щодо просторiв Br
p,θ, 1 ≤ θ < ∞, Hr

p i
W r
p,α, а також про iсторiю їхнiх дослiджень з точки зору апроксимацiї

можна почерпнути з монографiй [9–12] i роботи [5]. Нагадаємо лише,
що для цих просторiв справедливi такi вкладення:

Br
p,p ↪→W r

p,α ↪→ Br
p,2, 1 < p ≤ 2;

Br
p,2 ↪→W r

p,α ↪→ Br
p,p, 2 ≤ p <∞; (2.7)

W r
p,α ↪→ Br

p,∞ ≡ Hr
p , 1 ≤ p ≤ ∞.

Надалi вважаємо, що координати вектора r = (r1, . . . , rd) впо-
рядкованi так, що 0 < r1 = r2 = . . . = rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rd,
а γ = (γ1, . . . , γd) — вектор з координатами γj =

rj
r1
, j = 1, d i

γ ′ = (γ′1, . . . , γ
′
d), де γ′j = γj , при j = 1, ν i 1 < γ′j < γj при

j = ν + 1, d. Також зазначимо, через Br
p,θ позначається одинична

куля у просторi Br
p,θ, а точнiше,

Br
p,θ := {f ∈ L0

p(πd) : ∥f∥Br
p,θ

≤ 1}.

Замiсть Lp(πd) i L0
p(πd) в подальшому iнодi використовуються спро-

щенi позначення Lp i L0
p вiдповiдно.

Тепер визначимо норму ∥ · ∥Bp,1 у пiдпросторах Bp,1, p ∈ {1,∞},
функцiй f ∈ Lp. Така норма схожа на декомпозицiйну норму фун-
кцiй iз просторiв Бєсова Br

p,θ. Для тригонометричних полiномiв t

за кратною тригонометричною системою {ei(k,x)}k∈Zd норма ∥t∥Bp,1 ,
p ∈ {1,∞}, визначається формулою

∥t∥Bp,1 :=
∑
s∈Zd

+

∥As(t, ·)∥p

(тут, очевидно, сума складається iз скiнченного числа доданкiв). Ана-
логiчно визначається норма ∥f∥Bp,1 , p ∈ {1,∞} для будь-якої функцiї
f ∈ Lp такої, що збiгається ряд

∑
s∈Zd

+

∥As(f, ·)∥p.

Отже, простори Bp,1, p ∈ {1,∞}, фактично можна “вписати” в
шкалу просторiв Br

p,θ, 1 ≤ θ < ∞, якщо з огляду на спiввiдношення
(2.4) вважати, що r = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rd+.

Зазначимо, що для f ∈ Bp,1, p ∈ {1,∞}, очевидно,

∥f∥p ≪ ∥f∥Bp,1 . (2.8)
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Означимо апроксимацiйнi величини, якi є основними у наших до-
слiдженнях.

Нехай {ui}Mi=1 — ортонормована у просторi L2(πd) система фун-
кцiй ui ∈ L∞(πd). Кожнiй функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо

у вiдповiднiсть апроксимацiйний агрегат вигляду
M∑
i=1

(f, ui)ui(·), тобто

ортогональну проекцiю функцiї f на пiдпростiр, породжений систе-
мою функцiй {ui}Mi=1. Тут, i далi, (f, ui) := (2π)−d

∫
πd

f(x)ui(x)dx.

Для F ⊂ Lq(πd) величина

d⊥M (F ;Lq) = inf
{ui}Mi=1⊂L∞(πd)

sup
f∈F

∥∥∥f −
M∑
i=1

(f, ui)ui

∥∥∥
q

(2.9)

називається ортопоперечником (Фур’є-поперечником) класу F у
просторi Lq(πd).

Поперечник d⊥M (F ;Lq) запроваджений В. М. Темляковим [13].
Поряд з поперечниками d⊥M (Brp,θ;Lq) дослiджуються величини

dBM (F ;Lq), F = B r
p,θ, введенi до розгляду також В. М. Темляковим [9].

Вони означаються такою формулою:

dBM (F ;Lq) := inf
G∈LM (B)q

sup
f∈F∩D(G)

∥f(·)−Gf(·)∥q. (2.10)

Тут через LM (B)q позначена множина лiнiйних операторiв G, що
пiдпорядкованi умовам:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi тригономе-
тричнi полiноми, а область значень належить пiдпростору ви-
мiрностi M в Lq(πd);

б) для числа B, B ≥ 1 i для будь-якого вектора k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd
∥Gei(k,·)∥2 ≤ B.

Зазначимо, що до LM (1)2 належать оператори ортогонального
проектування на пiдпростiр вимiрностi M в Lq(πd), а також опера-
тори, дiя яких на ортонормованiй системi функцiй визначається за
допомогою мультиплiкаторiв, заданих такою послiдовнiстю {λl}, що
|λl| ≤ 1 для всiх l.

Легко бачити, що величини d⊥M (F ;Lq) та dBM (F ;Lq) пов’язанi не-
рiвнiстю

dBM (F ;Lq) ≤ d⊥M (F ;Lq). (2.11)
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Величини (2.9) i (2.10) для рiзноманiтних функцiональних класiв
F як у просторах Лебега Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, так i в iнших фун-
кцiональних просторах, дослiджувалися у роботах [13–29]. З бiльш
детальною бiблiографiєю можна ознайомитися в монографiях [9–12].

Тепер сформулюємо декiлька вiдомих тверджень, якi згодом бу-
дуть використанi.

Теорема А. Нехай d ≥ 1, 1 ≤ p, θ ≤ ∞ i r1 >
1
p . Тодi справедлива

оцiнка

dBM (Br
p,θ, L∞) ≍M

−r1+ 1
p (logν−1M)

r1+1− 1
p
− 1

θ (2.12)

Зауважимо, що при 1 ≤ θ < ∞ спiввiдношення (2.12) доведено
в [24], а при θ = ∞, тобто для класiв Hr

p , — в [16].

Теорема Б [16]. Нехай d ≥ 1, 1 < p ≤ ∞ i r1 >
1
p Тодi має мiсце

оцiнка

dBM (Wr
p,α, L∞) ≍M

−r1+ 1
p (logν−1M)

r1+1− 2
p .

Для формулювання наступного твердження введемо додатковi озна-
чення i позначення.

Для n ∈ N та γ = (γ1, . . . , γd) ∈ Rα+, γ1 = 1 , γj ≤ γj+1, j = 1, d,
визначимо множину

Qγ
n :=

∪
(s,γ)≤n

ρ(s),

де, нагадаємо, ρ(s) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : [2sj−1] ≤ |kj | < 2sj , j =
1, d}, s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd+. Множина Qγ

n називається схiдчастим
гiперболiчним хрестом в Zd.

Далi, для функцiї f ∈ L1(πd) через SQγ
n
(f) позначимо її часткову

схiдчасто-гiперболiчну суму Фур’є

SQγ
n
(f)(x) :=

∑
k∈Qγ

n

f̂(k)ei(k,x) =
∑

(s,γ)≤n

δs(f,x), x ∈ Rd,

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Нехай X — нормований простiр з нормою ∥ ·∥X , X ↪→ L1(πd). Для
класу F ⊂ X покладемо

Eγ
n (F )X = EQγ

n
(F )X := sup

f∈F
∥f − SQγ

n
(f)∥X .
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При d = 1 замiсть Eγ
n (F )X вживаємо позначення En(F )X . Зауважимо,

що у такому випадку

SQγ
n
(f)(x) = Sn(f)(x) :=

2n−1∑
k=−2n+1

f̂(k)eikx, x ∈ R. (2.13)

Отже, поєднавши наслiдок 1 i теорему 6 з роботи [1], можна сфор-
мулювати таке твердження.

Теорема В. Нехай d ≥ 1, 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i r1 >
1
p . Тодi

справедлива оцiнка

Eγn(Br
p,θ)B∞,1 ≍ 2

−n(r1− 1
p
)
n(ν−1)(1− 1

θ
).

Сформулюємо ще одне твердження, яке часто використовується
у доведеннях результатiв. Нехай, як ранiше, s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd+, а
γ = (γ1, . . . , γd) та γ ′ = (γ′1, . . . , γ

′
d) такi, що γ′j = γj = 1, при j = 1, ν

i 1 < γ′j < γj при j = ν + 1, d.

Лема А [9, с. 11]. Має мiсце оцiнка∑
(s,γ′)≥l

2−α(s,γ) ≍ 2−αllν−1, α > 0.

3. Оцiнки апроксимацiйних характеристик

Справедливе твердження.

Теорема 3.1. Нехай d ≥ 1, 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi при r1 >
1
p

мають мiсце спiввiдношення

d⊥M (Br
p,θ, B∞,1) ≍ dBM (Br

p,θ, B∞,1) ≍M
−r1+ 1

p (logν−1M)
r1+1− 1

p
− 1

θ .
(3.1)

Доведення. Зважаючи на нерiвнiсть (2.11), для доведення спiввiдно-
шення (3.1) достатньо встановити оцiнку знизу для величини
dBM (Br

p,θ, B∞,1) i зверху для ортопоперечника d⊥M (Br
p,θ, B∞,1). Стосовно

оцiнки знизу величини dBM (Br
p,θ, B∞,1) зауважимо, що вона є наслiд-

ком теореми А, врахувавши, що ∥f∥∞ ≪ ∥f∥B∞,1 для f ∈ L∞.
Вiдповiдна оцiнка зверху ортопоперечника d⊥M (Br

p,θ, B∞,1) випли-
ває iз теореми В, бо якщо натуральнi числа M та n пов’язати спiв-
вiдношенням C12

nnν−1 ≤ M ≤ C22
nnν−1, де C1, C2 — додатнi дiйснi

числа (C1 ≤ C2), то для певних значень C1 i C2
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d⊥M (Br
p,θ, B∞,1) ≪ Eγn(Br

p,θ)B∞,1 ≍ 2
−n(r1− 1

p
)
n(ν−1)(1− 1

θ
) ≍

≍M
−r1+ 1

p (logν−1M)
r1+1− 1

p
− 1

θ .

Теорема 3.1 доведена.

Умовою теореми 3.1 не охопленi випадки p = 1 i p = ∞. При таких
значеннях p знайдено лише порядковi значення величин dBM (Br

p,θ, B∞,1).

Теорема 3.2. Нехай d ≥ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞ i r1 > 1. Тодi справедливе
спiввiдношення

dBM (Br
1,θ, B∞,1) ≍M−r1+1(logν−1M)r1−

1
θ . (3.2)

Доведення. Спочатку встановимо в (3.2) оцiнку зверху. З цiєю ме-
тою за заданим натуральним числом M пiдберемо число n ∈ N iз
спiввiдношення

C32
nnν−1 ≤M ≤ C42

nnν−1, (3.3)

де C3, C4 — будь-якi додатнi дiйснi числа (C3 ≤ C4), i для функцiї
f ∈ Br

1,θ в якостi агрегату наближення розглянемо полiном

tn(f)(x) = tn(f ;x) =
∑

(s,γ′)<n

As(f,x), x ∈ Rd.

де s ∈ Zd+. Зрозумiло, що для певних значень C3, C4 у спiввiдношеннi
(3.3), оператор G, який функцiї f ставить у вiдповiднiсть полiном
такого вигляду, належить до LM (1)2.

Отже, спочатку нехай θ ∈ [ 1,∞) . У вiдповiдностi до означення
норми у просторi B∞,1, покладаючи γ(d) := γ1 + . . . + γd, можна
записати

∥f − tn(f)∥B∞,1 =

∥∥∥∥∥ ∑
(s,γ′)≥n

As(f, ·)

∥∥∥∥∥
B∞,1

=
∑
s

∥∥∥∥∥As(·) ∗
∑

s′∈Nd: (s′,γ′)≥n

As′(f, ·)

∥∥∥∥∥
∞

≤
∑

(s,γ′)≥n−γ(d)

∥∥∥∥∥As(·) ∗
∑

∥s−s′∥∞≤1

As′(f, ·)

∥∥∥∥∥
∞

≤
∑

(s,γ′)≥n−γ(d)

∥As∥∞ ×

∥∥∥∥∥ ∑
∥s−s′∥∞≤1

As′(f, ·)

∥∥∥∥∥
1

=: J1. (3.4)
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Далi, використовуючи спiввiдношення

∥As∥p ≍ 2
(s,1)(1− 1

p
)
, 1 ≤ p ≤ ∞ (3.5)

(див., наприклад, [9], гл.2, §5), продовжимо оцiнку величини J1:

J1 ≪
∑

(s,γ′)≥n−γ(d)

2(s,1)
∑

∥s−s′∥∞≤1

∥As′(f, ·)∥1

≪
∑

(s,γ′)≥n−2γ(d)

2(s,1) ∥As(f, ·)∥1

=
∑

(s,γ′)≥n−2γ(d)

2−(s,γ)(r1−1) ∥As(f, ·)∥1 2(s,r) =: J2. (3.6)

Якщо θ > 1, то застосувавши до виразу J2 нерiвнiсть Гельдера
для числових послiдовностей, взявши до уваги лему А, маємо при
1
θ +

1
θ′ = 1

J2 ≤

( ∑
(s,γ′)≥n−2γ(d)

2(s,r)θ ∥As(f, ·)∥θ1

) 1
θ

×

( ∑
(s,γ′)≥n−2γ(d)

2−(s,γ)(r1−1)θ′

) 1
θ′

≪ ∥f∥Br
1,θ

( ∑
(s,γ′)≥n−2γ(d)

2−(s,γ)(r1−1)θ′

) 1
θ′

≤

( ∑
(s,γ′)≥n−2γ(d)

2−(s,γ)(r1−1)θ′

) 1
θ′

≍ 2−n(r1−1)n(ν−1)(1− 1
θ
), (3.7)

При θ = 1, застосувавши до J2 у вiдповiдностi до спiввiдношення
1
θ + 1

θ′ = 1 (тодi θ′ = ∞) звичну у такому випадку модифiкацiю
нерiвностi Гельдера, аналогiчним чином отримаємо

J2 ≪ 2−n(r1−1). (3.8)

У такий же спосiб, у випадку θ = ∞ для f ∈ Br
1,∞ маємо

∥f − tn(f)∥B∞,1 ≪
∑

(s,γ′)≥n−2γ(d)

2(s,1)∥As(f, ·)∥1

≪
∑

(s,γ′)≥n−2γ(d)

2−(s,γ′)(r1−1) ≍ 2−n(r1−1)nν−1. (3.9)
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Тепер, поєднавши (3.4), (3.6)-(3.9) зi спiввiдношенням (3.3), яке
пов’язує натуральнi числаM та n, приходимо до шуканої оцiнки звер-
ху в (3.2).

Оцiнка знизу в (3.2) випливає з теореми А при p = 1, якщо взяти
до уваги нерiвнiсть (2.8).

Теорема 3.2 доведена.

Вносячи очевиднi корективи у доведення теореми 3.2, приходи-
мо до аналогiчного їй твердження у випадку функцiй однiєї змiнної,
тобто при d = 1.

Теорема 3.2 ′. Нехай d = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞ i r1 > 1. Тодi справедливе
спiввiдношення

dBM (Br11,θ, B∞,1) ≍M−r1+1.

Наступне твердження стосується порядкових значень величин
dBM (Br

∞,θ, B∞,1).

Теорема 3.3. Нехай d ≥ 1, 1 ≤ θ ≤ ∞ i r1 > 1. Тодi справедливе
спiввiдношення

dBM (Br
∞,θ, B∞,1) ≍M−r1(logν−1M)r1+1− 1

θ . (3.10)

Доведення. Дiємо за схемою доведення теорем 3.2 та 3.2 ′. Оцiнка
зверху є результатом наближення функцiй f ∈ Br

∞,θ за допомогою
тригонометричних полiномiв вигляду

tn(f)(x) = tn(f ;x) =
∑

(s,γ′)<n

As(f,x), x ∈ Rd

(належним чином модифiкованими вiдповiдно до випадку d = 1), де
число n ∈ N пов’язане iз заданим натуральним числом M спiввiд-
ношенням C52

nnν−1 ≤ M ≤ C62
nnν−1, де C5, C6 — вiльнi у виборi

додатнi дiйснi числа (C5 ≤ C6).
Якщо f ∈ Br

∞,θ, то, як показано в [3],

∥f − tn(f)∥B∞,1 ≪ 2−nr1n(ν−1)(1− 1
θ
),

внаслiдок чого

dBM (Br
∞,θ, B∞,1) ≪M−r1(logν−1M)r1+1− 1

θ .

Вiдповiдна оцiнка знизу в (3.10) є наслiдком теореми А.
Теорема 3.3 доведена.
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Тепер розглянемо класи Wr
p,α.

Теорема 3.4. Нехай d ≥ 2, 2 ≤ p < ∞, α ∈ Rd. Тодi при r1 >
1
p

справджується спiввiдношення

d⊥M (Wr
p,α, B∞,1) ≍ dBM (Wr

p,α, B∞,1) ≍M
−r1+ 1

p (logν−1M)
r1+1− 2

p .

Доведення. Оцiнка зверху для обох величин, беручи до уваги вкла-
дення W r

p,α ↪→ Br
p,p, 2 ≤ p < ∞, випливає iз теореми 3.1 при θ = p,

а оцiнка знизу для величини dBM (Wr
p,α, B∞,1) (а, зважаючи на спiв-

вiдношення (2.11), також для d⊥M (Wr
p,α, B∞,1)) є наслiдком теореми

Б.
Теорема 3.4 доведена.

У випадку функцiй однiєї змiнної порядковi значення величин
d⊥M (Wr1

p,α, B∞,1) i dBM (Wr1
p,α, B∞,1) знайдено вже при 1 < p < ∞.

Теорема 3.4 ′. Нехай d = 1, 1 < p < ∞, α ∈ R. Тодi при r1 >
1
p

справедливi оцiнки

d⊥M (Wr1
p,α, B∞,1) ≍ dBM (Wr1

p,α, B∞,1) ≍M
−r1+ 1

p .

Доведення. Зважаючи на спiввiдношення (2.11), достатньо встанови-
ти необхiдну оцiнку зверху для ортопоперечника d⊥M (Wr1

p,α, B∞,1) i
таку ж оцiнку знизу для величини dBM (Wr1

p,α, B∞,1).
Оцiнка зверху для d⊥M (W r1

p,α, B∞,1) випливає iз спiввiдношення

En(Wr1
p,α)B∞,1 := sup

f∈Wr1
p,α

∥f − Sn(f)∥B∞,1

= sup
f∈Wr1

p,α

∥∥∥f(·)− n∑
s=1

δs(f, ·)
∥∥∥
B∞,1

≍ 2
−n(r1− 1

p
)
. (3.11)

(див. теорему В при d = 1), бо якщо натуральнi числа M i n пов’язати
спiввiдношенням 2n ≤M ≤ 2n+1, то

d⊥M (Wr1
p,α, B∞,1) ≪ En(Wr1

p,α)B∞,1 ≍ 2
−n(r1− 1

p
) ≍M

−r1+ 1
p .

Оцiнка знизу для величини dBM (Wr1
p,α, B∞,1) випливає з теореми Б.

Теорема 3.4 ′ доведена.

Наступна теорема — твердження щодо порядкових значень вели-
чин dBM (Wr

∞,α, B∞,1).
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Теорема 3.5. Нехай d ≥ 1. Тодi при r1 > 0 справедливе спiввiдноше-
ння

dBM (Wr
∞,α, B∞,1) ≍M−r1(logν−1M)r1+1. (3.12)

Доведення. Оскiльки W r
∞,α ↪→ Hr

∞, то оцiнка зверху випливає з тео-
реми 3.1 при θ = ∞. Оцiнка знизу в (3.12) — наслiдок теореми Б.

Теорема 3.5 доведена.

Надамо коментар щодо теорем 3.3 i 3.5. Так, зiставивши теорему
3.3 з оцiнками колмогоровського dM (Br

∞,θ, B∞,1) i лiнiйного
λM (Br

∞,θ, B∞,1) поперечникiв, якi встановленi в [3], приходимо до та-
кого висновку: якщо d ≥ 1, то при 1 ≤ θ ≤ ∞ справджуються
спiввiдношення

dBM (Br
∞,θ, B∞,1) ≍ dM (Br

∞,θ, B∞,1) ≍ λM (Br
∞,θ, B∞,1),

зокрема, при θ = ∞

dBM (Hr
∞, B∞,1) ≍ dM (Hr

∞, B∞,1) ≍ λM (Hr
∞, B∞,1).

Стосовно класiв Wr
∞,α висновки дещо iншi. Так, в [3] доведенi такi

твердження.

Теорема Г. Нехай d = 1, α ∈ R. Тодi при r1 > 0

dM (Wr1
∞,α, B∞,1) ≍M−r1 . (3.13)

Теорема Д. Нехай d = 2, r = (r1, r1), r1 >
1
2 i α ∈ R2. Тодi

dM (Wr
∞,α, B∞,1) ≍M−r1(logM)r1+

1
2 . (3.14)

Зiставивши теорему 3.5 вiдповiдно з теоремами Г i Д бачимо, що у
одновимiрному випадку, тобто при d = 1, величини dM (Wr1

∞,α, B∞,1)

i dBM (Wr1
∞,α, B∞,1) одного порядку, а у випадку d = 2 за умов теореми

Д значення цих величин рiзнi за порядком. Окрiм того, зауважимо
таке: з теорем 3.3 i 3.5 випливає, що при d ≥ 1 справедливе спiввiд-
ношення

dBM (Wr
∞,α, B∞,1) ≍ dBM (Hr

∞, B∞,1).

Зауваження 3.1. Питання щодо порядкових значень колмогоров-
ського поперечника dM (Wr

∞,α, B∞,1) при d > 2 залишається вiдкри-
тим.
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4. Норми лiнiйних операторiв, що реалiзують поряд-
ковi значення найкращого наближення класiв Br

∞,θ

множинами тригонометричних полiномiв

При d ≥ 2 та n ∈ N розглянемо множину Qn ⊂ Zd

Qn :=
∪

(s,1)≤n

ρ(s), (s, 1) := s1 + . . .+ sd,

де s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd+, i через T (Qn) позначимо множину триго-
нометричних полiномiв з “номерами” гармонiк з Qn, тобто

T (Qn) = {t : t(x) =
∑
k∈Qn

ck e
i(k,x), ck ∈ C, x ∈ Rd}.

Визначимо величину EQn(Br
∞,θ)B∞,1 найкращого наближення фун-

кцiй з класу Br
∞,θ у просторi B∞,1 за допомогою елементiв множини

T (Qn):
EQn(Br

∞,θ)B∞,1 := sup
f∈Br

∞,θ

inf
t∈T (Qn)

∥f − t∥B∞,1

У роботi [3] доведено, зокрема, таке твердження.

Теорема Е. Нехай d ≥ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd, r1 > 0.
Тодi справедлива оцiнка

EQn(Br
∞,θ)B∞,1 ≍ 2−nr1n(d−1)(1− 1

θ
). (4.1)

Зазначимо, що оцiнка (4.1) досягається за наближення агрегатом,
сформованим на базi лiнiйного методу наближення, який у даному
випадку визначається послiдовнiстю лiнiйних операторiв {VQn}∞n=1,
кожний з яких функцiї f ∈ L1(πd) ставить у вiдповiднiсть тригоно-
метричний полiном VQn(f, ·) вигляду

VQnf(x) = VQn(f,x) =
∑

(s,1)≤n

As(f,x) = (f ∗ VQn)(x), x ∈ Rd,

де VQn(x) =
∑

(s,1)≤n
As(x).

Послiдовнiсть операторiв {VQn}∞n=1 має одну особливiсть: при
кожному n ∈ N норма оператора VQn , як оператора, що дiє з L∞ в
L∞ дорiвнює ∥VQn∥1 i, як вiдомо (див. [9], наслiдок з теореми 1.2.1),
∥VQn∥1 ≫ nd−1. Iншими словами, при d ≥ 2 послiдовнiсть норм
∥VQn∥∞→∞, n ∈ N лiнiйних операторiв {VQn}∞n=1, за допомогою яких
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реалiзуються порядковi значення величин EQn(Br
∞,θ)B∞,1 — необме-

жена.
Зважаючи на таку обставину, логiчною є задача про вiдшукання

послiдовностi лiнiйних операторiв LQn : L∞ → T (Qn), якi, з одного
боку, були б у певному розумiннi оптимальними стосовно задачi про
наближення класiв Br

∞,θ у просторi B∞,1, а з iншого — задовольняли
б умову ∥LQn∥∞→∞ <∞ для будь-якого n ∈ N. Вiдповiдь на питання
щодо iснування такої послiдовностi знайдемо у двох наступних твер-
дженнях. Перше з них стосується багатовимiрного випадку (d ≥ 2),
а друге — випадку d = 1.

У подальшому, якщо оператор A : L∞ → L∞, то для норми
∥A∥∞→∞ вживаємо скорочене позначення ∥A∥.

Теорема 4.1. Нехай d ≥ 2 i {LQn}∞n=1 — послiдовнiсть обмежених
лiнiйних операторiв LQn : L∞ → L∞, кожний з яких функцiї f ∈
L0
∞(πd) ставить у вiдповiднiсть такий тригонометричний полiном

LQnf ∈ T (Qn), що для функцiї f ∈ Br
∞,θ, де r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd+,

r1 > 0, 1 ≤ θ ≤ ∞, має мiсце нерiвнiсть

∥f − LQnf∥B∞,1 ≪ EQn(Br
∞,θ)B∞,1 .

Тодi для будь-якого ε > 0 справджується оцiнка

∥LQn∥ ≫ n(d−1)(1−ε).

Доведення. Нехай f ∈ L0
∞(πd) i Iτ — оператор зсуву аргументiв

функцiї f на вектор τ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd, тобто Iτf(x) = f(x + τ ).
Услiд за Марцинкевичем, розглянемо лiнiйний обмежений оператор
TQn , який дiє на функцiю f згiдно з формулою

TQnf(x) = (2π)−d
∫
πd

(I−τ LQn Iτ f)(x)dτ , x ∈ Rd.

Беручи до уваги властивiсть iнварiантностi норми у просторах
Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, вiдносно зсуву аргументiв їхнiх елементiв, можна
стверджувати, що

∥TQn∥ ≤ ∥ LQn∥. (4.2)

Окрiм того, легко переконатися, якщо ek(x) := ei(k,x), k ∈ Zd, x ∈ Rd,
то

TQnek(x) =

{
Cn,k ek(x), k ∈ Qn,
0, k ̸∈ Qn,

де Cn,k — деякi комплекснi числа (див. [30]). А отже оператор TQn

дiє на функцiю f , як оператор згортки, тобто

TQnf(x) = (f ∗ TQn)(x), x ∈ Rd. (4.3)
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де TQn(x) =
∑

k∈Qn

Cn,k ek(x), x ∈ Rd.

Нехай f ∈ Br
∞,θ, де r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd+, r1 > 0. Тодi Iτf ∈ Br

∞,θ,
i згiдно з умовою теореми

∥Iτf − LQn(Iτf)∥B∞,1 ≪ EQn(Br
∞,θ)B∞,1 . (4.4)

Далi, якщо I позначає одиничний оператор, що дiє з L∞ в L∞, то
спираючись на (4.4), можна записати

∥f − TQnf∥B∞,1 = (2π)−d

∥∥∥∥∥
∫
πd

(I−τ (I− LQn))(Iτf)dτ

∥∥∥∥∥
B∞,1

≤ (2π)−d
∫
πd

∥I−τ (Iτf − LQn(Iτf))∥B∞,1dτ

= (2π)−d
∫
πd

∥Iτf − LQn(Iτf)∥B∞,1dτ ≪ EQn(Br
∞,θ)B∞,1 . (4.5)

Спiввiдношення (4.2) i (4.5) дають пiдстави стверджувати, що для до-
ведення теореми 4.1, досить обмежитись розглядом операторiв LQn ,
n ∈ N типу операторiв згортки TQn , n ∈ N, якi визначенi формулою
(4.3).

Отже, нехай f ∈ Br
∞,θ i

LQnf(x) = (2π)−d
∫
πd

f(x− y)LQn(y)dy, x ∈ Rd,

де LQn(y) :=
∑

k∈Qn

Cn,ke
i(k,y), y ∈ Rd. Зазначимо, що у такому ви-

падку, — ∥LQn∥ = ∥LQn∥1.
Подальшi мiркування потребують використання такого допомi-

жного твердження.

Лема 4.1. Iснує δ > 0, що для всiх n ∈ N виконується нерiвнiсть∑
k∈Qn

|Cn,k| ≥ δ|Qn|. (4.6)

Доведення. Доведення ведемо методом вiд супротивного. Отже при-
пустимо, що для будь-якого δ > 0 знайдеться таке n ∈ N, що∑

k∈Qn

|Cn,k| < δ|Qn|.
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Позначимо через S множину векторiв s = (s1, . . . , sd), (s, 1) ≤ n
ρ(s) ∈ Qn, таких, що для деякого вектора ks = (ks1, . . . , k

s
d) ∈ ρ(s) має

мiсце нерiвнiсть |Cn,ks | ≤ 1
2 . Тодi, як показано в [30], для |S| — числа

елементiв множини S, справедлива оцiнка

|S| ≫ nd−1 log2
1

δ
. (4.7)

Тепер розглянемо функцiю

f1(x) = C7 |S|−
1
θ

∑
s∈S

(
d∏
j=1

ksj

)−r1

ei(k
s,x), C7 > 0, (4.8)

i покажемо, що за певного значення сталої C7 ця функцiя належить
класу Br

∞,θ, де r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd, r1 > 0.
Справдi, оскiльки функцiя

g(x) =
∑
s∈S

(
d∏
j=1

ksj

)−r1

ei(k
s,x)

належить класу Hr
∞, r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd, r1 > 0 (див. [9, гл. 2, § 5,

лема 5.1]), то
∥As(g)∥∞ ≪ 2−r1(s,1), s ∈ S.

Спираючись на таку оцiнку, можна записати

∥f1∥Br
∞,θ

≍ |S|−
1
θ

(∑
s∈S

2(s,r)θ ∥As(g)∥θ∞

) 1
θ

≪ |S|−
1
θ

(∑
s∈S

1

) 1
θ

≪ 1. (4.9)

Спiввiдношенням (4.9) утверджується належнiсть функцiї f1 з де-
якою сталою C7 > 0 до класу Br

∞,θ.
Далi, згiдно з умовою теореми 4.1 для функцiї f1 справджується

спiввiдношення

∥f1 − LQnf1∥B∞,1 ≪ EQn(Br
∞,θ)B∞,1 . (4.10)

У свою чергу, в [3] показано, що

EQn(Br
∞,θ)B∞,1 ≍ 2−nr1n(d−1)(1− 1

θ
). (4.11)
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Тому, поєднавши (4.10) i (4.11), отримаємо при 1 ≤ θ ≤ ∞

∥f1 − LQnf1∥B∞,1 ≪ 2−nr1n(d−1)(1− 1
θ
). (4.12)

Тепер встановимо оцiнку знизу виразу у лiвiй частинi (4.12). Ма-
ємо

∥f1 − LQnf1∥B∞,1 ≥ ∥f1 − LQnf1∥∞ ≥ |f1(0)− LQnf1(0)|

= C7

∑
s∈S

(1− Cn,ks)
( d∏
j=1

ksj

)−r1
|S|−

1
θ ≫

∑
s∈S

( d∏
j=1

ksj

)−r1
|S|−

1
θ

≫ 2−nr1 |S| |S|−
1
θ = 2−nr1 |S|1−

1
θ . (4.13)

З (4.12) i (4.13) випливає спiввiдношення

2−nr1 |S|1−
1
θ ≪ 2−nr1n(d−1)(1− 1

θ
),

наслiдком якого є нерiвнiсть

|S| ≪ nd−1. (4.14)

Спiвставивши (4.7) i (4.14), маємо

nd−1 log2
1

δ
≪ nd−1,

звiдки
log2

1

δ
≤ C, (4.15)

де C > 0 — деяка абсолютна стала. Легко бачити, що для певних
δ > 0, нерiвнiсть (4.15) є хибною.

Лема 4.1 доведена.

Продовжимо доведення теореми 4.1, i на його завершальному ета-
пi використаємо таке вiдоме твердження.

Лема Б. [31]. Для будь-яких n ∈ N i η > 0 знайдеться така стала
C(η) > 0, що для довiльного полiнома t ∈ T (Qn) справджується
нерiвнiсть ∑

k∈Qn

|t̂(k)| ≤ C(η)nη 2n∥t∥1. (4.16)

Отже, якщо додатне число δ задовольняє умову леми 4.1, то по-
клавши в теоремi 4.1 η = δ, та записавши (4.16) у виглядi

∥t∥1 ≥ C(δ)n−δ 2−n
∑
k∈Qn

|t̂(k)|,
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на пiдставi леми 4.1, маємо

∥LQn∥ = ∥LQn∥1 ≫ n−δ 2−n |Qn| ≍ n(d−1)(1− δ
d−1

). (4.17)

Нарештi, з (4.17), поклавши ε = δ
d−1 , отримаємо оцiнку знизу для

∥LQn∥, про яку стверджується у теоремi 4.1.
Теорема 4.1 доведена.

В описовiй формi теорема 4.1 допускає таке трактування: при
d ≥ 2 послiдовнiсть норм ∥LQn∥∞→∞, n ∈ N лiнiйних операторiв
{LQn}∞n=1, за допомогою яких реалiзуються порядковi значення ве-
личин EQn(Br

∞,θ)B∞,1 — найкращих наближень класiв Br
∞,θ за допо-

могою множини тригонометричних полiномiв T (Qn) у просторi B∞,1

— необмежена.
Чи має мiсце подiбний висновок у випадку функцiй однiєї змiнної,

тобто при d = 1? Вiдповiдь на це питання грунтується на доведенiй
нижче теоремi 4.2.

Отже, нехай n ∈ N i T (2n) — множина тригонометричних полi-
номiв вигляду

T (2n) := {t : t(x) =
2n−1∑

k=−2n+1

cke
ikx ck ∈ C, x ∈ R}.

Покладемо

En(Br1∞,θ)B∞,1 := sup
f∈Br1

∞,θ

inf
t∈T (2n)

∥f − t∥B∞,1

— величина найкращого наближення класу Br1∞,θ множиною T (2n) у
просторi B∞,1.

Теорема 4.2. Нехай d = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞ i r1 > 0. Тодi справедлива
оцiнка

En(Br1∞,θ)B∞,1 ≍ 2−nr1 . (4.18)

Доведення. Спочатку доведемо оцiнку зверху. Зазначимо, що зважа-
ючи на вкладення Br1

∞,θ ↪→ Hr1
∞, 1 ≤ θ < ∞, ї ї достатньо встановити

при θ = ∞, тобто для класiв Hr1
∞.

Отже, нехай f ∈ Hr1
∞. Розглянемо наближення функцiї f за допо-

могою тригонометричних полiномiв τn(f) вигляду

τn(f)(x) = τn(f, x) =
n∑
s=1

As(f, x), x ∈ R.
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Маємо

∥f − τn(f)∥B∞,1 =

∥∥∥∥∥∑
s>n

As(f, ·)

∥∥∥∥∥
B∞,1

=
∑
s∈N

∥∥∥∥∥As(·) ∗ ∑
s′>n

As′(f, ·)

∥∥∥∥∥
∞

≤
∑
s≥n

∥∥∥∥∥As(·) ∗
s+1∑

s′=s−1

As′(f, ·)

∥∥∥∥∥
∞

≤
∑
s≥n

∥As∥1

∥∥∥∥∥
s+1∑

s′=s−1

As′(f, ·)

∥∥∥∥∥
∞

=: J3. (4.19)

У подальшiй оцiнцi величини J3 використаємо спiввiдношення
(3.5), а також вiдому нерiвнiсть

∥As(f, ·)∥∞ ≪ 2−sr1 , f ∈ Hr1
∞.

Тодi

J3 ≤
∑
s≥n

∥As∥1
s+1∑

s′=s−1

∥As′(f, ·)∥∞ ≪
∑
s≥n−1

2−sr1 ≪ 2−nr1 . (4.20)

Поєднавши (4.19) i (4.20), приходимо до оцiнки зверху в теоремi 4.2.
Щодо оцiнки знизу в (4.18) досить лише зауважити, що вона є

наслiдком спiввiдношення (див., наприклад, [11, теорема 1.6.6])

En(Br1∞,θ)∞ ≍ 2−nr1 ,

де En(Br1∞,θ)∞ := sup
f∈Br1

∞,θ

inf
t∈T (2n)

∥f − t∥∞.

Теорема 4.2 доведена.

Стосовно теореми 4.2 зазначимо таке: порядковi значення вели-
чин En(Br1∞,θ)B∞,1 досягаються, як видно з доведення цiєї теореми,

за наближення функцiй f ∈ Br1∞,θ полiномами τn(f, x) =
n∑
s=1

As(f, x),

x ∈ R. Такi полiноми породжуються операторами An, якi дiють за
формулою Anf(x) = τn(f, x), x ∈ R, причому послiдовнiсть норм
{∥An∥}∞n=1 операторiв An — обмежена. Справдi, для будь-якого n ∈ N

∥An∥ = ∥
n∑
s=1

As∥1 ≤ 2∥V2n(·)− V20(·)∥1 ≤ 2(∥V2n∥1 + ∥V20∥1) ≤ C,

де C — деяка додатна стала, що не залежить вiд n.
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