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Про негомеоморфнi вiдображення з оберненою 
нерiвнiстю Полецького
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Олександр П. Довгопятий

(Представлена В. Я. Гутлянським)

Анотацiя. Дослiджена локальна i межова поведiнка вiдображень
з розгалуженням, якi задовольняють обернену нерiвнiсть типу По-
лецького. Доведено, що вiдображення такого типу є логарифмiчно
гельдеровими за умови, що функцiяQ, яка вiдповiдає за спотворення
модуля сiмей кривих, є iнтегровною. Отримане неперервне продов-
ження вказаних вiдображень на межу. Крiм того, дослiдженi умови,
за яких сiм’ї вказаних вiдображень є одностайно неперервними все-
рединi i на межi областi.
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Ключовi слова та фрази. Вiдображення з обмеженим i скiнчен-
ним спотворенням, локальна i межова поведiнка вiдображень, нерiв-
нiсть Полецького.

1. Вступ

Дану роботу присвячено вивченню вiдображень з обмеженим i
скiнченним спотворенням, якi активно вивчаються останнiм часом
(див., напр., [1–18]).

Добре вiдомо, що вiдображення з обмеженим спотворенням (ква-
зiрегулярнi вiдображення) задовольняють в своїй областi визначення
вiдношення виду

M(Γ) 6 N(f,A) ·K ·M(f(Γ)) , (1.1)

де M – модуль сiм’ї кривих Γ в областi D,

N(y, f, A) = card {x ∈ A : f(x) = y} , N(f,A) = sup
y∈Rn

N(y, f, A) ,
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A – довiльна борелiвська множина в D, а K > 1 – деяка стала, яка
може бути обчислена як

K = ess supKO(x, f) ,

де KO(x, f) = ∥f ′(x)∥n/J(x, f) при J(x, f) ̸= 0; KO(x, f) = 1 при
f ′(x) = 0, i KO(x, f) = ∞ при f ′(x) ̸= 0, але J(x, f) = 0 (див., напр.,
[8, теорема 3.2] або [14, теорема 6.7.II]). Дещо аналогiчне виконується
i для вiдображень, зовнiшня дилатацiя яких може бути необмежена.
Наприклад, для так званих вiдображень зi скiнченим спотворенням
довжини встановленнi оцiнки виду

M(Γ) ≤
∫

f(E)

KI

(
y, f −1, E

)
· ρn∗ (y) dm(y) , (1.2)

де E – довiльна вимiрна пiдмножина областi D, Γ – довiльна сiм’я
кривих в E i ρ∗(y) ∈ adm f(Γ) (див., напр., [11, теорема 8.5]). В данiй
роботi основним об’єктом вивчення є вiдображення, якi задовольня-
ють деяку бiльш загальну нерiвнiсть у порiвняннi з (1.2). Звернемося
до означень. Нехай y0 ∈ Rn, 0 < r1 < r2 <∞ i

A = A(y0, r1, r2) = {y ∈ Rn : r1 < |y − y0| < r2} . (1.3)

Для заданих множин E, F ⊂ Rn i областi D ⊂ Rn позначимо че-
рез Γ(E,F,D) сiм’ю всiх кривих γ : [a, b] → Rn таких, що γ(a) ∈
E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ D при t ∈ [a, b]. Якщо f : D → Rn – задане
вiдображення, y0 ∈ f(D) i 0 < r1 < r2 < d0 = sup

y∈f(D)
|y − y0|, то через

Γf (y0, r1, r2) ми позначимо сiм’ю всiх кривих γ в областi D таких,
що f(γ) ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)). Нехай Q : Rn → [0,∞]
– вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що f задовольняє
обернену нерiвнiсть Полецького в точцi y0 ∈ f(D), якщо спiввiдно-
шення

M(Γf (y0, r1, r2)) 6
∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Q(y) · ηn(|y − y0|) dm(y) (1.4)

виконується для довiльної вимiрної за Лебегом функцiї η : (r1, r2) →
[0,∞] такiй, що

r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (1.5)

З приводу порiвняння (1.4) з класичною нерiвнiстю Полецького вка-
жемо на [12, теорема 1]. Зауважимо, що першим автором встановленi
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вiдкритiсть i дискретнiсть вiдображень виду (1.4) за певних умов на
функцiю Q, див., напр., [19]. У бiльш загальному випадку виконання
цих властивостей не гарантоване. Зауважимо також, що одностайна
неперервнiсть гомеоморфiзмiв з умовою (1.4) при дещо менш загаль-
них обмеженнях на областi i вiдповiднi вiдображення детально ви-
вчена в [20]. Дана робота переважно вiдноситься до вiдображень з
розгалуженням.

Сформулюємо тепер основнi результати даної статтi. Для цього
нагадаємо ще декiлька означень. Вiдображення f : D → Rn назива-
ється дискретним, якщо прообраз {f−1 (y)} кожної точки y ∈ Rn
складається з iзольованих точок, i вiдкритим, якщо образ будь-якої
вiдкритої множини U ⊂ D є вiдкритою множиною в Rn. Вiдображе-
ння f областi D на D ′ називається замкненим, якщо f(E) є замкне-
ним в D ′ для будь-якої замкненої множини E ⊂ D (див., напр., [16,
розд. 3]). У подальшому, в розширеному просторi Rn = Rn ∪ {∞} ви-
користовується сферична (хордальна) метрика h(x, y) = |π(x)−π(y)|,
де π – стереографiчна проекцiя Rn на сферу Sn(12en+1,

1
2) в Rn+1, а

саме,

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
,

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√
1 + |y|2

, x ̸= ∞ ̸= y (1.6)

(див., напр., [15, означення 12.1]). У подальшому, для множин A,B ⊂
Rn покладемо

h(A,B) = inf
x∈A,y∈B

h(x, y) , h(A) = sup
x,y∈A

h(x, y) ,

де h – хордальная вiдстань, визначена в (1.6). Крiм того, для множин
A,B ⊂ Rn покладемо

dist (A,B) = inf
x∈A,y∈B

|x− y| , diam(A) = sup
x,y∈A

|x− y| .

Для областi D ⊂ Rn, n > 2, i вимiрної за Лебегом функцiї Q :
Rn → [0,∞] визначимо через FQ(D) сiм’ю всiх вiдкритих дискретних
вiдображень f : D → Rn таких, що спiввiдношення (1.4) виконується
для кожної точки y0 ∈ f(D). Виконується наступна теорема.

Теорема 1.1. Нехай Q ∈ L1(Rn). Тодi знайдеться стала Cn > 0, яка
залежить тiльки вiд розмiрностi простору n, така що для будь-
якого x0 ∈ D i будь-якого r0 > 0 такого, що 0 < 2r0 < dist (x0, ∂D),
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виконується нерiвнiсть

|f(x)− f(x0)| 6
Cn · (∥Q∥1)1/n

log1/n
(
1 + r0

|x−x0|

) (1.7)

∀ x ∈ B(x0, r0) , ∀ f ∈ FQ(D) ,

де ∥Q∥1 – норма функцiї Q в L1(Rn). Зокрема, сiм’я FQ(D) є одно-
стайно неперервною в D.

Зауваження 1.1. Стосовно оцiнок типу Гельдера щодо квазiкон-
формних вiдображень i вiдображень з обмеженим спотворенням див.,
напр., [7, теорема 3.2.II], [9, теорема 3.2], [13, наслiдок 1.II.1] i [15, те-
орема 18.1, зауваження 18.4]. Для вiдображень з обмеженим iнтегра-
лом Дiрiхле див., напр., [21, теореми 1.1.V i 2.1.V].

Окремим випадком теореми 1.1 є ситуацiя, коли f є гомеоморфi-
змом у D. Позначимо в цьому випадку g := f −1 i зауважимо, що

g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))) = Γf (y0, r1, r2) . (1.8)

Справдi, якщо γ ∈ g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))), то γ : [a, b] → Rn,
де γ = g ◦ α, α : [a, b] → Rn i α(a) ∈ S(y0, r1), α(b) ∈ S(y0, r2)
i α(t) ∈ f(D) при a 6 t 6 b. Тодi γ(t) ∈ D при a 6 t 6 b i
f(γ) = α ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D)), тобто, γ ∈ Γf (y0, r1, r2). От-
же, g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))) ⊂ Γf (y0, r1, r2). Обернене включен-
ня доводиться аналогiчно. З теореми 1.1, з урахуванням спiввiдноше-
ння (1.8), випливає наступне твердження.

Наслiдок 1.1. Нехай Q ∈ L1(Rn) i нехай f : D → Rn – гомеоморфiзм
такий, що для кожного x0 ∈ D i всiх 0 < r1 < r2 < d0 = sup

x∈D
|x− x0|

спiввiдношення

M(f(Γ(S(x0, r1), S(x0, r2), D))) 6
∫

A(x0,r1,r2)∩D

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x)

виконується для довiльної вимiрної за Лебегом функцiї η : (r1, r2) →
[0,∞] з умовою (1.5).

Покладемо g = f −1. Тодi знайдеться стала Cn > 0, яка зале-
жить тiльки вiд розмiрностi простору n, така що для будь-якого
y0 ∈ f(D) i будь-якого 0 < 2r0 < dist (y0, ∂f(D)) виконується нерiв-
нiсть

|g(y)− g(y0)| 6
Cn · (∥Q∥1)1/n

log1/n
(
1 + r0

|y−y0|

) ∀ y ∈ B(y0, r0) ,

де ∥Q∥1 – норма функцiї Q в L1(Rn).
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Нагадаємо, що область D ⊂ Rn називається локально зв’язною в
точцi x0 ∈ ∂D, якщо для будь-якого околу U точки x0 знайдеться
окiл V ⊂ U точки x0 такий, що V ∩D є зв’язним. Область D локально
зв’язна на ∂D, якщо D локально зв’язна в кожнiй точцi x0 ∈ ∂D.
Межа областi D називається слабо плоскою в точцi x0 ∈ ∂D, якщо
для кожного P > 0 i для будь-якого околу U точки x0 знайдеться
окiл V ⊂ U цiєї ж самої точки такий, що M(Γ(E,F,D)) > P для
будь-яких континуумiв E,F ⊂ D, якi перетинають ∂U i ∂V. Межа
областi D називається слабо плоскою, якщо вiдповiдна властивiсть
виконується в будь-якiй точцi межi D.

Для числа δ > 0, областей D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, континуума A ⊂ D ′

i довiльної вимiрної за Лебегом функцiї Q : D ′ → [0,∞] позначи-
мо через Sδ,A,Q(D,D

′) сiм’ю всiх вiдкритих дискретних i замкнених
вiдображень f областi D на D ′, що задовольняють умову (1.4) для
кожного y0 ∈ D ′ i таких, що h(f −1(A), ∂D) > δ. Виконується насту-
пне твердження.

Теорема 1.2. Припустимо, що область D має слабо плоску межу.
Якщо Q ∈ L1(D ′), i область D ′ локально зв’язна на своїй межi, то
будь-яке f ∈ Sδ,A,Q(D,D

′) неперервно продовжується до вiдображе-
ння f : D → D ′, причому, f(D) = D ′ i сiм’я Sδ,A,Q(D,D ′), яка скла-
дається з усiх продовжених вiдображень f : D → D ′, одностайно
неперервна в D.

Зауваження 1.2. В теоремi 1.1 одностайну неперервнiсть треба ро-
зумiти вiдносно евклiдової метрики, а саме, для кожного ε > 0 зна-
йдеться δ = δ(ε, x0) > 0 таке, що з умов |x−x0| < δ i x ∈ D, випливає
нерiвнiсть |f(x)− f(x0)| < ε для усiх f ∈ FQ(D). В теоремi 1.2 одно-
стайну неперервнiсть треба розумiти вiдносно хордальної метрики,
тобто, для кожного ε > 0 знайдеться δ = δ(ε, x0) > 0 таке, що з умов
h(x, x0) < δ i x ∈ D випливає нерiвнiсть h(f(x), f(x0)) < ε при всiх
f ∈ Sδ,A,Q(D,D ′).

2. Одностайна неперервнiсть сiмей у внутрiшнiх
точках областi

Доведення теореми 1.1. Зафiксуємо x0 ∈ D, 0<2r0< dist(x0, ∂D)
i f ∈ FQ(D). Розглянемо x ∈ B(x0, r) i покладемо

|f(x)− f(x0)| := ε0 . (2.1)

Якщо ε0 = 0, доводити нема що. Нехай ε0 > 0. Проведемо через точки
f(x) i f(x0) пряму r = r(t) = f(x0) + (f(x) − f(x0))t, −∞ < t < ∞
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Рис. 1: До доведення теореми 1.1

(див. рисунок 1). Нехай γ1 : [1, c) → D, 1 < c 6 ∞ – максимальне
f -пiдняття променя r = r(t), t > 1, з початком в точцi x, що iснує
за [10, лема 3.12]. За цiєю ж лемою

h(γ1(t), ∂D) → 0 (2.2)

при t → c − 0. Аналогiчно, нехай γ2 : (d, 0] → D, −∞ 6 d < 0 –
максимальне f -пiдняття променя r = r(t), t 6 0, з кiнцем в точцi x0,
що iснує за [10, лема 3.12]. Так само, як i в (2.2) ми маємо, що

h(γ2(t), ∂D) → 0 (2.3)

при t → d − 0. Зi спiввiдношень (2.2) i (2.3), враховуючи [22, тео-
рема 1.I.5.46], випливає iснування чисел 1 6 t1 < c i d 6 t2 < 0 i
елементiв x1 := γ1(t1) i x2 := γ2(t2) ∈ S(x0, 2r0). Без обмеження за-
гальностi, можна вважати, що γ1(t) ∈ B(x0, 2r0) при всiх t ∈ [1, t1] i
γ2(t) ∈ B(x0, 2r0) при всiх t ∈ [t2, 0]. Нехай

β1 := γ1|[1,t1], β2 := γ2|[t2,0], Γ := (|β1|, |β2|, B(x0, 2r0)) .

Тодi з одного боку за [17, лема 4.3]

M(Γ) > (1/2) ·M(Γ(|β1|, |β2|,Rn)) , (2.4)

а з iншого боку, за [18, лема 7.38]

M(Γ(|β1|, |β2|,Rn)) > cn · log
(
1 +

1

m

)
, (2.5)
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де cn > 0 – деяка стала, яка залежить лише вiд n,

m =
dist(|β1|, |β2|)

min{diam (|β1|),diam (|β2|)}
.

Зауважимо, що diam (|βi|) = sup
x,y∈|βi|

|x − y| > r0, i = 1, 2. Тодi по-

єднуючи (2.4) i (2.5) i враховуючи, що dist (|β1|, |β2|) 6 |x − x0|, ми
отримуємо, що

M(Γ) > c̃n · log
(
1 +

r0
dist(|β1|, |β2|)

)
> c̃n · log

(
1 +

r0
|x− x0|

)
, (2.6)

де c̃n > 0 – деяка стала, яка залежить тiльки вiд n.

Встановимо тепер верхню оцiнку для M(Γ). Нехай P – частина
прямої r(t), розташована мiж точками f(x) i z1 := f(x1) = f(γ1(t1)),
а Q – частина прямої r(t), розташована мiж точками f(x0) i z2 :=
f(x2) = f(γ2(t2)). Покладемо

A := A(z1, ε1, ε2) = {x ∈ Rn : ε1 < |x− z1| < ε2} ,

де ε1 := |f(x)− z1|, ε2 := |f(x0)− z1|. Покажемо, що

f(Γ) > Γ(S(z1, ε1), S(z1, ε2), A) . (2.7)

Справдi, нехай γ ∈ Γ. Тодi f(γ) ∈ f(Γ), f(γ) = f(γ(s)) : [0, 1] → Rn,
f(γ(0)) ∈ P, f(γ(1)) ∈ Q i f(γ(s)) ∈ f(D) при 0 < s < 1. Нехай q > 1
– число, таке що

z1 = f(x0) + (f(x)− f(x0)) q.

Оскiльки f(γ(0)) ∈ P, знайдеться 1 6 t 6 q таке, що f(γ(0)) = f(x0)+
(f(x)− f(x0))t. Отже,

|f(γ(0))− z1| = |(f(x)− f(x0))(q − t)| 6

6 |(f(x)− f(x0))(q − 1)| = |(f(x)− f(x0))q + f(x0)− f(x))| (2.8)

= |f(x)− z1| = ε1 .

З iншого боку, оскiльки f(γ(1)) ∈ Q, знайдеться p 6 0 таке, що

f(γ(1)) = f(x0) + (f(x)− f(x0))p .

В такому випадку, ми отримаємо, що

|f(γ(1))− z1| = |(f(x)− f(x0))(q − p)|
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> |(f(x)− f(x0))q| = |(f(x)− f(x0))q + f(x0)− f(x0)| (2.9)

= |f(x0)− z1| = ε2 .

Зауважимо, що
|f(x0)− f(x)|+ ε1

= |f(x0)− f(x)|+ |f(x)− z1| = |z1 − f(x0)| = ε2 , (2.10)

а, отже, ε1 < ε2. Тодi з (2.9) випливає, що

|f(γ(1))− z1| > ε1 . (2.11)

З (2.8) i (2.11) випливає, що |f(γ)|∩B(z1, ε1) ̸= ∅ ̸= (f(D)\B(z1, ε1))∩
|f(γ)|. В такому випадку, за [22, теорема 1.I.5.46] знайдеться t1 ∈
(0, 1) таке, що f(γ(t1)) ∈ S(z1, ε1). Без обмеження загальностi, ми
можемо вважати, що f(γ(t)) ̸∈ B(z1, ε1) при t ∈ (t1, 1). Покладемо
α1 := f(γ)|[t1,1].

З iншого боку, оскiльки ε1 < ε2 i f(γ(t1)) ∈ S(z1, ε1), ми отрима-
ємо, що |α1| ∩ B(z1, ε2) ̸= ∅. З спiввiдношення (2.9) ми отримаємо,
що (f(D) \ B(z1, ε2)) ∩ |α1| ̸= ∅. Отже, за [22, теорема 1.I.5.46] iснує
t2 ∈ (t1, 1) таке, що α1(t2) ∈ S(z1, ε2). Без обмеження загальностi, ми
можемо вважати, що f(γ(t)) ∈ B(z1, ε2) при t ∈ (t1, t2). Покладемо
α2 := α1|[t1,t2]. Тодi f(γ) > α2 i α2 ∈ Γ(S(z1, ε1), S(z1, ε2), A). Таким
чином, спiввiдношення (2.7) доведене.

З (2.7) випливає, що Γ > Γf (z
1, ε1, ε2). Тепер покладемо

η(t) =

{ 1
ε0
, t ∈ [ε1, ε2],

0, t ̸∈ [ε1, ε2] .

Зауважимо, що η задовольняє спiввiдношення (1.5) при r1 = ε1 i
r2 = ε2. Справдi, з (2.1) i (2.10) випливає, що

r1 − r2 = ε2 − ε1 = |f(x0)− z1| − |f(x)− z1|

= |f(x)− f(x0)| = ε0 .

Тодi
ε2∫
ε1
η(t) dt = (1/ε0) · (ε2 − ε1) > 1. За нерiвнiстю (2.7), а також

спiввiдношенням (1.4), застосованим в точцi z1 i покладеним в основу
означення сiм’ї FQ(D), ми отримаємо, що

M(Γ) 6M(Γf (z
1, ε1, ε2))

6 1

εn0

∫
Rn

Q(y) dm(y) =
∥Q∥1

|f(x)− f(x0)|n
. (2.12)
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З (2.6) i (2.12) випливає, що

c̃n · log
(
1 +

r0
|x− x0|

)
6 ∥Q∥1

|f(x)− f(x0)|n
.

З останнього спiввiдношення випливає бажана нерiвнiсть (1.7), де
Cn := c̃n

−1/n. 2

3. Межова поведiнка вiдображень

Зауважимо деякi вiдомi твердження про продовження гомеомор-
фiзмiв з умовою (1.4) на межу областi, див., напр., [23, лема 5.20, на-
слiдок 5.23], [24, лема 6.1, теорема 6.1] и [25, лема 5, теорема 3]. Наша
найближча мета – отримати аналогiчний результат для вiдображень,
якi допускають розгалуження. Виконується наступне твердження.

Теорема 3.1. Нехай D ⊂ Rn, n > 2, – область, яка має слабо плоску
межу, а область D ′ ⊂ Rn локально зв’язна на своїй межi. Припу-
стимо, f – вiдкрите дискретне i замкнене вiдображення областi D
на D ′, що задовольняє спiввiдношення (1.4) в кожнiй точцi y0 ∈ D ′,
де Q ∈ L1(D ′). Тодi вiдображення f неперервно продовжується до
вiдображення f : D → D ′, причому, f(D) = D ′.

Доведення. Зафiксуємо довiльним чином точку x0 ∈ ∂D. Необхiдно
показати можливiсть неперервного продовження вiдображення f в
точку x0. Використовуючи при необхiдностi мьобiусове перетворення
φ : ∞ 7→ 0 i враховуючи iнварiантiсть модуля M в лiвiй частинi
спiввiдношення (1.4) (див. [15, теорема 8.1]), ми можемо вважати, що
x0 ̸= ∞.

Припустимо, що висновок про неперервне продовження вiдобра-
ження f в точку x0 не є правильним. Тодi знайдеться не менше двох
послiдовностей xi, yi ∈ D, i = 1, 2, . . . , таких, що xi, yi → x0 при
i → ∞, причому, h(f(xi), f(yi)) > a > 0 при деякому a > 0 i усiх
i ∈ N, де h – хордальна метрика, див. [15, означення 12.1]. Через ком-
пактнiсть простору Rn ми можемо вважати, що послiдовностi f(xi) i
f(yi) збiгаються при i → ∞ до z1 i z2, вiдповiдно, причому z1 ̸= ∞.
Оскiльки вiдображення f замкнене, то воно зберiгає межу областi,
див. [16, теорема 3.3], тому z1, z2 ∈ ∂D ′. Оскiльки область D ′ ло-
кально зв’язна на своїй межi, iснують непересiчнi околи U1 i U2 точок
z1 i z2 такi, що W1 = D ′ ∩ U1 i W2 = D ′ ∩ U2 є зв’язними. Можна
вважати, що W1 i W2 лiнiйно зв’язнi, оскiльки U1 i U2 можна вибра-
ти вiдкритими (див., напр., [11, пропозицiя 13.2]; див. малюнок 2).
Можна вважати, що
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Рис. 2: До доведення теореми 3.1

U1 ⊂ B(z∗, R0), B(z∗, 2R0) ∩ U2 = ∅ , R0 > 0 , (3.1)

де z∗ ∈ D ′ – деяка точка, достатньо близька до z1. Ми також можемо
вважати, що f(xi) ∈ W1 i f(yi) ∈ W2 при всiх i = 1, 2, . . . . З’єднаємо
точки f(xi) i f(x1) кривою αi : [0, 1] → D ′, а точки f(yi) i f(y1)
– кривою βi : [0, 1] → D ′ таким чином, що |αi| ⊂ W1 i |βi| ⊂ W2

при i = 1, 2, . . . . Нехай α̃i : [0, 1] → D ′ i β̃i : [0, 1] → D ′ – повнi
пiдняття кривих αi i βi з початком в точках xi i yi, вiдповiдно (цi
пiдняття iснують за [16, лема 3.7]). Зауважимо, що у точок f(x1) i
f(y1) в областi D може бути не бiльше скiнченного числа прообразiв
при вiдображеннi f, див. [16, лема 3.2]. Тодi знайдеться r0 > 0 таке,
що α̃i(1), β̃i(1) ∈ D \ B(x0, r0) при всiх i = 1, 2, . . . . Оскiльки межа
областi D є слабо плоскою, для кожного P > 0 знайдеться i = iP > 1
таке, що

M(Γ(|α̃i|, |β̃i|, D)) > P ∀ i > iP . (3.2)

Покажемо, що умова (3.2) суперечить визначенню вiдображення f
в (1.4). Справдi, через спiввiдношення (3.1) i з огляду на [22, теоре-
ма 1.I.5.46]

f(Γ(|α̃i|, |β̃i|, D)) > Γ(S(z∗, R0), S(z∗, 2R0), A(z∗, R0, 2R0)) . (3.3)

З (3.3) випливає, що

Γ(|α̃i|, |β̃i|, D) > Γf (z∗, R0, 2R0) . (3.4)
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Покладемо η(t) =
{ 1

R0
, t ∈ [R0, 2R0],

0, t ̸∈ [R0, 2R0]
. Зауважимо, що η задоволь-

няє спiввiдношення (1.5) при r1 = R0 i r2 = 2R0. Тодi з (3.4) i (1.4)
ми отримаємо, що

M(Γ(|α̃i|, |β̃i|, D)) 6M(Γf (z∗, R0, 2R0)) 6

6 1

Rn0

∫
D ′

Q(y) dm(y) := c <∞ , (3.5)

оскiльки Q ∈ L1(D). Проте, спiввiдношення (3.5) суперечить умо-
вi (3.2). Отримана суперечнiсть спростовує припущення про вiдсу-
тнiсть границi у вiдображення f в точцi x0.

Залишилось перевiрити рiвнiсть f(D) = D ′. Очевидно, що f(D) ⊂
D ′. Покажемо, що D ′ ⊂ f(D). Справдi, нехай y0 ∈ D ′, тодi або y0 ∈
D ′, або y0 ∈ ∂D ′. Якщо y0 ∈ D ′, то y0 = f(x0) i y0 ∈ f(D), оскiльки за
умовою f – вiдображення областi D на D ′. Нарештi, нехай y0 ∈ ∂D ′,
тодi знайдеться послiдовнiсть yk ∈ D ′ така, що yk = f(xk) → y0
при k → ∞ i xk ∈ D. Через компактнiсть простору Rn ми можемо
вважати, що xk → x0, де x0 ∈ D. Помiтимо, що x0 ∈ ∂D, оскiльки вiд-
ображення f є вiдкритим. Тодi f(x0) = y0 ∈ f(∂D) ⊂ f(D). Теорема
повнiстю доведена.

4. Одностайна неперервнiсть сiмей в замиканнi областi

Доведення теореми 1.2. Нехай f ∈ Sδ,A,Q(D,D
′). За теоремою 3.1

вiдображення f продовжується до неперервного вiдображення f :
D → D ′, причому, f(D) = D ′. Одностайна неперервнiсть ciм’ї вiд-
ображень Sδ,A,Q(D,D ′) в D є твердженням теореми 1.1. Залишилось
встановити її одностайну неперервнiсть на ∂D.

Проведемо доведення вiд супротивного. Припустимо, що знайде-
ться x0 ∈ ∂D, число ε0 > 0, послiдовнiсть xm ∈ D, яка збiгається до
точки x0 i вiдповiднi вiдображення fm ∈ Sδ,A,Q(D,D) такi, що

h(fm(xm), fm(x0)) > ε0, m = 1, 2, . . . . (4.1)

Покладемо fm := fm|D. Оскiльки fm має неперервне продовження на
∂D, можна вважати, що xm ∈ D. Отже, fm(xm) = fm(xm). Крiм цьо-
го, знайдеться послiдовнiсть x ′

m ∈ D така, що x ′
m → x0 при m → ∞

i h(fm(x ′
m), fm(x0)) → 0 при m → ∞. Оскiльки простiр Rn ком-

пактний, ми можемо вважати, що fm(xm) i fm(x0) збiгаються при
m → ∞. Нехай fm(xm) → x1 i fm(x0) → x2 при m → ∞. За не-
перервнiстю метрики в (4.1), x1 ̸= x2. Без обмеження загальностi,
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можна вважати, що x1 ̸= ∞. Оскiльки вiдображення fm замкнутi, то
вони зберiгають межу (див. [16, теорема 3.3]), тому x2 ∈ ∂D. Нехай
x̃1 i x̃2 рiзнi точки континуума A, жодна з яких не спiвпадає з x1.
За [26, лема 2.1] двi пари точок x̃1, x1 i x̃2, x2 можна з’єднати кри-
вими γ1 : [0, 1] → D′ i γ2 : [0, 1] → D′ такими, що |γ1| ∩ |γ2| = ∅,
γ1(t), γ2(t) ∈ D′ при t ∈ (0, 1), γ1(0) = x̃1, γ1(1) = x1, γ2(0) = x̃2 i
γ2(1) = x2. Оскiльки D ′ локально зв’язна на ∂D ′, знайдуться око-
ли U1 i U2 точок x1 i x2, чиї замикання не перетинаються, причому,
множини Wi := D ′ ∩ Ui линiйно зв’язнi. Без обмеження загальностi
можна вважати, що U1 ⊂ B(x1, δ0) i

B(x1, δ0) ∩ |γ2| = ∅ = U2 ∩ |γ1| , B(x1, δ0) ∩ U2 = ∅ . (4.2)

Можна також вважати, що fm(xm) ∈ W1 i fm(x ′
m) ∈ W2 при всiх

m ∈ N. Нехай a1 i a2 – двi рiзнi точки, якi належать |γ1|∩W1 i |γ2|∩W2,
крiм того, нехай 0 < t1, t2 < 1 такi, що γ1(t1) = a1 i γ2(t2) = a2.
З’єднаємо точки a1 i fm(xm) кривою αm : [t1, 1] → W1 такою, що
αm(t1) = a1 i αm(1) = fm(xm). Аналогiчно, з’єднаємо a2 i fm(x ′

m)
кривою βm : [t2, 1] → W2, такою що βm(t2) = a2 i βm(1) = fm(x

′
m)

(див. малюнок 3). Покладемо

D
D

Ax1

x2a1

f xm m( )

a2

m

Cm

1

Cm

2
x1

x2

fm

m

x0

xm

xm

1Dm

f xm m( )
f Am( )

-1
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1 bm

2 2Dm
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Рис. 3: До доведення теореми 1.2

C1
m(t) =

{
γ1(t), t ∈ [0, t1],
αm(t), t ∈ [t1, 1]

, C2
m(t) =

{
γ2(t), t ∈ [0, t2],
βm(t), t ∈ [t2, 1]

.

НехайD1
m iD2

m – повнi пiдняття кривих C1
m i C2

m з початками в точках
xm i x ′

m, вiдповiдно (такi пiдняття iснують за [16, лема 3.7]). Зокрема,
через умову h(f −1

m (A), ∂D) > δ > 0, яка приймає участь в означеннi
класу Sδ,A,Q(D,D

′), кiнцi кривихD1
m iD2

m, якi в майбутньому будемо
позначати b1m i b2m, вiддаленi вiд межi D на вiдстань, не меншу δ.
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Як завжди, позначимо через |C1
m| i |C2

m| носiї кривих C1
m i C2

m,
вiдповiдно. Покладемо

l0 = min{dist (|γ1|, |γ2|),dist (|γ1|, U2 \ {∞})}

i розглянемо покриття A0 :=
∪

x∈|γ1|
B(x, l0/4) кривої |γ1| за допомогою

куль. Оскiльки |γ1| – компактна множина, можна вибрати скiнченне
число iндексiв 1 6 N0 < ∞ i вiдповiднi точки z1, . . . , zN0 ∈ |γ1| так,

що |γ1| ⊂ B0 :=
N0∪
i=1

B(zi, l0/4). У цьому випадку,

|C1
m| ⊂ U1 ∪ |γ1| ⊂ B(x1, δ0) ∪

N0∪
i=1

B(zi, l0/4) .

Нехай Γm – сiм’я всiх кривих, якi з’єднують |C1
m| i |C2

m| в D ′. Тодi ми
маємо, що

Γm =

N0∪
i=0

Γmi , (4.3)

де Γmi – сiм’я всiх кривих γ : [0, 1] → D ′ таких, що γ(0) ∈ B(zi, l0/4)∩
|C1
m| i γ(1) ∈ |Cm2 | при 1 6 i 6 N0. Аналогiчно, нехай Γm0 – сiм’я

кривих γ : [0, 1] → D ′ таких, що γ(0) ∈ B(x1, δ0) ∩ |C1
m| i γ(1) ∈ |Cm2 |.

За (4.2) знайдеться σ0 > δ0 > 0 таке, що

B(x1, σ0) ∩ |γ2| = ∅ = U2 ∩ |γ1| , B(x1, σ0) ∩ U2 = ∅ .

Мiркуючи якi i при доведеннi теореми 1.1 i використовуючи [22, тео-
рема 1.I.5.46], ми можемо показати, що

Γm0 > Γ(S(x1, δ0), S(x1, σ0), A(x1, δ0, σ0)) ,

Γmi > Γ(S(zi, l0/4), S(zi, l0/2), A(zi, l0/4, l0/2)) . (4.4)

Можна пiдiбрати x∗ ∈ D ′, δ∗ > 0 i σ∗ > 0 такi, що A(x∗, δ∗, σ∗) ⊂
A(x1, δ0, σ0), тому

Γ(S(x1, δ0), S(x1, σ0), A(x1, δ0, σ0))

> Γ(S(x∗, δ∗), S(x∗, σ∗), A(x∗, δ∗, σ∗)) . (4.5)

Покладемо

η(t) =

{
4/l0, t ∈ [l0/4, l0/2],

0, t ̸∈ [l0/4, l0/2] ,
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η0(t) =

{
1/(σ∗ − δ∗), t ∈ [δ∗, σ∗],

0, t ̸∈ [δ∗, σ∗] .

Позначимо Γ ∗
m := Γ(|D1

m|, |D2
m|, D). Зауважимо, що fm(Γ

∗
m) ⊂ Γm.

Тодi через (4.3), (4.4) i (4.5)

Γ ∗
m >

(
N0∪
i=1

Γfm(zi, l0/4, l0/2)

)
∪ Γfm(x∗, δ∗, σ∗) . (4.6)

Оскiльки вiдображення fm задовольняють спiввiдношення (1.4) в D ′,
з (4.6) отримаємо, що

M(Γ ∗
m) 6 (4nN0/l

n
0 + (1/(σ∗ − δ∗))

n)∥Q∥1 := c <∞ . (4.7)

Покажемо, що спiввiдношення (4.7) суперечить умовi слабкої плоско-
стi вiдображеної областi. Справдi, за побудовою

h(|D1
m|) > h(xm, b

1
m) > (1/2) · h(f −1

m (A), ∂D) > δ/2 ,

h(|D2
m|) > h(x ′

m, b
2
m) > (1/2) · h(f −1

m (A), ∂D) > δ/2 (4.8)

при всiх m >M0 i для деякого M0 ∈ N. Покладемо U := Bh(x0, r0) =
{y ∈ Rn : h(y, x0) < r0}, де 0 < r0 < δ/4 i число δ стосується спiввiд-
ношення (4.8). Зауважимо, що |D1

m| ∩ U ̸= ∅ ̸= |D1
m| ∩ (D \ U) для

кожного m ∈ N, оскiльки h(|D1
m|) > δ/2 i xm ∈ |D1

m|, xm → x0 при
m→ ∞. Аналогiчно, |D2

m| ∩U ̸= ∅ ̸= |D2
m| ∩ (D \U). Оскiльки |D1

m| i
|D2

m| – континууми,

|D1
m| ∩ ∂U ̸= ∅, |D2

m| ∩ ∂U ̸= ∅ , (4.9)

див., напр., [22, теорема 1.I.5.46]. Оскiльки ∂D слабо плоска, то для
P := c > 0, де c – число зi спiввiдношення (4.7), знайдеться окiл
V ⊂ U точки x0 такий, що

M(Γ(E,F,D)) > c (4.10)

для будь-яких континуумiв E,F ⊂ D таких, що E∩∂U ̸= ∅ ̸= E∩∂V
i F ∩ ∂U ̸= ∅ ̸= F ∩ ∂V. Покажемо, що для достатньо великих m ∈ N

|D1
m| ∩ ∂V ̸= ∅, |D2

m| ∩ ∂V ̸= ∅ . (4.11)

Справдi, xm ∈ |D1
m| i x ′

m ∈ |D2
m|, де xm, x ′

m → x0 ∈ V при m → ∞.
У такому випадку, |D1

m| ∩ V ̸= ∅ ̸= |D2
m| ∩ V для достатньо вели-

ких m ∈ N. Зауважимо, що h(V ) 6 h(U) 6 2r0 < δ/2. За (4.8)
h(|D1

m|) > δ/2. Отже, |D1
m|∩(D\V ) ̸= ∅ i, отже, |D1

m|∩∂V ̸= ∅ (див.,
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напр., [22, теорема 1.I.5.46]). Аналогiчно, h(V ) 6 h(U) 6 2r0 < δ/2.
З (4.8) випливає, що h(|D2

m|) > δ/2, отже, |D2
m| ∩ (D \ V ) ̸= ∅. За [22,

теорема 1.I.5.46] ми отримаємо, що |D2
m| ∩ ∂V ̸= ∅. Таким чином,

спiввiдношення (4.11) встановлене. Поєднуючи спiввiдношення (4.9),
(4.10) i (4.11), ми отримаємо, що M(Γ ∗

m) = M(Γ(|D1
m|, |D2

m|, D)) > c.
Остання умова суперечить (4.7), що i доводить теорему. 2

5. Приклади

Приклад 5.1. Розглянемо в одиничнiй кулi Bn послiдовнiсть fm(z)=
mz, m = 1, 2, . . . . Зауважимо, що як прямi вiдображення fm, так i
оберненi вiдображення f −1

m задовольняють умову (1.4) в вiдповiднiй
областi при Q ≡ 1 (див., напр., [11, теореми 8.1, 8.5]). Зауважимо,
що послiдовнiсть fm не є одностайно неперервною, що пояснюється
неiнтегровнiстю функцiї Q ≡ 1 в Rn. В цей же час, обернена послiдов-
нiсть f −1

m : Rn → Rn одностайно неперервна в Rn, що безпосередньо
випливає з теореми 1.1. Справдi, розглянемо довiльну точку y0 ∈ Rn
i розглянемо звуження gm := f −1

m |B(y0,r0), r0 > 0. Тодi при деякому
достатньо великому m0 ∈ N маємо: gm : B(y0, r0) → Bn при m > m0.
Якщо тепер покласти Q(x) ≡ 1 при x ∈ Bn i Q(x) ≡ 0 при x ̸∈ Bn, то
видно, що gm задовольняє (1.4) при Q ∈ L1(Rn) (див. [12, теорема 1]).
Отже, всi умови теореми 1.1 виконуються.

Приклад 5.2. В публiкацiях [26] i [27] були побудованi приклади
гомеоморфiзмiв, що задовольняють умову (1.4). Вкажемо тепер на
аналогiчний приклад сiм’ї вiдображень з точками розгалуження. Не-
хай p > 1 настiльки велике, що число 2/p менше 1, i нехай, крiм того,
α ∈ (0, 2/p) – довiльне число. Визначимо послiдовнiсть вiдображень
fm : B(0, 2) → B2 наступним чином: fm(z) = (f ◦ f̃m)(z), f(z) = z2,

f̃m(z) =

{
(|z|−1)1/α

|z| · z , 1 + 1/(mα) 6 |z| 6 2,
1/m

1+(1/m)α · z , 0 < |z| < 1 + 1/(mα) .

Використовуючи пiдхiд, використаний при розглядi Пропозицiї 6.3 в
[11], можна показати, що зовнiшня дилатацiяKO(z, fm) вiдображення
fm в точцi z ∈ B2 обчислюється як KO(z, fm) = 1

α · |z|
|z|−1 при z ∈

B(0, 2) \ B2, KO(z, fm) = 1 при z ∈ B2. Зауважимо, що кожна точка
z ∈ B2 \ B(0, 1/m) має рiвно два прообрази при вiдображеннi fm,
а саме, w = reiφ 7→ ±((

√
r)α + 1)eiφ/2. Точки w ∈ B(0, 1/m) також

мають деякi два прообрази при вiдображеннi fm, скажiмо, z1m i z2m. Цi
прообрази спiвпадають i рiвнi нулю тiльки при w = 0. Таким чином,
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при w ∈ B2 i за вибором α

KI(w, f
−1
m , B(0, 2)) :=

=
∑

z∈f −1
m (w)∩B(0,2)

KO(z, fm) 6
2

α
· (
√
r)α + 1

(
√
r)α

6 4

αrα
∈ Lp(B2) .

За [11, теореми 8.1, 8.5] вiдображення fm задовольняють спiв-
вiдношення (1.4) для функцiї Q(y) = 4

α|y|α , y ∈ B2; Q(y) ≡ 0 при

y ∈ R2 \B2. Звiдси випливає, що для сiм’ї вiдображення {fm}∞m=1 ви-
конуються всi умови теореми 1.1. Також для цiєї сiм’ї виконуються
всi умови теореми 1.2, оскiльки fm фiксують нескiнченну кiлькiсть
точок круга B(0, 2) при всiх m > 2.

Приклад 5.3. Тепер розглянемо приклад сiм’ї вiдображень, анало-
гiчний прикладу 5.2, який вiдноситься до простору довiльної роз-
мiрностi n > 2. Для цього, для числа p > 1 такого, що n/p(n −
1), зафiксуємо довiльним чином α ∈ (0, n/p(n − 1)). Нехай f(x) =
(r cos 2φ, r sin 2φ, x3, . . . , xn), x = (x1, x2, . . . , xn), r =

√
x21 + x22. Ви-

значимо послiдовнiсть вiдображень fm : B(0, 2) → Bn наступним чи-
ном: fm(x) = (f ◦ f̃m)(x), де

f̃m(x) =

{
(|x|−1)1/α

|x| · x , 1 + 1/(mα) 6 |x| 6 2,
1/m

1+(1/m)α · x , 0 < |x| < 1 + 1/(mα) .

Використовуючи пiдхiд, використаний при розглядi [11, пропозицiя 6.3],
можна показати, що KO(x, fm) 6 2n−1

αn−1 · |x|n−1

(|x|−1)n−1 при x ∈ B(0, 2) \Bn,
KO(x, f) = 2n−1 при x ∈ Bn. Зауважимо, що кожна точка w ∈
Bn \B(0, 1/m) має рiвно два прообрази при вiдображеннi fm, а саме,

w = (r cosφ, r sinφ, x3, . . . , xn) 7→

7→ 1 + |x|α

|x|
· (±r cosφ/2,±r sinφ/2, x3, . . . , xn) .

У такому випадку,

KI(w, f
−1
m , B(0, 2)) :=

∑
x∈f −1

m (w)∩B(0,2)

KO(x, fm)

6 2 · 2n−1

αn−1
· (r

α + 1)n−1

rα(n−1)
6 2 · 22n−2

αn−1rα(n−1)
∈ Lp(Bn) .

За [11, теорема 8.1, 8.5] вiдображення fm задовольняють спiввiдно-
шення (1.4) для функцiї Q(y) = 2·22n−2

αn−1|y|(n−1)α , y ∈ Bn; Q(y) ≡ 0 при
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y ∈ Rn \Bn. Звiдси випливає, що для сiм’ї вiдображення {fm}∞m=1 ви-
конуються всi умови теореми 1.1. Також для цiєї сiм’ї виконуються всi
умови теореми 1.2, так як fm фiксують нескiнченну кiлькiсть точок
кулi B(0, 2) при всiх m > 2.

6. Лема про континуум

Варiант наведеного нижче твердження встановлений для гомео-
морфiзмiв в [27, пункт v леми 2], див. також [26, лема 4.1]. У данiй
роботi ми маємо справу з аналогiчним твердженням, яке вiдноситься
до широкого класу вiдображень з розгалуженням.

Лема 6.1. Нехай n > 2, D i D ′ – областi в Rn, причому, D має слабо
плоску межу, жодна компонента зв’язностi якої не вироджується
в точку, а область D ′ локально зв’язна на своїй межi. Нехай також
A – невироджений континуум в D ′ i δ > 0. Припустимо, fm – послi-
довнiсть вiдкритих, дискретних i замкнених вiдображень областi D
на D ′ з наступною властивiстю: для кожного m = 1, 2, . . . знайде-
ться континуум Am ⊂ D, m = 1, 2, . . . , такий, що fm(Am) = A i
h(Am) > δ > 0. Якщо для кожного m = 1, 2, . . . вiдображення fm за-
довольняє спiввiдношення (1.4) в довiльнiй точцi y0 ∈ D ′, причому,
Q ∈ L1(D ′), то знайдеться δ1 > 0 таке, що

h(Am, ∂D) > δ1 > 0 ∀ m ∈ N .

Доведення. Через компактнiсть простору Rn межа областi D не по-
рожня i є компактом, так що вiдстань h(Am, ∂D) коректно визначена.

Проведемо доведення вiд супротивного. Припустимо, що висновок
леми не є вiрним. Тодi для кожного k ∈ N знайдеться номер m = mk

такий, що h(Amk
, ∂D) < 1/k. Можна вважати, що послiдовнiсть mk

зростає по k. Оскiльки Amk
– компакт, то знайдуться xk ∈ Amk

i
yk ∈ ∂D такi, що h(Amk

, ∂D) = h(xk, yk) < 1/k (див. малюнок 4).
Оскiльки ∂D – компактна множина, ми можемо вважати, що yk →
y0 ∈ ∂D при k → ∞; тодi також xk → y0 ∈ ∂D при k → ∞. Нехай
K0 – компонента зв’язностi ∂D, яка мiстить точку y0. Очевидно, K0

– континуум в Rn. Оскiльки ∂D є слабко плоскою, за теоремою 3.1
вiдображення fmk

має неперервне продовження fmk
: D → D ′. Бiльш

того, вiдображення fmk
є рiвномiрно неперервним у D при кожному

фiксованому k, оскiльки fmk
неперервне на компактi D. Тодi для

кожного ε > 0 знайдеться δk = δk(ε) < 1/k таке, що

h(fmk
(x), fmk

(x0)) < ε (6.1)
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Рис. 4: До доведення леми 6.1

∀ x, x0 ∈ D, h(x, x0) < δk , δk < 1/k .

Оберемо ε > 0 таким, щоб

ε < (1/2) · h(∂D ′, A) . (6.2)

Позначимо Bh(x0, r) = {x ∈ Rn : h(x, x0) < r}. Для фiксованого
k ∈ N, покладемо

Bk :=
∪

x0∈K0

Bh(x0, δk) , k ∈ N .

Оскiльки Bk – окiл континуума K0, за [28, лема 2.2] знайдеться окiл
Uk множини K0, такий, що Uk ⊂ Bk i Uk∩D зв’язна. Можна вважати,
що Uk – вiдкрита, так що Uk ∩D є лiнiйно зв’язною (див. [11, пропо-
зицiя 13.1]). Нехай h(K0) = m0. Тодi знайдуться z0, w0 ∈ K0 такi, що
h(K0) = h(z0, w0) = m0. Отже, знайдуться послiдовностi yk ∈ Uk ∩D,
zk ∈ Uk ∩D i wk ∈ Uk ∩D такi, що zk → z0, yk → y0 i wk → w0 при
k → ∞. Можна вважати, що

h(zk, wk) > m0/2 ∀ k ∈ N . (6.3)

Оскiльки множина Uk∩D лiнiйно зв’язна, ми можемо з’єднати точки
zk, yk i wk, використовуючи деяку криву γk ∈ Uk ∩ D. Як завжди,
ми позначаємо через |γk| носiй (образ) кривої γk в областi D. Тодi
fmk

(|γk|) – компактна множина в D ′. Якщо x ∈ |γk|, то знайдеться
x0 ∈ K0 таке, що x ∈ B(x0, δk). Зафiксуємо довiльне ω ∈ A ⊂ D.
Оскiльки x ∈ |γk| i, бiльше того, x – внутрiшня точка D, ми можемо
використовувати запис fmk

(x) замiсть fmk
(x). Зi спiввiдношень (6.1)

i (6.2), а також за нерiвнiстю трикутника, ми отримаємо, що

h(fmk
(x), ω) > h(ω, fmk

(x0))− h(fmk
(x0), fmk

(x))
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> h(∂D ′, A)− (1/2) · h(∂D ′, A) = (1/2) · h(∂D ′, A) > ε (6.4)

для достатньо великих k ∈ N. Переходячи до inf в (6.4) по всiх x ∈ |γk|
i ω ∈ A, ми отримаємо, що h(fmk

(|γk|), A) > ε, k = 1, 2, . . . . Оскiльки
h(x, y) 6 |x− y| для будь-яких x, y ∈ Rn, звiдси випливає, що

dist (fmk
(|γk|), A) > ε, ∀ k = 1, 2, . . . . (6.5)

Покриємо множину A кулями B(x, ε/4), x ∈ A. Оскiльки A компакт,

ми можемо вважати, що A ⊂
M0∪
i=1

B(xi, ε/4), xi ∈ A, i = 1, 2, . . . ,M0,

1 6M0 <∞. За означенням, M0 залежить тiльки вiд A, зокрема, M0

не залежить вiд k. Покладемо

Γk := Γ(Amk
, |γk|, D) . (6.6)

Нехай Γki := Γfmk
(xi, ε/4, ε/2), iншими словами, Γki складається з

усiх кривих γ : [0, 1] → D, таких що fmk
(γ(0))∈S(xi, ε/4), fmk

(γ(1))∈
S(xi, ε/2) i γ(t) ∈ A(xi, ε/4, ε/2) при 0 < t < 1. Покажемо, що

Γk >

M0∪
i=1

Γki . (6.7)

Справдi, нехай γ̃ ∈ Γk, iншими словами, γ̃ : [0, 1] → D, γ̃(0) ∈
Amk

, γ̃(1) ∈ |γk| i γ̃(t) ∈ D при 0 6 t 6 1. Тодi γ ∗ := fmk
(γ̃) ∈

Γ(A, fmk
(|γk|), D ′). Оскiльки кулi B(xi, ε/4), 1 6 i 6 M0, утворюють

покриття компакта A, знайдеться i ∈ N таке, що γ ∗(0) ∈ B(xi, ε/4)
i γ ∗(1) ∈ fmk

(|γk|). За спiввiдношенням (6.5), |γ ∗| ∩ B(xi, ε/4) ̸=
∅ ̸= |γ ∗| ∩ (D ′ \ B(xi, ε/4)). Отже, за [22, теорема 1.I.5.46] знайде-
ться 0 < t1 < 1 таке, що γ ∗(t1) ∈ S(xi, ε/4). Можна вважати, що
γ ∗(t) ̸∈ B(xi, ε/4) при t > t1. Покладемо γ1 := γ ∗|[t1,1]. З (6.5) випли-
ває, що |γ1| ∩B(xi, ε/2) ̸= ∅ ̸= |γ1| ∩ (D \B(xi, ε/2)). Отже, за [22, те-
орема 1.I.5.46] знайдеться t1 < t2 < 1 таке, що γ ∗(t2) ∈ S(xi, ε/2).
Можна вважати, що γ ∗(t) ∈ B(xi, ε/2) при всiх t < t2. Вважаючи
γ2 := γ ∗|[t1,t2], зауважимо, що крива γ2 є пiдкривою γ ∗, яка нале-
жить Γ(S(xi, ε/4), S(xi, ε/2), A(xi, ε/4, ε/2)).

Остаточно, γ̃ має пiдкриву γ̃2 := γ̃|[t1,t2], таку, що fmk
◦ γ̃2 = γ2,

причому, γ2 ∈ Γ(S(xi, ε/4), S(xi, ε/2), A(xi, ε/4, ε/2)). Отже, спiввiд-
ношення (6.7) встановлене. Покладемо

η(t) =

{
4/ε, t ∈ [ε/4, ε/2],
0, t ̸∈ [ε/4, ε/2] .

Зауважимо, що η задовольняє спiввiдношення (1.5) при r1 = ε/4 i r2 =
ε/2. Оскiльки вiдображення fmk

задовольняє спiввiдношення (1.4), то
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припускаючи тут y0 = xi, отримаємо:

M(Γfmk
(xi, ε/4, ε/2)) 6 (4/ε)n · ∥Q∥1 < c <∞ , (6.8)

де c – деяка додатна стала i ∥Q∥1 – L1-норма функцiї Q в D ′. З (6.7) i
(6.8), враховуючи напiвадитивнiсть модуля сiмей кривих, отримаємо:

M(Γk) 6
4nM0

εn

∫
D ′

Q(y) dm(y) 6 c ·M0 <∞ . (6.9)

Мiркуючи так само, як при доведеннi спiввiдношень (4.8) i викори-
стовуючи умову (6.3), ми отримаємо, що M(Γk) → ∞ при k → ∞, що
суперечить (6.9). Отримане протирiччя доводить лему.

7. Про вiдображення з фiксованою точкою

Зауважимо, що в теоремi 1.2 присутнi досить жорсткi умови як
на межу вiдображеної областi, так i на саму сiм’ю. Зараз ми вкажемо
деякий частинний випадок, в якому вказанi умови можна сформулю-
вати в бiльш витонченому виглядi. З цiєю метою розглянемо наступне
означення. Для областей D,D ′ ⊂ Rn, точок a ∈ D, b ∈ D ′ i довiль-
ної вимiрної за Лебегом функцiї Q : D ′ → [0,∞] позначимо через
Sa,b,Q(D,D

′) сiм’ю всiх вiдкритих, дискретних i замкнених вiдобра-
жень f областi D на D ′, що задовольняють умову (1.4) для кожного
y0 ∈ f(D), таких що f(a) = b. Виконується наступне твердження.

Теорема 7.1. Припустимо, що область D має слабо плоску межу,
жодна iз зв’язних компонент якої не вироджена. Якщо Q ∈ L1(D ′) i
область D ′ локально зв’язна на своїй межi, то кожне вiдображення
f ∈ Sa,b,Q(D,D

′) має неперервне продовження f : D → D ′, причо-
му, f(D) = D ′ i, крiм того, сiм’я Sa,b,Q(D,D ′) усiх продовжених
вiдображень f : D → D ′ є одностайно неперервною в D.

Доведення. Одностайна непервнiсть сiм’ї Sa,b,Q(D,D
′), можливiсть

неперервного продовження на межу кожного f ∈ Sa,b,Q(D,D
′) i рiв-

нiсть f(D) = D ′ випливають з теорем 1.1 i 3.1. Залишилось встанови-
ти одностайну неперервнiсть сiм’ї продовжених вiдображень f : D →
D ′ в точках межi областi D.

Доведемо це твердження вiд супротивного. Припустимо, що сiм’я
Sa,b,Q(D,D ′) не є одностайно неперервною в деякiй точцi x0 ∈ ∂D.
Тодi знайдуться точки xm ∈ D i вiдображення fm ∈ Sa,b,Q(D,D ′),
m = 1, 2, . . . , такi що xm → x0 при m → ∞ i, причому, при деякому
ε0 > 0

h(fm(xm), fm(x0)) > ε0 , m = 1, 2, . . . . (7.1)
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Оберемо довiльним чином точку y0 ∈ D ′, y0 ̸= b, i з’єднаємо її з то-
чкою b деякої кривою в D ′, яку ми позначимо α. Покладемо A := |α|.
Нехай Am – повне пiдняття кривої α при вiдображеннi fm з початком
в точцi a (воно iснує за [16, лема 3.7]). Зауважимо, що h(Am, ∂D) > 0
за замкненiстю вiдображення fm. Тепер можливi наступнi випадки:
або h(Am) → 0 при m → ∞, або h(Amk

) > δ0 > 0 при k → ∞ для
деякої зростаючої послiдовностi номерiв mk i деякого δ0 > 0.

У першому з цих випадкiв, очевидно, h(Am, ∂D) > δ > 0 при де-
якому δ > 0. Тодi сiм’я вiдображень {fm}∞m=1 одностайно неперервна
в точцi x0 за теоремою 1.2, що суперечить умовi (7.1).

У другому випадку, якщо h(Amk
) > δ0 > 0 при k → ∞, ми також

маємо, що h(Amk
, ∂D) > δ1 > 0 при деякому δ1 > 0 за лемою 6.1. Зно-

ву ж таки, за теоремою 1.2 сiм’я {fmk
}∞k=1 є одностайно неперервною

в точцi x0, i це суперечить умовi (7.1).
Отже, в обох з двох можливих випадкiв ми прийшли до проти-

рiччя з (7.1), i це вказує на невiрнiсть припущення про вiдсутнiсть
одностайної неперервностi сiм’ї Sa,b,Q(D,D

′) в D. Теорема доведе-
на.

Вiдкрите питання. В умовах теореми 7.1 присутня умова не-
виродженостi довiльної зв’язної компоненти межi областi D, i вона
iстотно використовується при доведеннi. Чи вiрний аналогiчний
висновок без цiєї умови?
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