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Про неперервнiсть розв’язкiв рiвнянь
пористого середовища та швидкої дифузiї з
вагою та сингулярними молодшими членами

Євген С. Зозуля

(Представлена I. I. Скрипнiком)

Анотацiя. Щодо вагового параболiчного рiвняння

v (x)ut − div(ω(x)um−1∇u) = f(x, t) , u ≥ 0 , m ̸= 1

доводимо неперервнiсть та нерiвнiсть Гарнака для узагальнених
розв’язкiв з точки зору зваженого потенцiалу Рiсса правої частини
рiвняння.
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Ключовi слова та фрази. Квазiлiнiйне параболiчне рiвняння, ва-
гове рiвняння пористого середовища, потенцiал Рiсса, гельдерова не-
перервнiсть, нерiвнiсть Гарнака.

1. Введення

Метою даної роботи є вивчення локальних властивостей розв’яз-
кiв параболiчних рiвнянь з вагою, одним iз прикладiв яких є

v (x)ut − div(ω(x)um−1∇u) = f(x, t) , u ≥ 0 , m ̸= 1 (1.1)

у ΩT = Ω × (0, T ), де v(x), w(x) належать до вiдповiдних класiв
Маккенхаупта, Ω обмежена область у Rn, n ≥ 2, 0 < T < +∞, та
f ∈ L1(ΩT ).

У неваговому випадку, тобто коли v(x) ≡ w(x) = const, цей клас
рiвнянь має численнi застосування та привертає увагу вже кiлька
десятилiть (див. монографiї [4, 28,54,55,81] та посилання на них).

Бiльш узагальнено ми маємо справу з параболiчними рiвняннями
типу

v (x)ut − divA(x, t, u,∇u) = f(x, t) у ΩT , (1.2)
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де векторне поле A = (a1, a2, ..., an) : ΩT × R1 × Rn → Rn є
вимiрюваним за Лебегом стосовно (x, t) ∈ ΩT для всiх (u, ξ) ∈ R1×Rn,
та неперервним щодо (u, ξ) для майже всiх (x, t) ∈ ΩT . Ми
також припускаємо, що наступнi структурнi умови задовольняються
деякими додатними константами K1,K2

A(x, t, u, ξ)ξ ≥ K1w(x)u
m−1|ξ|2 , u ≥ 0

|A(x, t, u, ξ)| ≤ K2w(x)u
m−1|ξ| , m ̸= 1

(1.3)

Для функцiї f(x, t) будемо вважати, що f ∈ L1(ΩT ), а ваговi
коефiцiєнти v(x), w(x) ≥ 0 належать до вiдповiдних класiв v(x) ∈ A∞
w(x) ∈ A2. Нагадаємо тут, що w належить до класу Маккенхаупта
Ap , 1 < p <∞ , якщо

sup
w(B)

|B|

(
1

|B|

∫
B
w

− 1
p−1 (x) dx

)p−1

= Kp,w < +∞ , w(B) =

∫
B
wdx ,

де супремум береться за всiма кулями B ⊂ Rn. Тут ми говоримо, що
v(x) ∈ A∞, якщо iснує p0 > 1 таке, що v(x) ∈ Ap0 .

Безпосереднiм наслiдком означення класу Ap є

w(Bρ(y))

w(Br(y))
≤ Kp,w

(ρ
r

)np
для всiх куль Br(y) ⊂ Bρ(y).

Бiльше того (див [47] для деталей), iснують константи K3 > 0,
0 < ξ1 ≤ 1, 0 < ξ2 < p залежнi тiльки вiд n, p,Kp,w такi, що

K−1
3

(
|Bρ(y)|
|E|

)ξ1
≤ w(Bρ(y))

w(E)
≤ K3

(
|Bρ(y)|
|E|

)ξ2
для будь-якої кулi Bρ(y) та E ⊂ Bρ(y)

Далi будемо вважати, що

K−1
4

(ρ
r

)nν1
≤ v(Bρ(y))

v(Br(y))
≤ K4

(ρ
r

)nν
(1.4)

K−1
4

(ρ
r

)nµ1
≤ w(Bρ(y))

w(Br(y))
≤ K4

(ρ
r

)nµ
, (1.5)

з деякими додатними K4, ν1, µ1, ν, µ i для куль Br(y) ⊂ Bρ(y).
Наступне наше припущення - це спiввiдношення мiж v та w. Фiксу-
ємо y ∈ Ω та R так, що B8R(y) ⊂ Ω i покладемо ψy(r) := r2 v(Br(y))w(Br(y))

,
0 < r ≤ R.
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Припускаємо, що ψy(r) зростає для r ∈ (0, R] i iснують двi додатнi
константи α, K5 такi, що

ψy(r)

ψy(ρ)
≤ K5

(
r

ρ

)α
(1.6)

Можна легко перевiрити, що з (1.4) випливає умова (1.6)(
r

ρ

)2(v(Br(y))
v(Bρ(y))

) 2
q w(Bρ(y))

w(Br(y))
≤ K6, 0 < r < R, q =

2nν

nν − α
(1.7)

з K6 = K
1− 2

q

4 K5 i, навпаки, з нерiвнiстi (1.7) з деякою q > 2 випливає
(1.6) з α = nν1(1− 2

q ).
Зауважимо, що умова (1.7), по сутi, є необхiдною i достатньою,

щоб мати нерiвнiсть Соболєва-Пуанкаре (для уточнення деталей
вiдсилаємо читача до [16]).

Зауваження 1.1. Здається, що умови на ψy(r) досить
природнi. У частинному випадку, коли v = w, вони очевиднi.
У випадку v ≡ 1, слiдуючи [24] вводимо функцiю

ψ̃y(r) :=
(∫

Br(y)
w−n

2 dx
) 2
n ≍ ψy(r), де символ ≍ означає, що iснує

c > 0 така, що c−1ψy(r) ≤ ψ̃y(r) ≤ cψy(r). I попереднi припущен-
ня будуть виконанi для функцiї ψ̃y(r). Також зазначимо, що умо-
ва (1.6) є очевидним наслiдком (1.4), (1.5) якщо µ < ν1 + 2

n , тодi
α = 2 + n(ν1 − µ) > 0. Для формулювання наших результатiв нам
також потрiбно визначення вагового параболiчного потенцiалу Рiс-
са. Для (x0, t0) ∈ ΩT для будь-яких ρ, θ > 0 визначимо Qρ,θ(x0, t0) :=
Bρ(x0)× (t0 − θ, t0), QR,θ(x0, t0) b ΩT . Встановлюємо

Iv,w,f (x0, t0, R, θ) :=

∫ R

0

1

v(Bρ(x0))

∫∫
Qρ,θψx0 (ρ)(x0,t0)

|f(x, t)|dxdtdρ
ρ

(1.8)
У випадку v ≡ w ≡ 1 та θ = 1 потенцiал I1,1,f (x0, t0, R, 1) зводиться
до стандартного зрiзаного параболiчного потенцiалу Рiсса

If (x0, t0, R) :=

∫ R

0
ρ−n

∫∫
Qρ,ρ2 (x0,t0)

|f(x, t)|dxdtdρ
ρ
.

У випадку, коли f залежить лише вiд просторової змiнної та θ = 1 по-
тенцiал Iv,w,f (x0, R, 1) зводиться до елiптичного вагового
потенцiалу Рiсса

Iw,f (x0, R) :=

∫ R

0

ρ2

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

|f(x)|dxdρ
ρ
,
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що збiгається з ваговим потенцiалом Вольфа W f
w,2(x0, R), де

W f
w,p(x0, R) =

∫ R
0

(
ρp

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

|f |dx
) 1
p−1 dρ

ρ щодо деталей,
вiдсилаємо читача до [47].

Коротко нагадаємо означення вагового простору Соболєва для
v ∈ A∞ та w ∈ A2. Через Lp(Ω, v) позначимо набiр вимiрюваних фун-
кцiй u : Ω → R1 таких, що

(∫
Ω v|u|

pdx
) 1
p <∞. Через W 1,2(Ω, v, w) по-

значимо простiр
{
u ∈ L2(Ω, v) ∩W 1,1(Ω) : | ▽ u| ∈ L2(Ω, w)

}
, на-

дiлений нормою ||u||L2(Ω,v) + ||∇u||L2(Ω,w). Простiр W 1,2
0 (Ω, v, w) є за-

мкненням C∞
0 (Ω) у W 1,2(Ω, v, w).

Перш нiж сформулювати основнi результати, згадаємо означення
слабкого рiшення рiвняння (1.2). Нехай m− = min(1,m),
m+ = max(1,m). Тодi говоримо, що u є невiд’ємний слабкий
розв’язок рiвняння (1.2), якщо 0 ≤ u ∈ Cloc(0, T ;L

1+m−

loc (Ω, v)) та

u
m+m−

2
−1|∇u| ∈ L2

loc(0, T ;W
1,2
loc (Ω, v, w)) i для кожної компактної мно-

жини E ⊂ Ω та для кожного пiдiнтервалу (t1, t2) ⊂ (0, T ) наступна
тотожнiсть∫
E

vuφdx

∣∣∣∣t2
t1

+

t1∫
t2

∫
E

(−vuφt +A(x, t, u,∇u)∇φ) dxdt =
t1∫
t2

∫
E

fφdxdt

(1.9)
слушна для будь-якої тестової функцiї φ ∈ L2(0, T ;W 1,2

0 (E, v, w)),
φ, φt ∈ L∞(E × (0, T )).

Константи m, n, K2,w, Kp0,v, K1, ...,K6 надалi називаються дани-
ми. У наступному γ позначає константу, залежну лише вiд даних, якi
можуть змiнюватись вiд рядка до рядка.

Вiдзначимо наступнi двi теореми, якi були доведенi в [85] i з яких
випливає обмеженiсть слабких розв’язкiв рiвняння (1.2).

Теорема 1.1. Нехай u – невiд’ємний слабкий розв’язок рiвняння
(1.2), нехай виконуються умови (1.3)–(1.6) та нехай m > 1. Тодi
iснують додатнi константи λ0 ∈ (0, 1), c1, залежнi лише вiд даних,
такi, що для всiх λ ∈ (0, λ0), майже для всiх (x0, t0) ∈ ΩT i будь-
якого цилiндра QR,θ(x0, t0) ⊂ ΩT наступна нерiвнiсть має мiсце
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u(x0, t0) ≤ c1

 1

v(BR(x0))ψx0(R)

∫∫
QR,θ(x0,t0)

vum+λdxdt


1

1+λ

+ c1

 1

w(BR(x0))ψx0(R)

∫∫
QR,θ(x0,t0)

wum+λdxdt


1

1+λ

+ c1

(
ψx0(R)

θ

) 1
m−1

+ c1Iv,w,f

(
x0, t0, c1R,

θ

ψx0(R)

)
. (1.10)

Теорема 1.2. Нехай u – невiд’ємний слабкий розв’язок рiвняння
(1.2), нехай виконуються умови (1.3)–(1.6) та нехай

0 < 1− α

n
min

(
1

ν
,
1

µ

)
< m < 1. (1.11)

Тодi iснують додатнi константи λ0 ∈ (0, 1), c1, залежнi лише вiд
даних, такi, що для всiх λ ∈ (0, λ0), майже для всiх (x0, t0) ∈ ΩT i
будь-якого цилiндра QR,θ(x0, t0) ⊂ ΩT наступна нерiвнiсть має мiсце

u(x0, t0) ≤ c1

(
ψx0(R)

θ

) nν
α+(m−1)nν+αλ

×
(

1

v(BR(x0))θ

∫∫
QR,θ(x0,t0)

vu1+λdxdt

) α
α+(m−1)nν+αλ

+c1

(
ψx0(R)

θ

) nµ
α+(m−1)nµ+αλ

×
(

1

w(BR(x0))θ

∫∫
QR,θ(x0,t0)

wu1+λdxdt

) α
α+(m−1)nµ+αλ

+ c1

(
θ

ψx0(R)

) 1
1−m

+c1

(
ψx0(R)

θ

) nν
α+(m−1)nν

Iv,w,f

(
x0, t0, c1R,

θ

ψx0(R)

) α
α+(m−1)nν

(1.12)

Основними результатами даної статтi є
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Теорема 1.3. Нехай виконуються умови (1.3)–(1.6) та (1.10).
Нехай u – обмежений слабкий розв’язок рiвняння (1.2). Припустимо
також, що

lim
R→0

sup
(x,t)∈ΩT

Iv,w,f (x, t, R) = 0 (1.13)

Тодi u є локально неперервною, тобто u ∈ Cloc(ΩT ).

Наступний результат – нерiвнiсть Гарнака для невiд’ємних
розв’язкiв рiвняння (1.2).

Теорема 1.4.Нехай виконуються умови (1.3)–(1.6), (1.10) та
m > 1. Нехай u – обмежений слабкий розв’язок рiвняння (1.2). Тодi
iснують константи c2, c3 > 0 залежнi лише вiд даних, таких, що
для всiх внутрiшнiх цилiндрiв Q8R,8ψx0 (R)θ(x0, t0) ⊂ ΩT або

u(x0, t0) ≤ c2 sup
(x,t)∈ΩT

Iv,w,f (x, t, R, c2u(x0, t0)
1−m) (1.14)

або

u(x0, t0) ≤ c2 inf
BR(x0)

u(x, t0 + θψx0(R)), θ :=

(
c3

u(x0, t0)

)m−1

(1.15)

Перш нiж описати метод доведення, кiлька слiв, що стосуються
iсторiї проблеми. Основнi якiснi властивостi розв’язкiв однорiдних
лiнiйних елiптичних рiвнянь дивергентного типу другого порядку з
вимiрюваними коефiцiєнтами без членiв нижчого порядку, такi як
локальна обмеженiсть, неперервнiсть за Гельдером та нерiвнiсть Гар-
нака, вiдомi ще з результатiв Де Джорджi [27], Неша [64] та Мозе-
ра [61, 62]. Цi результати було розширено Серрiном [68], Ладижен-
ською та Уральцевою [54,55], Аронсоном та Серрiном [3], та Трудiн-
гером [79] до широкого класу елiптичних та параболiчних рiвнянь
(m = 1) з членами нижчого порядку з вiдповiдних класiв Lq-класiв.
Аналогiчнi результати для рiвнянь пористого середовища або еволю-
цiйних рiвнянь з p -Лапласiаном з’явилися набагато пiзнiше. Щодо
неперервностi розв’язкiв рiвнянь пористого середовища, ми посилає-
мо читача до вiдомих робiт Каффареллi, Фрiдмана [14], Каффареллi,
Еванса [13] та Дi Бенедетто, Фрiдмана [31]. Дi Бенедетто розробив
iнновацiйний метод внутрiшнього масштабування (див. [28] та поси-
лання на тамтешнi оригiнальнi документи) та довiв Гельдерову непе-
рервнiсть слабких розв’язкiв еволюцiйних рiвнянь з p -Лапласiаном з
членами нижчого порядку з Lq-класiв.

Що стосується елiптичних та параболiчних рiвнянь iз сингуляр-
ними членами нижчого порядку, ми вiдсилаємо читача на пiонерську
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статтю Айзенмана та Саймона [2], де неперервнiсть та нерiвнiсть Гар-
нака слабких розв’язкiв рiвняння −∆u + V (x)u = 0 були доведенi
за умови класу Като на потенцiал V . Крiм того, вони показали, що
умова типу Като на потенцiал V необхiдна для обгрунтованостi не-
рiвностi Гарнака. Цей результат поширили на лiнiйнi елiптичнi та
параболiчнi рiвняння з членами нижчого порядку Чiаренца, Фабес
та Гарофало [20], Курата [52] та Чжан [83, 84]. Першого iстотного
переходу до рiвняння з p -Лапласiаном з мiрою досягли Кiлпелай-
нен i Малий [50], де були встановленi точковi оцiнки для розв’яз-
кiв рiвнянь такого типу з точки зору нелiнiйного потенцiалу Воль-

фа Wµ
1,p(x, r) мiри µ : Wµ

β,p(x, r) :=
∫ r
0

(
µ(Bρ(x))
ρn−βp

) 1
p−1 dρ

ρ . Цi резуль-
тати згодом були поширенi Трудiндером та Вангом [80] та Лабутi-
ним [53] на нелiнiйнi та субелiптичнi квазiлiнiйнi рiвняння. Для па-
раболiчних рiвнянь вiдповiднi результати були нещодавно отриманi
Лiскевичем В. та Скрипнiком I. I. [56, 57] для еволюцiйних рiвнянь
з p -Лапласiаном, також для рiвнянь пористого середовища [5–7, 12,
57, 76]. Нерiвномiрно елiптичнi та неоднорiднi параболiчнi рiвнян-
ня без / або з сингулярними молодшими членами. Першi результати
в цьому напрямку отримали Фабс, Кенiг i Сепарiонi [35] i Гутiєр-
рес [42] для зваженого лiнiйного елiптичного рiвняння з вагою, що
є представником A2 класа Маккенхаупта. Вiдсилаємо читача до [1,
8–11, 15–26, 34–49, 59, 63, 65–67, 77, 78, 83] для перегляду результа-
тiв. Здається, що питання нерiвностi Гарнака для розв’язкiв рiвнянь
пористого середовища та рiвнянь швидкої дифузiї з сингулярними
молодшими членами досi залишається вiдкритим. У цiй роботi ми
зробимо першу спробу вивчити нерiвнiсть Гарнака для розв’язкiв ви-
роджених рiвнянь пористої середовища та швидкої дифузiї, збурених
сингулярнiстю молодшого члена. Зазначимо, що в неваговому випад-
ку ми вiдновлюємо результат щодо неперервностi Богелейн, Дюзара
та Чианацца [5–7]. Також зазначимо, що ми вiдновлюємо результат
Бонфорте та Симонова [11], де нерiвнiсть Гарнака була доведена для
рiвняння |x|α1ut − div

(
|x|α2um−1∇u

)
= 0, m < 1, для натуральних

значень α1 та α2.
Зауважимо також, що зважений потенцiал Рiсса Iv,w,f вiдiграє

таку ж роль, як i лiнiйний потенцiал Рiсса If у лiнiйному та квазiлi-
нiйному випадках, ми посилаємо читача до [47].

Труднощi, що виникають тут, пов’язанi не лише з наявнiстю
функцiї f ∈ L1

loc(ΩT ) але також з наявнiстю вагових функцiй v та
w. Наша стратегiя доведення схожа на стратегiю [28]. Однак через
структурнi умови будови iтерацiю типу Де Джорджi використовувати
не можна. Натомiсть ми адаптуємо iтерацiйний метод Кiлпелайнен–
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Малий [50], який було розвинуто [56,57] та [5–7, 12, 57, 76] для рiвнянь
пористого середовища та еволюцiйних рiвнянь з p -Лапласiаном.

2. Допомiжний матерiал та iнтегральнi оцiнки
розв’язкiв

2.1. Допомiжнi пропозицiї

Наступнi леми будуть використанi у подальшому. Перша – вагова
нерiвнiсть Соболєва–Пуанкаре (див. [16]).

Лема 2.1. Нехай p > 1, w1 ∈ Ap, w2 ∈ A∞ та нехай

(
r

ρ

)p(w2(Br(y))

w2(Bρ(y))

) p
q w1(Bρ(y))

w1(Br(y))
≤ c (2.1)

для кожної кулi Br(y) ⊂ Bρ(y), iснують деякi c > 0 та деякi q > p.
Тодi iснує γ > 0, що залежить тiльки вiд даних, q i c така, що

 1

w2(BR(x))

∫
BR(x)

w2|φ|qdx


1
q

≤ γR

 1

w1(BR(x))

∫
BR(x)

w1|∇φ|pdx


1
p

(2.2)
для кожної кулi BR(x) та кожної φ ∈ C∞

0 (BR(x)), 1

w2(BR(x))

∫
BR(x)

w2|φ− φR|qdx


1
q

≤ γR

 1

w1(BR(x))

∫
BR(x)

w1|∇φ|pdx


1
p

(2.3)

для кожної кулi BR(x) та кожної φ ∈ C∞(BR(x)). Тут

φR =
1

w2(BR(x))

∫
BR(x)

w2φdx та φR =
1

|BR(x)|

∫
BR(x)

φdx.

Наступна лема – параболiчна версiя теореми Соболєва (див. [22,
25]).
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Лема 2.2. Нехай w ∈ A2, v ∈ A∞ i нехай слушна нерiвнiсть (2.1)
для w2 = v, w1 = w, p = 2 та деякої q > 2. Тодi iснують h, γ > 0, що
залежать тiльки вiд даних, такi, що

∫∫
QR,τ (x,t)

w|φ|2+p1hdxdt ≤ γ

 1

v(BR(x))
sup

t−τ<t<t

∫
BR(x)

v|φ|p1dx


h

×R2

∫∫
QR,τ (x,t)

w|∇φ|2dxdt,

(2.4)

1

v(BR(x))

∫∫
QR,τ (x,t)

v|φ|2+p1hdxdt

≤ γ

 1

v(BR(x))
sup

t−τ<t<t

∫
BR(x)

v|φ|p1dx


h

R2

w(BR(x))

∫∫
QR,τ (x,t)

w|∇φ|2dxdt,

(2.5)
для кожного цилiндра QR,τ (x, t) та кожної

φ ∈ C
(
t− τ, t;Lp1(BR(x), v)

)
∩ L2(t− τ, t;W 1,2

0 (BR(x), v, w)).

Наступна лема – ваговий аналог вiдомої лемми Де Джорджi–
Пуанкаре.

Лема 2.3. Let p > 1, w ∈ Ap, v ∈ A∞ i нехай слушна нерiвнiсть
(2.1) для w1 = v, та нехай k i l дiйснi числа такi, що l > k. Тодi
iснує додатна константа γ, що залежить тiльки вiд даних, така,
що

(l − k)pv(Ak,R)(v(BR(x))− v(Al,R))

≤ γRp
v2(BR(x))

w(BR(x))

∫
Al,R\Ak,R

w|∇φ|pdx (2.6)

для кожної кулi BR(x) та кожної u ∈ C∞(BR(x)). Тут позначили
Ak,R = {x ∈ BR(x) : u(x) < k} , v(Ak,R) =

∫
Ak,R

vdx.

Доведення. Використовуємо нерiвнiсть (2.3) для функцiї
φ = (l −max(u, k))+ та φR = 1

v(BR(x))

∫
BR(x)

vφdx. Тодi



Є. С. Зозуля 113

φR ≤ (l − k)
v(Al,R)
v(BR(x))

≤ l − k i за допомогою нерiвностi Гельдера,
отримаємо

(l − k)p
v(Al,R)

v(BR(x))

(
1−

v(Al,R)

v(BR(x))

)
≤ 1

v(BR(x))

∫
Ak,R

v(φ− φR)
pdx

≤

 1

v(BR(x))

∫
BR(x))

v|φ− φR|qdx


p
q

≤ γ
Rp

w(BR(x))

∫
Al,R\Ak,R

w|∇u|pdx,

що доводить лему.

2.2. Локальнi енергетичнi оцiнки

Лема 2.4. Нехай u – обмежений невiд’ємний слабкий розв’язок
рiвняння (1.2) у ΩT . Тодi iснує константа γ > 0 , що залежить
тiльки вiд даних, така, що для кожного цилiндра Qρ,τ (x, t) ⊂ ΩT ,
будь-яких l > 0, k ≥ 2 та будь-якої гладкої ζ(x, t), що дорiвнює нулю
при (x, t) ∈ ∂Bρ(x)× (t− τ, t) що виконується

sup
t−τ<t<t

∫
Bρ(x)

v

u∫
l

(sm
− − lm

−
)dsζkdx+ +

∫∫
L

wum+m−−2|∇u|2ζkdxdt

≤
∫

Bρ(x)

v

u∫
l

(sm
− − lm

−
)dsζk(x, t− τ)dx

+γ

∫∫
L

vum
−
(u− l)|ζt|ζk−1dxdt

+γ

∫∫
L

wum−m−
(um

− − lm
−
)2|∇ζ|2ζk−2dxdt

+γ

∫∫
L

|f |(um− − lm
−
)ζkdxdt,

(2.7)

sup
t−τ<t<t

∫
Bρ(x)

v

l∫
u

(lm
− − sm

−
)dsζkdx

+

∫∫
L̃

wum+m−−2|∇u|2ζkdxdt
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≤
∫

Bρ(x)

v

l∫
u

(lm
− − sm

−
)dsζk(x, t− τ)dx+ γlm

−
∫∫
L̃

v(l − u)|ζt|ζk−1dxdt

+γ

∫∫
L̃

wum−m−
(lm

− − um
−
)2|∇ζ|2ζk−2dxdt

+γ

∫∫
L̃

|f |(lm− − um
−
)ζkdxdt,

(2.8)

де L = Qρ,τ (x, t) ∩ {u > l} , L̃ = Qρ,τ (x, t) ∩ {u < l}.

Доведення. Пiдставляючи у iнтегральну тотожнiсть (1.9) тестову фун-
кцiю φ = (um

− − lm
−
)±ζ

k, використовуючи умови (1.3) та нерiвнiсть
Юнга отримаємо (2.7).

Лема 2.5. Нехай u невiд’ємний слабкий розв’язок (1.2) у ΩT .
Тодi iснує γ > 0 що залежить тiльки вiд даних, така, що для ко-
жного цилiндра Qρ,τ (x, t) ⊂ ΩT , будь-яких λ ∈ (0, 1), a, l, δ > 0, k ≥ 2
i будь-якої гладкої ζ(x, t) який дорiвнює нулю на параболiчнiй межi
Qρ,τ (x, t) маємо

1

δ
sup

t−τ<t<t

∫
Bρ(x)

v

u∫
l

1−

(
1 + a

sm
− − lm

−

δm−

)−λ
 dsζkdx

+
a

δm−+1

∫∫
L

wum−m− |∇um− |2ζk(
1 + au

m−−lm−

δm−

)1+λdxdt
≤ γ

∫∫
L

v
u− l

δ
|ζt|ζk−1dxdt

+γ
δm

−−1

a

∫∫
L

wum−m−

(
a
um

− − lm
−

δm−

)1+λ

|∇ζ|2ζk−2dxdt

+
γ

δ

∫∫
Qρ,τ (x,t)

|f |dxdt,

(2.9)
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1

δ
sup

t−τ<t<t

∫
Bρ(x)

v

l∫
u

1−

(
1 + a

lm
− − sm

−

δm−

)−λ
 dsζkdx+

+
a

δm−+1

∫∫
L̃

wum−m− |∇um− |2ζk(
1 + a l

m−−um−

δm
−

)1+λdxdt ≤ γ

∫∫
L̃

v
l − u

δ
|ζt|ζk−1dxdt+

+ γlm−m− δm
−−1

a

∫∫
L̃

wum−m−

(
a
lm

− − um
−

δm−

)1+λ

|∇ζ|2ζk−2dxdt+

+
γ

δ

∫∫
Qρ,τ (x,t)

|f |dxdt,

(2.10)

Доведення. Спочатку зауважимо, що

1− (1 + u)−λ ≍ u

1 + u
= 1− (1 + u)−1, u > 0. (2.11)

Тестуючи (1.9) за допомогою функцiї

φ =

1−

(
1 + a

(um
− − lm

−
)+

δm−

)−λ
 ζk,

використовуючи умови (1.3), (2.11) та нерiвнiсть Юнга, приходимо
до (2.9).

Тестуючи (1.9) за допомогою функцiї

φ =

1−

(
1 + a

(lm
− − um

−
)+

δm−

)−λ
 ζk,

використовуючи умови (1.3), (2.11) та нерiвнiсть Юнга, приходимо
до (2.10).

3. Лема типу Де Джорджi

Нагадаємо, що наша стратегiя доведення неперервностi та нерiв-
ностi Гарнака є такою, як у [28]. Наш головний результат цього роз-
дiлу – лема типу Де Джорджi (див. [27]). Однак через рiзнi умови
структури iтерацiю типу Де Джорджi використовувати не можна.
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Замiсть цього ми адаптуємо Кiлпелайнен—Малий–iтерацiю [50] в по-
єднаннi з iдеями [29], де методика Кiлпелайнен–Малий була адапто-
вана до невагових параболiчних p- Лапласа рiвнянь та рiвнянь пори-
стих середовищ. Позначимо через µ±, ω невiд’ємнi числа такi, що
µ+ ≥ sup

Qρ,θψx(ρ)(x,t)

u, µ− ≤ inf
Qρ,θψx(ρ)(x,t)

u, ω = µ+ − µ− i ми встанов-

люємо

If (ρ, θ) = sup
(x,t)∈ΩT

Iv,w,f (x, t, ρ, θ).

Теорема 3.1. Нехай будуть виконанi умови теореми 1.3. Фi-

ксуємо ξ ∈ (0,
1

2
), η ∈ (0, 1), тодi iснують η1, η2 ∈ (0, 1) залежнi

лише вiд вiдомих параметрiв, ξ, η, θ та ω такi, що якщо

v
({
Qρ,θψx(ρ)(x, t) : u ≤ ξω

})
≤ η1v(Qρ,θψx(ρ)(x, t)), (3.1)

та
w
({
Qρ,θψx(ρ)(x, t) : u ≤ ξω

})
≤ η1w(Qρ,θψx(ρ)(x, t)), (3.2)

тодi або
ξω ≤ η−1

2 If (ρ, θ) (3.3)

або

u(x, t) ≥ ηξω, для майже всiх (x, t) ∈ Q ρ
2
, θ
2
ψx(ρ)

(x, t). (3.4)

Так само, якщо µ+ ≤ 13

12
ω,

v
({
Qρ,θψx(ρ)(x, t) : u ≥ µ+ − ξω

})
≤ η1v(Qρ,θψx(ρ)(x, t)), (3.5)

та

w
({
Qρ,θψx(ρ)(x, t) : u ≥ µ+ − ξω

})
≤ η1w(Qρ,θψx(ρ)(x, t)), (3.6)

тодi або (3.3) маємо, або

u(x, t) ≤ µ+ − ηξω, майже для всiх (x, t) ∈ Q ρ
2
, θ
2
ψx(ρ)

(x, t), (3.7)

тут для множини E ⊂ Rn+1 визначаємо v(E) =
∫∫
E vdxdt та

w(E) =
∫∫
E wdxdt. Далi будемо вважати, що (3.2) порушено, тобто

ξω ≥ η−1
2 If (ρ, θ). (3.8)



Є. С. Зозуля 117

Доведення. Доведемо (3.1)–(3.4). Фiксуємо точку (x1, t1) ∈ Q ρ
2
, θ
2
(x, t)

та обираємо σ ∈ (0, 1) з умови K4σ
1

2+nν1 = 1
2 . Для j = −1, 0, 1, ...

визначаємо послiдовностi ρj := ψ−1
x1 (σ

j+1ψx1(ρ)), θj := σj+1θψx1(ρ),
Bj := Bρj (x1), Qj := Bj × (t1 − θj , t1), Lj := Qj ∩ {u < lj} , fj :=
∞∑

i=j+1

1
v(Bi)

∫∫
Qi

|f |dxdt.

I нехай ζj ∈ C∞(Qj) будуть такими, що 0 ≤ ζj ≤ 1, ζj = 1 у
B 1

2
ρj (x1)×

(
t1 − 1

2θj , t1
)
ζj = 0 для t ≤ t1−θj , ζj = 0 для |x−x1| > ρj ,

0 ≤ ζj ≤ 1 and |∇ζj | ≤ 2
ρj
,

∣∣∣∣∂ζj∂t ∣∣∣∣ ≤ 2
θj
.

Почнемо з вибору послiдовностей {lj}j∈N та {δj}j∈N .
Нехай τ = τ(θ, ω) := (ξω)1−m

θ та нехай

Aj(l) := max

(
1

τ
, τ

1
h

)∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)(
lj − u

lj − l

)1+λ

ζk−2
j dxdt,

(3.9)
де λ ∈ (0, 1) та k ≥ 2 залежнi вiд вiдомих параметрiв i будуть визна-
ченi пiзнiше та h > 0 було визначено у Лемi 2.2. Зауважимо, що у
(1.4), (1.5)

ψx1(ρ) ≤ K2
42
n(ν+µ)ψx(ρ) ≤ K2

42
2n(ν+µ)ψx1(ρ)

i на наш вибiр σ маємо Qj+1 ⊂ Qj ⊂ ... ⊂ Q0 ⊂ Qρ,θ(x, t),
j = 0, 1, 2, ... та {ζj+1 ̸= 0} ⊂ {ζj = 1} , j = 0, 1, 2, ..., . Бiльше то-
го, за нашим вибором ρj та θj маємо

fi ≤ γ

∞∑
i=j+1

∫ ρi−1

ρi

1

v(Br(x1))

∫∫
Qr,ψx1 (r)θ(x1,t1)

|f |dxdt

≤ γ

∫ ρj

0

1

v(Br(x1))

∫∫
Qr,ψx1 (r)θ(x1,t1)

|f |dxdt ≤ γIv,w,f (x1, t1, ρ, θ),

j = −1, 0, 1, ...,
Нехай l0 = ξω та нехай l = l0

2 (1+
1
2η)+

1
4η

−1
2 f0 =

ηξω
4 + l0

2 +
1
4η

−1
2 f0 ≥

≥ ηξω
2 + 1

2η
−1
2 f0. За (3.1), (3.2) отримаємо

A0(l) := max

(
1

τ
, τ

1
h

)

×
∫∫
L0

(
v

v(Q0)
+

w

w(Q0)

)(
l0 − u

l0 − l

)1+λ

ζk−2
0 dxdt ≤ γ

τ
(1 + τ)

1
h
+1
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×
{
v({Q0 : u ≤ ξω})

v(Q0)
+
w({Q0 : u ≤ ξω})

w(Q0)

}
≤ γ

τ
(1 + τ)

1
h
+1

×

{
v(
{
Qρ,ψx(ρ)(x, t) : u ≤ ξω

}
)

v(Qρ,ψx(ρ)(x, t))
+
w(
{
Qρ,ψx(ρ)(x, t) : u ≤ ξω

}
)

w(Qρ,ψx(ρ)(x, t))

}
≤ γ

τ
(1 + τ)

1
h
+1η1.

Фiксуємо число κ ∈ (0, 1), яке залежить тiльки вiд даних та оби-
раємо η1 виходячи з умови

γθ(ξω)m−1

(
1 +

(ξω)m−1

θ

) 1
h
+1

η1 ≤
κ

2
, (3.10)

тодi отримаємо A0(l) ≤ κ
2 . A0(l) є зростаючою i неперервною фун-

кцiєю при A0(l) → ∞ та l → l0, нерiвнiсть A0(l) ≤ κ
2 забеспечує

iснування l̃ ∈ (l, l0) такого, що A0(l̃) = κ. Якщо l̃ < l0 − 1
4(f−1 − f0)

покладемо l1 = l̃ i якщо l̃ ≥ l0 − 1
4(f−1 − f0) тодi встановлюємо

l1 = l0 − 1
4(f−1 − f0) i в обох випадках δ0 = l0 − l1.

Лема 3.1. Припустимо, вже обрали l1, ..., lj таке, що

ηξω

4
+
li−1

2
+
η−1
2

4
fi−1 < li ≤ li−1 −

1

4
(fi−1 − fi), i = 1, 2, ..., j, (3.11)

li ≥
ηξω

2
+
η−1
2

2
fi−1, i = 1, 2, ..., j, (3.12)

Ai−1(li) ≤ κ, i = 1, 2, ..., j, (3.13)

тодi

Aj(l) ≤
κ

2
, l =

η

4
ξω +

li
2
+
η−1
2

4
fj . (3.14)

Доведення. Спочатку зауважимо, що в (3.11) та (3.12) маємо

lj − l =
lj
2
− η

4
ξω +

η−1
2

4
fj ≥

lj−1

4
− η

8
ξω +

η−1
2

8
fj−1 −

η−1
2

4
fj

=
1

4
(lj−1 − lj) +

1

4
lj −

η

8
ξω +

η−1
2

8
fj−1 −

η−1
2

4
fj ≥

1

4
(lj−1 − lj)

+
η−1
2

4
(fj−1 − fj).

(3.15)

Нехай ũ = max
(
u, η4ξω

)
, тодi Lj = Qj ∩ {ũ < lj} та

(lj − u)+ ≤ 2(lj − ũ)+ ≤ 2l1−m
−

j

lj∫
ũ

sm
−−1ds =

2

m− l
1−m−

j (lm
−

j − ũm
−
)+
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≤ 2

m− l
1−m−

j (lm
−

j − um
−
)+ ≤ 2

m− l
1−m−

j (lj − u)+,

отже з (3.10) для будь-якого ε ∈ (0, 1) отримаємо

Aj(l) = max

(
1

τ
, τ

1
h

)∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)(
lj − u

lj − l

)1+λ

ζk−2
j dxdt

≤ γmax

(
1

τ
, τ

1
h

)

×
∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)((
lj

lj − l

)1−m−
lm

−
j − ũm

−

(lj − l)m−

)1+λ

ζk−2
j dxdt

≤ ε1+λγmax

(
1

τ
, τ

1
h

)(
v(Lj)

v(Qj)
+
w(Lj)

w(Qj)

)
+ γ(ε)max

(
1

τ
, τ

1
h

)
∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)
G

2(1+λ)
1−λ

((
lj − l

lj

)m−−1 lm
−

j − ũm
−

(lj − l)m−

)
ζk−2
j dxdt

(3.16)

Перепишемо нерiвнiсть (2.10) за допомогою a = aj :=
(

lj
lj−l

)1−m−

та δ = δj(l) := lj − l у термiнах функцiй ũ, G та F. Тодi ũ ≥ nξω
4 та

nξω
2 ≤ lj ≤ ξω i маємо

sup
t1−θj<t<t1

∫
Bj

vFj(aj)ζ
k
j dx+ (ξω)m−1

∫
Lj

w|∇Gj(aj)|2ζkj dxdt

γ

θj

∫
Lj

v
lj − u

δj(l)
ζk−2
j dxdt+

γ(ξω)m−1

ρ2j

∫
Lj

w

(
lj − u

lj − l

)1+λ

ζk−2
j dxdt

+
γ

δj(l)

∫∫
Qj

|f |dxdt,

(3.17)

тут ми позначили Fj(aj) = F (ũ, aj), Gj(aj) = G

(
aj

lm
−

j −ũm−

δm
−

j (l)

)
. Якщо

τ ≤ 1, виходячи з Леми 2.2, (3.12), оберемо λ, k з умов
0 < λ < h

h+2 , k2
2λ

(1−λ)h = 1, k2 = k−2
2+ 4λ

1−λ
, використовуючи той факт, що

ρ2j
w(Bj)

=
ψx1(ρj)

v(Bj)
,
ψx1(ρj)

θj
=
ψx1(ρ)

θ
≍ ψx(ρ)

θ
,
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та

I1 =
1

v(Qj)

∫∫
Lj

v
lj − u

δj(l)
dxdt+

1

τ

1

w(Qj)

∫∫
Lj

v

(
lj − u

δj(l)

)1+λ

dxdt

+
1

τ

1

w(Qj)

∫∫
Lj

v

(
lj − u

δj(l)

)1−λ
dxdt+

1

δj(l)

1

v(Bj)

∫∫
Qj

|f |dxdt,

отримаємо для будь-яких ε, ε1 ∈ (0, 1)

γ(ε)

τ

∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)
G

2(1+λ)
1−λ

j (aj)ζ
k−2
j dxdt

≤ γ(ε)

(
ε1 +

γ(ε1)

v(Bj)
sup

t1−θj<t<t1

∫
Bj

vFj(aj)ζ
4k2λ

(1−λ)h
j dx

)h
×(ξω)m−1

v(Bj)

∫∫
Lj

w|∇(Gj(aj)ζ
k
2
j )|

2dxdt ≤ εh1γ(ε)I1 + γ(ε, ε1)I
1+h
1 .

(3.18)

Якщо τ ≥ 1 представимо Lj як L
′′
j = L

′
j ∪ L

′′
j ,

L
′
j = Lj ∩

{
aj

lm
−

j −um−

δm
−

j (l)
< ε1

}
, L

′′
j = Lj \ L

′
j , використовуючи нерiв-

нiсть aj
lm

−
j −um−

δm
−

j (l)
≤ γ(ε1)

δj(l)
F (u, aj) на L

′′
j , (див. доведення (3.12)), та

покладене

I2 =
τ

1
h

v(Qj)

∫∫
Lj

v
lj − u

δj(l)
dxdt+

τ
1
h

w(Qj)

∫∫
Lj

w

(
lj − u

δj(l)

)1+λ

dxdt

+
τ

1
h

w(Qj)

∫∫
Lj

w

(
lj − u

δj(l)

)1−λ
dxdt+

τ
1
h

v(Bj)

1

δj(l)

∫∫
Qj

|f |dxdt,
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отримаємо для будь-яких ε, ε1 ∈ (0, 1)

γ(ε)τ
1
h

∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)
G

2(1+λ)
1−λ

j (aj)ζ
k−2
j dxdt

≤ ε1γ(ε)τ
1
h

(
v(L

′
j)

v(Qj)
+
w(L

′
j)

w(Qj)

)

+γ(ε, ε1)

 τ
1
h

v(Bj)
sup

t1−θj<t<t1

∫∫
L
′′
j (t)

vFj(aj)ζ
4k2λ

(1−λ)h
j dx


h

× τ
1
h

v(Bj)
(ξω)m−1

∫∫
Lj

w|∇(Gj(aj)ζ
k
2
j )|

2dxdt

≤ ε1γ(ε)τ
1
h

(
v(Lj)

v(Qj)
+
w(Lj)

w(Qj)

)
+ γ(ε, ε1)I

1+h
2 .

(3.19)

Збираючи оцiнки (3.16), (3.18) та (3.19) приходимо до

Aj(l) ≤
(
ε1+λ + ε1γ(ε)

)
max

(
1

τ
, τ

1
h

)(
v(Lj)

v(Qj)
+
w(Lj)

w(Qj)

)

+ε1γ(ε)I1 + ε1γ(ε, ε1)(I1 + I2)
1+h. (3.20)

Оцiнимо члени у правiй частинi (3.20). З (3.13) маємо

v(Lj)

v(Qj)
+
w(Lj)

w(Qj)
=

∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)(
lj−1 − lj
lj−1 − lj

)1+λ

ζk−2
j−1 dxdt

≤
∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)(
lj−1 − u

lj−1 − lj

)1+λ

ζk−2
j−1 dxdt

≤ γ

∫∫
Lj−1

(
v

v(Qj−1)
+

w

w(Qj−1)

)(
lj−1 − u

lj−1 − lj

)1+λ

ζk−2
j−1 dxdt

=
Aj−1(lj)

max
(
1
τ , τ

1
h

) ≤ γκ

max
(
1
τ , τ

1
h

) . (3.21)
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Тодi lj−1−u
lj−1−lj = 1 +

lj−u
lj−1−lj ≥ 1 у Lj , з (3.15) отримаємо

1
τ + τ

1
h

v(Qj)

∫∫
Lj

v
lj − u

δj(l)
dxdt+

1
τ + τ

1
h

w(Qj)

∫∫
Lj

w

(
lj − u

δj(l)

)1+λ

dxdt

+
1
τ + τ

1
h

w(Qj)

∫∫
Lj

w

(
lj − u

δj(l)

)1−λ
dxdt

≤ γmax

(
1

τ
, τ

1
h

)∫∫
Lj

(
v

v(Qj)
+

w

w(Qj)

)(
lj−1 − u

lj−1 − lj

)1+λ

dxdt

≤ γmax

(
1

τ
, τ

1
h

)∫∫
Lj

(
v

v(Qj−1)
+

w

w(Qj−1)

)(
lj−1 − u

lj−1 − lj

)1+λ

ζk−2
j−1 dxdt

≤ γAj−1(lj) ≤ γκ,
(3.22)

та
1 + τ

1
h

v(Bj)δj(l)

∫∫
Qj

|f |dxdt ≤ γ
(
1 + τ

1
h

)
η2. (3.23)

Тому з (3.20)–(3.23) випливає нерiвнiсть

Aj(l) ≤
(
ε1+λγ + ε1γ(ε)κ+ γ(ε, ε1)(κ+ τ

1
h η2)

)1+h
.

Обираємо ε з умови ε1+λγ = 1
16 , далi обираємо ε1 з умови

ε1γ(ε) =
1
16 , фiксуємо κ за умови γ(ε, ε1)κ

h = 1
16 та обираємо η2 до-

статньо малим, щоб виконувалась нерiвнiсть

η2 ≤ κ(θωm−1)
1
h , (3.24)

Робимо висновок, що
Aj(l) ≤

κ

2
,

це завершує доказ Леми 3.1.

Далi, оскiльки Aj(l) є зростаючою i неперервною функцiєю при
Aj(l) → ∞ та l → lj , нерiвнiсть (3.14) забезпечує iснування l̃ ∈ (l, lj)
таку, що Aj(l̃) = κ. Якщо l̃ < lj − 1

4(fj−1 − fj) покладемо lj+1 = l̃ та
якщо l̃ ≥ lj − 1

4(fj−1 − fj), тодi покладемо lj+1 = lj − 1
4(fj−1 − fj) i в

обох випадках матимемо δj = lj − lj+1.
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Лема 3.2. Для будь-якого j ≥ 1 виконується наступна нерiв-
нiсть

δj ≤
1

2
δj−1 + γ(1 + τ

1
h )

1

v(Bj)

∫∫
Qj−1

|f |dxdt. (3.25)

Доказ леми повнiстю аналогiчний (3.14). Ми припускаємо, що δj >
1
2δj−1, бо в iншому випадку (3.25) очевидно. Ця нерiвнiсть передбачає,
що Aj(lj+1) = κ. Оцiнюємо Aj(lj+1) аналогiчно (3.16), (3.18)–(3.22),
тодi отримаємо

κ ≤ (ε1+λγ + ε1γ(ε))κ+ γ(ε, ε1)

(
κ+

1 + τ
1
h

δjv(Bj)

∫∫
Qj

|f |dxdt

) 1
h

.

Спочатку обираємо ε, потiм ε1 i наприкiнцi κ достатньо малим, отри-
муємо при цьому

1 + τ
1
h

δjv(Bj)

∫∫
Qj

|f |dxdt ≥ γ,

що доводить лему.
Сумувавши нерiвнiсть (3.25) по j = 1, 2, ..., J − 1, приходимо до

l1 − δ0 ≤ lJ + γ(1 + τ
1
h )If (ρ, θ). (3.26)

Якщо l1 = l0 − 1
4(f−1 − f0), то δ0 = 1

4(f−1 − f0) i з (3.26) маємо

ξω ≤ lJ + γ(1 + τ
1
h )If (ρ, θ). (3.27)

Якщо l1 < l0 − 1
4(f−1 − f0), то A0(l1) = κ i отримаємо

κ = A0(l1) =

= max

(
1

τ
, τ

1
h

)∫∫
Q0

(
v

v(Q0)
+

w

w(Q0)

)(
l0 − u

δ0

)1+λ

ζk−2
0 dxdt

≤ γη1
1

τ
(1 + τ)

1
h
+1

(
ξω

δ0

)1+λ

,

тодi, при l1 = l0 − δ0, з (3.26) получимо

ξω ≤ γη
1

1+λ

1

(
1

τ

) 1
1+λ

(1 + τ)
1+h

h(1+λ) ξω + lJ + γ(1 + τ
1
h )If (ρ, θ). (3.28)
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Наприкiнцi, збираючи (3.27) та (3.28), використовуючи (3.8) та
переходячи до границi при J → ∞, отримуємо

ξω ≤ lim
j→∞

lj + γη
1

1+λ

1

(
1

τ

) 1
1+λ

(1 + τ)
1+h

h(1+λ) ξω + γ(1 + τ
1
h )η2ξω.

Обираємо η1 та η2 з умов

η1 ≤ γ−1 (ξω)
1−m

θ

(
1 +

(ξω)1−m

θ

)−1− 1
h (η

2

)1+λ
, (3.29)

η2 ≤ γ−1 (ξω)
1−m

θ

(
1 +

(ξω)1−m

θ

)−1− 1
h η

2
, (3.30)

тут (x1, t1) є довiльною точкою у Q ρ
2
, θ
2
(x, t) з (3.28) приходимо до

(3.4).
Доведення (3.5)–(3.7) повнiстю схоже на доведення Лем 3.1, 3.2.

Ми опускаємо деталi i залишаємо їх читачевi. Це завершує доведення
теореми 3.1. 2

У подальшому нам також потрiбен наступний варiант леми типу
Де Джорджi, що включає вихiднi данi.

Теорема 3.2. Нехай будуть виконанi умови Теореми 1.3. Фiксу-

ємо ξ ∈ (0,
1

2
), η ∈ (0, 1), тодi iснують η1, η2 ∈ (0, 1) залежнi тiльки

вiд вiдомих параметрiв, ξ, η, θ та ω таке, що якщо

u(x, t− θψx(ρ)) ≥ ξω для x ∈ Bρ(x), (3.31)

i
v
({
Qρ,θψx(ρ)(x, t) : u ≤ ξω

})
≤ η1v

(
Qρ,θψx(ρ)(x, t)

)
, (3.32)

w
({
Qρ,θψx(ρ)(x, t) : u ≤ µ− + ξω

})
≤ η1w

(
Qρ,θψx(ρ)(x, t)

)
, (3.33)

то або
ξω ≤ η−1

2 If (ρ, θ), (3.34)

або
u(x, t) ≥ ηξω, для майже всiх x ∈ B ρ

2
(x), (3.35)

для всiх t ∈ (t− θψx(ρ), t).

Доведення. Доведення подiбне доведенню Теореми 3.1. Взявши зрiз-
ку ζ незалежною вiд t, використовуючи Лему 2.5 i приводячи тi
ж аргументи, що й в попередньому доведеннi, ми доводимо Теорему
3.2.
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4. Розширення позитивностi

Наш головний результат цього роздiлу

Theorem 4.1. Нехай умови (1.3)–(1.6) та (1.10) виконуються.
Нехай u обмежений невiд’ємний слабкий розв’язок (1.2). Припусти-
мо також, що

v ({Br(y) : u(·, s) ≤ N}) ≤ (1− β)v(Br(y)), (4.1)

для деяких β ∈ (0, 1), N > 0, r > 0 та деяких (y, s) ∈ ΩT . Тодi
iснують числа η0, η2 ∈ (0, 1), c6 > 0, 0 < b1 < b2 залежнi тiльки вiд
вiдомих параметрiв, такi, що або

N ≤ η−1
2 If (8r, c6N

1−m), (4.2)

або
u(x, t) ≥ η0N, для майже всiх x ∈ B2r(y), (4.3)

для усiх s+ b1ψy(r)N
1−m ≤ t ≤ s+ b2ψy(r)N

1−m.

Доведення. При доведеннi Теореми 4.1 ми слiдуємо [29]. Далi ми при-
пускаємо, що

N ≥ η−1
2 If (8r, c6N

1−m). (4.4)

Лема 4.1. Припустимо, що для деяких (y, s) ∈ ΩT , деякої β ∈
(0, 1), N > 0, та r > 0 нерiвнiсть (4.1) виконується. Тодi iснують
числа ε, δ ∈ (0, 1) залежнi тiльки вiд даних β такi, що

v ({Br(y) : u(·, t) ≤ εN}) ≤
(
1− β2

2

)
v(Br(y)), (4.5)

для всiх t ∈ (s, s+ θ), θ = δN1−mψy(r).

Доведення. Використаємо Лему 2.4 з l = N у цилiндрi Qr,θ(y, s + θ)
та ζ = ζ(x) ∈ C∞

0 (Br(y)), ζ = 1 у (Br(1−σ)(y)), 0 ≤ ζ ≤ 1, |∇ζ| ≤ 1
σr .

При цьому оцiнка (2.8) з Леми 2.4 набуває форми

sup
s<t<s+θ

∫
Br(1−σ)(y)

v

N∫
u

(Nm−−sm−
)dsdx ≤

∫
Br(y)×{s}

v

N∫
u

(Nm−−sm−
)dsdx

+
γ

(σr)2

∫∫
Qr,θ(y, s+ θ)um−m−

(
Nm− − sm

−
)2
+
dxdt
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+γ

∫∫
Qr,θ(y,s+θ)

(
Nm− − sm

−
)
+
|f |dxdt ≤ Nm−+1v(Br(y))×

×
(
(1− β)

m−

1 +m− + σ−2γδ + γ
N−1

v(Br(y))

∫∫
Qr,θ(y,s+θ)

|f |dxdt
)
.

Звiдси, використовуючи нерiвностi∫ N

u
(Nm− − sm

−
)ds ≥ m−

1 +m−N
m−+1

(
1− ε

m− + 1

m−

)
, якщо u ≤ εN,

N−1

v(Br(y))

∫∫
Qr,θ(y,s+θ)

|f |dxdt ≤ γN−1If (2r,N
1−m) ≤ γη2

i використовуючи той факт, що

v(Br(y) \Br(1−σ)(y))
v(Br(y))

≤
( |Br(y) \Br(1−σ)(y)|

|Br(y)|

)ξ1
≤ K3(nσ)

ξ1 ,

отримаємо для кожного s < t < s+ θ

v ({Br(y) : u(·, t) ≤ εN})

≤ v(Br(y))

(
K3(nσ)

ξ1 +
1− β

1− εm
−+1
m−

+ σ−2γδ + γη2

)
.

Спочатку обираємо σ та η2 такi, що K3(nσ)
ξ1 + γη2 ≤ 1

4β
2, потiм ε та-

ке, що 1

1−εm−+1
m−

≤ 1 + β i наприкiнцi, обираємо δ з умови

σ−2γδ ≤ 1
4β

2 Таким чином, приходимо до необхiдного (4.5).

Далi ми виокремимо два випадки: m > 1 та m < 1. Спершу роз-
глянемо випадок m > 1. Замiнивши у нерiвностi Леми 4.1 N на e−τN,
отримаємо

v
({
B4r(y) : u(·, t) ≤ εe−τN

})
≤
(
1− 2−1β2

K44nν

)
v(B4r(y)), (4.6)

для всiх τ > 0 та всiх s < t ≤ s+ θ, θ = δψy(r)
(
eτN−1

)m−1
. Вводимо

замiну змiнних i нову невiдому функцiю t = s+ δψy(r)
(
eτN−1

)m−1
,

Φ(x, τ) =
eτψy(r)

1
m−1

N u(x, t). Нерiвнiсть (4.6) виглядає для Φ як

v ({B4r(y) : Φ(·, τ) ≤ k0}) ≤
(
1− 2−1β2

K44nν

)
v(B4r(y)), (4.7)
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для всiх τ > 0, тут k0 = εψy(r)
1

m−1 . Тому що Φ ≥ 0, формальне
диференцiювання дає

vΦτ = vΦ+ (m− 1)δv

(
eτψy(r)

1
m−1

N

)m
ut ≥ divÃ(x, τ,Φ,∇Φ) + f̃ ,

де Ã, f̃ задовольняють умовам

Ã(x, τ,Φ,∇Φ)∇Φ ≥ (m− 1)δK1w(x)Φ
m−1|∇Φ|2

|Ã(x, τ,Φ,∇Φ)∇Φ| ≤ (m− 1)δK2w(x)Φ
m−1|∇Φ|,

(4.8)

f̃(x, τ) = (m− 1)δ

(
eτψy(r)

1
m−1

N

)m
f(x, s+ δψy(r)(e

τN−1)m−1).

Лема 4.2. Для кожного η1 ∈ (0, 1) iснує j∗ ≥ 1, що залежить
тiльки вiд даних β, δ та η1 таке, що

v
({
Q∗ : Φ ≤ k02

−j∗−1
})

≤ η1v(Q
∗), (4.9)

тут Q∗ = B4r(y)× (12τ∗, τ∗), τ∗ =
(
2j∗
ε

)m−1
.

Доведення. Використовуємо Лему 2.3 з k = k02
−j−1, l = k02

−j , з
урахуванням (4.7) та w ∈ Ap з деяким p < 2, та отримуємо для
кожного 1 ≤ j ≤ j∗(

k0
2j

)p
v(Aj+1(τ)) ≤ γrp

v(Br(y))

w(Br(y))

∫
Aj(τ)\Aj+1(τ)

w|∇Φ|pdx,

Aj(τ) =
{
B4r(y) : Φ(·, τ) ≤ k0

2j

}
, для всiх τ > 0. Iнтегрування цiєї

нерiвностi по τ, τ ∈
(
τ∗
2 , τ∗

)
та використання нерiвностi Гельдера при-

водить до (
k0
2j

) 2p
2−p

v(Aj(τ))
2

2−p ≤ γ

(
rp
v(Br(y))

w(Br(y))

) 2
2−p

×

×

∫∫
Aj

wΦm−1|∇Φ|2dxdτ


p

2−p (
2j

k0

)(1−m) p
2−p

w(Aj(τ) \Aj+1(τ)),

(4.10)
де Aj = Q∗ ∩

{
Φ < k0

2j

}
.
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Для оцiнки першого доданка правої частини попередньої нерiвно-
стi ми використовуємо Лему 2.4 з l = k0

2j
та ζ ∈ C∞

0 (Q̃∗),

0 ≤ ζ ≤ 1, ζ = 1, у Q̃∗, з |∇ζ| ≤ γr−1, |ζτ | ≤ γτ−1
∗ ,

Q̃∗ = B8r(y)×
(
1
4τ∗, 2τ∗)∫∫

Aj

wΦm−1|∇Φ|2dxdτ ≤ γ
k0
2j

∫∫
Q̃∗
v

(
k0
2j

− Φ

)
+

|ζτ |dxdτ

+γ

∫∫
Q̃∗

wΦm−1

(
k0
2j

− Φ

)2

+

|∇ζ|2dxdτ + γ

∫∫
Q̃∗

|f̃ |
(
k0
2j

− Φ

)
+

dxdτ

≤ γ

(
k0
2j

)2 ( ε

2s∗

)m−1
v(Q̃∗) + γ

(
k0
2j

)m+1 w(Q̃∗)

r2

+γ
k0
2j

∫∫
Q̃∗

|f̃ |dxdτ ≤ γ

(
k0
2j

)m+1

×w(Q̃
∗)

r2

1 +

(
2j

k0

)m
r2

w(Q̃∗)

∫∫
Q̃∗

|f̃ |dxdτ

 ≤ γ

(
k0
2j

)m+1 w(Q̃∗)

r2

×
(
1 +

e2τ∗

Nv(Br(y))

∫∫
Q

4r,

(
e2τ∗
N

)m−1
ψy(r)

(
y,
(
e2τ∗
N

)m−1
ψy(r)

) |f |dxdt
)

≤ γ

(
k0
2j

)m+1 w(Q̃∗)

r2

(
1 +

e2τ∗

N
If

(
4r,

(
e2τ∗

N

)m−1
))

,

обираючи η2 з умови η2 ≤ e−2τ∗ , та c6 з умови e2τ∗(m−1) ≤ c6, отрима-
ємо ∫∫

Aj

wΦm−1|∇Φ|2dxdt ≤ γ

(
k0
2j

)m+1

r−2w(Q∗). (4.11)

Збираючи оцiнки (4.10), (4.11) прийдемо до

v(Aj+1)
p

2−p ≤ γ
v(Br(y))

p
2−p

w(Br(y))
w(Aj \Aj+1).
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Сумуючи останню нерiвнiсть по 1 ≤ j ≤ j∗ робимо висновок, що
(j∗ − 1)v(Aj∗+1)

p
2−p ≤ γv(B4r(y))

p
2−p , обираємо j∗ з умови

γ(j∗ − 1)
− 2−p

p ≤ η1, отримаємо (4.9), що доводить лему.

За Теоремою 3.1 з

η =
1

2
, ξω =

k0
2j∗+1

=
εψy(r)

1
m−1

2j∗+1
, θ =

(
2j∗

εψy(r)
1

m−1

)m−1

та використовуючи той факт, що w(E)
w(Q) ≤ γ

(
|E|
|Q|

)ξ1
≤ γ

(
v(E)
v(Q)

) ξ1
ξ2 для

кожної E ⊂ Q ⊂ Rn+1, з Леми 4.2 отримаємо Φ(x, τ) ≥ k0
2j∗+2 , для

майже всiх x ∈ B2r(y), та для всiх τ ∈
(
5
8τ∗,

7
8τ∗
)
. Ця нерiв-

нiсть перетворюється для u при u(x, t) ≥ εN
2j∗+2 e

−τ∗ , для майже всiх
x ∈ B2r(y) та для всiх s+ b1ψy(r)N

1−m ≤ t ≤ s+ b2ψy(r)N
1−m, де

b1 = δe
5
8
τ∗(m−1), b2 = δe

7
8
τ∗(m−1), τ∗ =

(
2j∗
ε

)m−1
. Це доводить (4.3) у

випадку, коли m > 1. 2

Тепер розглянемо випадок m < 1. Нерiвнiсть (4.1) разом з
Лемою 4.1 дає

v ({Br(y) : u(·, t) ≤ εN}) ≤
(
1− β2

2

)
v(Br(y)), (4.12)

для всiх s < t < s+ θ, θ = δN1−mψy(r).
Вводимо замiну змiнних i нову невiдому функцiю

t = s+ δψy(r)N
1−m(1− e−τ(1−m)), Φ(x, τ) = eτ

N ψy(r)
− 1

1−m , τ > 0.
Тодi Φ ≥ 0, i формальним диференцiюванням отримаємо

vΦτ = vΦ+ (1−m)δ

(
eτ

N
ψy(r)

− 1
1−m

)m
ut ≥ divÃ(x, τ,Φ,∇Φ) + f̃

де Ã, f̃ задовольняє

Ã(x, τ,Φ,∇Φ)∇Φ ≥ (1−m)δK1w(x)Φ
m−1|∇Φ|2,

|Ã(x, τ,Φ,∇Φ)∇Φ| ≤ (1−m)δK2w(x)Φ
m−1|∇Φ|,

f̃ = (1−m)δ

(
eτ

N
ψy(r)

− 1
1−m

)m
f(x, s+ δψy(r)N

1−m(1− e−τ(1−m))).

У цьому випадку нерiвнiсть (4.12) може бути переписана у формi

v
({
Br(y) : Φ(·, τ) ≤ εeτ0Nψy(r)

− 1
1−m

})
≤
(
1− β2

2

)
v(Br(y)),
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для всiх τ ≥ τ0 та τ0 > 0.
Звiдси, використовуючи (1.4) ми отримаємо

v
({
B8r(y) : Φ(·, τ) ≤ εeτ0Nψy(r)

− 1
1−m

})
≤
(
1− 2−1β2

k48nν

)
v(B8r(y)),

(4.13)
для всiх τ ≥ τ0. Нехай k0 = εeτ0Nψy(r)

− 1
1−m та kj = k0

2j
, j = 1, 2, ...j∗.

Нерiвнiсть (4.13) дає

v ({B8r(y) : Φ(·, τ) ≤ kj}) ≤
(
1− 2−1β2

K48nν

)
v(B8r(y)), (4.14)

для всiх τ ≥ τ0 та всiх 1 ≤ j ≤ j∗. Нехай Q0 := B8r(y) × (τ0 +
k1−m0 ψy(r)), τ0 + 2k1−m0 ψy(r)), Q

′
0 = B16r(y) × (τ0, τ0 + 4k1−m0 ψy(r))

та нехай ζ ∈ C∞
0 (Q

′
0), 0 ≤ ζ ≤ 1, ζ = 1 у Q0 та |∇ζ| ≤ γr−1,

|∇ζτ | ≤ γ
km−1
0
ψy(r)

. Використовуючи Лему 2.4, аналогiчно (4.11), отрима-
ємо ∫∫

Q0

w|∇(kmj − Φm)+|2dxdt ≤ γkmj

∫∫
Q

′
0

v(kj − Φ)+|ζτ |dxdτ

+γ

∫∫
Q

′
0

w(kmj − Φm)2+|∇ζ|2dxdτ +
∫∫
Q

′
0

|f |(kmj − Φm)+dxdt

≤ γk2mj r−2w(Q
′
0).

Обираючи j∗ досить великим, аналогiчно Лемi 4.2, приходимо до

Лема 4.3. Для будь-якого η1 ∈ (0, 1) iснує j∗ ≥ 1, що залежить
тiльки вiд даних β, δ та η1, таких, що

v ({Q0 : Φ ≤ kj∗}) ≤ η1v(Q0). (4.15)

Розкладаємо Q0 на 2j∗(1−m) цилiндри, встановлюючи Q0 = ∪ Qi,
i = 0, 1, 2, ..., 2j∗(1−m), Qi = B8r(y)× (τ0 + k1−m0 ψy(r) + ik1−mj∗

ψy(r)),

τ0 + k1−m0 ψy(r) + (i+ 1)k1−mj∗
ψy(r)). Принаймнi для одного з Qi, не-

хай це Qi0 , виконується

v ({Qi0 : Φ ≤ kj∗}) ≤ η1v(Qi0).

За Теоремою 3.1 з η = 1, ξω = kj∗ , θ = k1−mj∗
разом з попередньою

нерiвнiстю, яку ми отримуємо Φ(x, τ1) ≥ εeτ0
2j∗+1ψy(r)

− 1
1−m для майже
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всiх x ∈ B4r(y) та для часового рiвня τ0 + k1−m0 ψy(r) < τ1 < τ0 +
2k1−m0 ψy(r). Ця нерiвнiсть для u означає, що

u(x, t1) ≥
εN

2j∗+1
e−(τ1−τ0) = N1 в B4r(y), (4.16)

де t1 = s+ δψy(r)N
1−m(1− e−τ1(1−m)).

Використовуючи Теорему 3.2 та (4.16) маємо

u(x, t) ≥ N1

2
=

εN

2j∗+2
e−(τ1−τ0) в B2r(y), (4.17)

для всiх значень часу з промiжку t1 ≤ t ≤ t1 + η0γ
−1ψy(r)N

1−m
1 .

Обираємо τ0 таким, що t1 ≤ t ≤ t1 + η0γ
−1ψy(r)N

1−m
1 = s +

δψy(r)N
1−m
1 , де маємо на увазi eτ0(1−m) = δγ

η0ε
2j∗+2. Звiдси отрима-

ємо (4.3) з b1 = δ − η0γ
−1
(

ε
2j∗+2 e

−(τ1−τ0)
)1−m та b2 = δ. Це завершує

доведення теореми 4.1 для випадку m < 1. 2

5. Неперервнiсть розв’язкiв. Нерiвнiсть Гарнака.
Доведення Теорем 1.3, 1.4

Пiсля того, як доведено теореми 3.1 та 4.1, решта аргументiв не
вiдрiзняються вiд [10]. Надаємо тут короткий ескiз.

5.1. Неперервнiсть розв’язкiв

Нехай (x0, t0) є довiльною точкою в ΩT та фiксуємо ε,R ∈ (0, 1) та-
ке, що ε max(m+−m,m+−1) < 1 та Q(ε)

8R ⊂ ΩT , де Q(ε)
R := Qρ,τ (x0, t0).

Якщо ρ = ψ−1
x0

(
ψ
1−ε(m+−m)
x0 (R)

)
, τ = ψ

1−ε(m+−1)
x0 (R). Покладемо

µ+ = sup
Q

(ε)
8R

u, µ− = inf
Q

(ε)
8R

u, ω0 = µ+ − µ−. Тут ω ≥ CRε, де C = b
1

m−1

2

коли m > 1, C = 1 коли m < 1 та b2 є числом, визначеним у Тео-
ремi 5.1, тодi цилiндр Q(R,ω0) = Qr,θ(x0, t0) мiститься в Q(ε)

R , де r =

ψ−1
x0

(
ψx0 (R)

ωm
+−m

0

)
, θ = b2

ψx0 (R)

ωm
+−1

0

. Припускаємо спочатку, що µ+ ≤ 13

12
ω.

Можливi наступнi два альтернативних випадки:

v
({
Br(x0) : u(·, t0 − b2θ) ≥ µ+ − ω0

2

})
≤ 1

2
v(Br(x0)), (5.1)

або
v
({
Br(x0) : u(·, t0 − b2θ) ≤

ω0

2

})
≤ 1

2
v(Br(x0)). (5.2)
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З (5.1), (5.2) Теореми 4.1 з η = 1
2 робимо висновок, що

oscQ r
2 ,(b2−b1θ)

(x0,t0) u ≤ max
(
(1− η0)ω0, 2η

−1
2 If (8r, c6ω

1−m
0 )

)
.

Якщо δ = 1 − η0, σ = min
(
(2K4)

−2−nν1δ(m
+−m)(2+nν1), b2−b1b2

δm
+−1

)
,

r1 := ψ−1
x0

(
σψx0 (R)

ωm
+−m

1

)
, ω1 := max

(
δω0, 2η

−1
2 If (8r, c6ω

1−m
0 )

)
,

θ1 := b2
σψx0 (R)

ωm
+−1

1

, Q1 := Qr1,θ1(x0, t0), тодi з попереднього отримуємо

oscQ1 u ≤ ω1.

Покладаючи rl := ψ−1
x0

(
σlψx0 (R)

ωm
+−m

l

)
, θl := b2

σlψx0 (R)

ωm
+−1

l

,

Ql := Qrl,θl(x0, t0), ωl := max
(
δωl−1, 2η

−1
2 If (8rl−1, c6ω

1−m
l−1 )

)
,

l = 1, 2, ... та повторюючи попереднiю операцiю, отримуємо

oscQl u ≤ ωl, l = 1, 2, ... (5.3)

З (5.3) за стандартною iтерацiєю (для прикладу див. [5—7]), для будь-
яких ρ ∈ (0, R) та λ ∈ (0, 1) отримаємо

oscQr̃,θ̃(x0,t0)u ≤ γ
( ρ
R

)β(1−λ)(
ω0 +

2η−1
2

1− δ
If (8r0, c6ω

1−m
0 )

)
+γIf

(
γψ−1

x0

(
ψx0

(
R
( ρ
R

)λ)
ωm−m+

0

)
, c6ω

1−m
0

)
,

(5.4)

з деякими β ∈ (0, 1), що залежить лише вiд вiдомих параметрiв та

r̃ = ψ−1
x0

(
ψx0(ρ)

ωm
+−m

0

)
, θ̃ = b2

ψx0 (ρ)

ωm
+−1

0

. Оцiнимо доданки правої частини

(5.4). Якщо m > 1 та ω0 > 1 тодi для всiх R ∈ (0, R) маємо

If

(
γψ−1

x0

(
ψx0

(
R
)

ωm
+−m

0

)
, c6ω

1−m
0

)
= If

(
γR, c6ω

1−m
0

)
≤ γIf

(
γR, 1

)
.

Якщо µ+ ≥ 13

12
ω, то µ− ≤ 1

12
µ+ i з цiєї нерiвностi випливає, що

u рiвномiрно обмежена вiд нуля i рiвняння (1.2) не є виродженим в
Qr,θ(x0, t0) i має лiнiйне зростання. Подальшi мiркування
аналогiчнi параграфам 2-4 з урахуванням лiнiйного росту рiвняння.
Це доводить неперервнiсть розв’язкiв u.

Якщо m < 1 та ω0 < 1 тодi

If

(
γψ−1

x0

(
ψx0

(
R
)

ωm
+−m

0

)
, c6ω

1−m
0

)
≤ γIf

(
γψ−1

x0

(
ψx0

(
R
)

ω1−m
0

)
, 1

)
.
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З iншого боку, якщо m > 1 та ω0 < 1, тодi

If

(
γψ−1

x0

(
ψx0

(
R
)

ωm
+−m

0

)
, c6ω

1−m
0

)
= If

(
γR, c6ω

1−m
0

)

≤ γω
−nν
α

(m−1)

0 If

γ R

ω
m−1
α

0

, 1

 ,

аналогiчно, якщо m < 1 та ω0 > 1, отримаємо

If

(
γψ−1

x0

(
ψx0

(
R
)

ωm
+−m

0

)
, c6ω

1−m
0

)
= If

(
γR, c6ω

1−m
0

)

≤ γω
nν
α
(1−m)

0 If

γ R

ω
1−m
α

0

, 1

 ,

У будь-якому разi, отримаємо, що sup
(x,t)∈ΩT

Iv,w,f (x, t, R, 1) = If (R, 1),

тобто sup
(x,t)∈ΩT

Iv,w,f (x, t, ρ, 1) це лiнiйний ваговий потенцiал Рiсса. Це

доводить неперервнiсть u у випадку µ+ ≤ 13

12
ω.

5.2. Нерiвнiсть Гарнака

Розглянемо цилiндр Qτ := BτR ×
(
t0 − τ

ψx0 (R)

um−1
0

, t0

)
, u0 = u(x0, t0).

Слiдуючи за Криловим i Сафоновим [51] розглянемо рiвняння

max
Qτ

u = u0(1− τ)−β ,

де β > 1 залежить лише вiд даних. Нехай τ0 буде максимальним
коренем наведеного рiвняння i u(y, s) = max

Qτ0

u = u0(1 − τ0)
−β .

Нехай ρ = (K−1
5 K−2

4 2−n(ν+µ))
1
α

(
1−τ0
2

)max(1, 1α) та Q̃ := Bρ(y) × (s −
ψρ(y)(u0(1− τ0)

−β)1−m, s). Оскiльки Q̃ ⊂ Q 1+τ0
2

, то маємо, що

max
Q̃

u ≤ maxQ 1+τ0
2

u ≤ 2β(1− τ0)
−βu0.

Твердження. Iснує додатне число η1(β) таке, що

v
({
Q̃ : u ≥ u0

2
(1− τ0)

−β
})

≥ η1(β)v(Q̃).
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Дiйсно, у оберненому випадку ми застосовуємо теорему 4.1 з
виборами µ+ = 2β(1− τ0)

−βu0, ξω = (2β − 1
2)(1 − τ0)

−βu0, η =
2β− 3

4

2β− 1
2

.

Умова u0 ≥ η−1
2 If

(
ρ, (ξω)1−m

)
. Тому можна зробити висновок, що

u(y, s) ≤ 3
4(1−τ0)

−β й досягнуто суперечностi, яка пiдтверджує iстин-
нiсть твердження.

Застосування теореми 4.1 приводить до того, що, якщо
u0
2 (1 − τ0)

−β ≥ η−1
2 If

(
8ρ, c6

(
u0
2 (1− τ0)

−β)1−m) , то u(x, t) ≥

≥ η0
u0
2 (1 − τ0)

−β для |x− y| ≤ 2ρ, s + b1ψy(ρ)
(
u0
2 (1− τ0)

−β)1−m ≤
≤ t ≤ s + b2ψy(ρ)

(
u0
2 (1− τ0)

−β)1−m . Пiсля iтерацiї для j = 1, 2, 3, ...

маємо ηj−1
0

u0
2 (1 − τ0)

−β ≤ η−1
2 If

(
2j+3ρ, c6

(
ηj−1
0

u0
2 (1− τ0)

−β
)1−m)

,

або u ≥ ηj0
u0
2 (1 − τ0)

−β для |x − y| ≤ 2jρ, s + b1
(
u0
2 (1− τ0)

−β)1−m×

×
j−1∑
i=0

η
i(1−m)
0 ψy(2

iρ) ≤ t ≤ s+ b2
(
u0
2 (1− τ0)

−β)1−m j−1∑
i=0

η
i(1−m)
0 ψy(2ρ).

Оскiльки
∑j−1

i=0 η
i(1−m)
0 ψy(2

iρ) ≍ η
j(1−m)
0 ψy(2

jρ), то обираючи j та-
ким, що 2jρ = 2 та β з умови 2βη0 = 1 ми завершуємо доведення (див.
[39, Частина 8] щодо деталей).
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nonlinear parabolic equations with weight. Ukr. Math. Zh., 51 (7), 890–903; transl.
in (2000). Ukr. Math. J., 51 (7), 996–1012.



Є. С. Зозуля 135

[9] Bonforte, M., Dolbeanlt, J., Muratori, M., Nazaret, B. (2017). Weighted fast
diffusion equations (Part I): Sharp asymptotic rates without symmetry breaking
in Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequalities. Kinetic and Related Models 10 (1), 33–
59.

[10] Bonforte, M., Dolbeanlt, J., Muratori, M., Nazaret, B. (2017). Weighted fast
diffusion equations (Part II): Sharp asymptotic rates of convergence in relative
error by entropy metods. Kinetic and Related Models 10 (1), 61–91.

[11] Bonforte, M., Simonov, N. (2018). Quantitative a priori estimates for fast diffusi-
on equations with Cafferelli–Kohn–Nirenberg weights. Harnack inequalities and
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[50] Kilpeläinen, T., Malý, J. (1992). The Wiener test and potential estimates for
quasilinear elliptic equations. Acta Math., 172, 137–161.

[51] Krylov, N.V., Safonov, M.V. (1981). A certain property of solutions of parabolic
equations with measurable coefficients. Math. USSR Izv. 16 (1), 151–164.

[52] Kurata, K. (1994). Continuity and Harnack’s inequality for solutions of elliptic
partial differential equations of second order. Indiana Univ. Math. Journal, 43,
411–440.

[53] Labutin, D. (2002). Potential estimates for a class of fully nonlinear elliptic equati-
ons. Duke Math. J., III, 1–49.

[54] Ladyzhenskaya, O.A., Uraltceva, N.N. (1968). Linear and quasilinear elliptic
equations. Academic Press, New York, London.



138 Про неперервнiсть розв’язкiв рiвнянь...

[55] Ladyzhenskaya, O.A, Solonnikov, V.A., Uraltceva, N.N. (1968). Linear and quasi-
linear equations of parabolic type. Amer. Math. Soc.

[56] Liskevich, V., Skrypnik, I.I. (2009). Harnack’s inequality and continuity of soluti-
ons to quasi-linear degenerate parabolic equations with coefficients fron Kato-type
classes. J. Differential Equations, 247 (10), 2740–2777.

[57] Liskevich, V., Skrypnik, I.I. (2013). Pointwise estimates for solutions to the porous
medium equation with measure as a forsing term. Israel J. Math., 194, 259–275.

[58] Mohammed, A. (2002). Boundary behavior of blow-up solutions to some weighted
non-linear differential equations. Electron. J. Diff. Eqns., 2002 (78), 1–15.

[59] Mohammed, A. (2002). Harnack’s inequalities for solutions of some degenerate
elliptic equations. Rew. Mat. Iberoamecanica, 18, 325–354.

[60] Mohammed, A. (2004). Integrability of blow-up solutions to some non-linear di-
fferential equations.Electron. J. Diff. Eqns., 2004 (33), 1–8.

[61] Moser, J. (1964). A Harnack inequality for parabolic differential equations.
Comm. Pure Appl. Math., 17, 101–134.

[62] Moser, J. (1961). On Harnack’s theorem for elliptic differential equations. Comm.
Pure Appl Math., 14, 577–591.

[63] Muratori, M. (2015). Weighted functional inequalities and nonlinear diffusions of
porous medium type. Ph. D. thesis, Politec di Melano and Univ. Paris.

[64] Nash, J. (1958). Continuity of solutions of parabolic and elliptic equations. Amer.
J. Math., 80, 931–954.

[65] Paronetto, F. (2016). A Harnack’s inequalities for mixed type evolution equations.
J. Diff. Equat., 5259–5355.

[66] Paronetto, F. (2011). A time regularity result for forward- backward parabolic
equations. Boll. Union Math. Ital., 4 (9), 69–77.

[67] Paronetto, F. (2017). Local boundednss for forvard- backward parabolic De Giorgi
classes with coefficients depending on time. Nonl. Analysis, 158, 168–198.

[68] Serrin, J. (1964). Local behaviour of solutions of quasilinear equations. Acta
Math., 111, 302–347.

[69] Skrypnik, I.I. (2004). A necessary condition for the regularity of a boundary point
for degenerating parabolic equations with measurable coefficients. Ukr. Math. J.,
56 (6), 973–995.

[70] Skrypnik, I.I. (2016). Continuity of solutions to singular parabolic equations with
coefficients from Kato-type classes. Annali di Mat. Pura ed Appl., 195, 1158–1176.

[71] Skrypnik, I.I. (1998). Nonnegative solutions of degenerate quasilinear parabolic
equations with measurable coefficients. Dokl. Akad. Nauk, 362 (2), 165–167.



Є. С. Зозуля 139

[72] Skrypnik, I.I. (2000). Regularity of a boundary point for degenerate parabolic
equations with measurable coefficients. Ukr. Math. J., 52 (11), 1768–1786.

[73] Skrypnik, I.I. (2004). Regularity of a boundary point for singular parabolic equati-
ons with measurable coefficients. Ukr. Math. J., 56 (4), 614–627.

[74] Skrypnik, I.I. (1996). Regularity of solutions of Degenerate Quasilinear Parabolic
Equations (weighted case). Ukr. Math. J., 48 (7), 1099–1118.

[75] Skrypnik, I.I. (1998). The Harnack inequality for nonlinear degenerate parabolic
equations with measurable coefficients. Dopov. Nats. Akad. Nauk Ukr. Mat. Pri-
rodozn. Tekh. Nauki, (1), 57–59.

[76] Sturm, S. (2015). Pointwise estimates for porous medium type equations with
low order terms and measure data. Electron J. Differetial Equations, 2015 (101),
1–25.

[77] Surnachev, M. (2010). A Harnack inequality for weighted degenerate parabolic
equations. J. Diff. Equat., 248, 2092–2129.

[78] Surnachev, M. (2014). Regularity of solutions of parabolic equations with a double
nonlinearity and a weight. Trans. Moscou Math. Soc., 259–280.

[79] Trudinger, N. (1968). Pointwise estimates and quasilinear parabolic equations.
Comm. Pure Appl Math., 21, 205–226.

[80] Trudinger, N., Wang, X.-J. (2002). On the weak continuity of elliptic operators
and applications to potential theory. Amer. J. Math., 124, 369–410.

[81] Vazquez, J.L. (2007). The porous medium equation. Oxford Math. monogr.,
Oxford Univ. Prees, Oxford.

[82] Wang, Y., Nin, P., Cui, X. (2011). Harnack estimates for a quasi-linear parabolic
equations with a singular weight. Nonl. Anal., 74 (17), 6265–6286.

[83] Zhang, Q. (1996). A Harnak’s inequality for the equation ∇(a∇u) + b∇u = 0
when |b| ∈ Kn+1. Manuscr. Math., 89, 61–77.

[84] Zhang, Q. (1996). On a parabolic equation with a singular lower order term.
Trans. Amer. Math. Soc., 348, 2811–2844.

[85] Zozulia, Y. (2020). Pointwise estimates of solutions to weighted porous medium
and fast diffusion equations via weighted Riesz potentials. Ukr. Mat. Bull, 17 (1),
116–144.

Вiдомостi про авторiв

Євген Сергiйович
Зозуля

Iнститут прикладної математики
i механiки НАН України,
Слов’янськ, Україна
E-Mail: albelgen27@gmail.com


	CoverUMB_V18_N1_2.pdf
	Page 1
	Page 2




