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Про iснування розв’язкiв рiвнянь Бельтрамi
з умовами на оберненi дилатацiї

Євген О. Севостьянов

(Представлена О. А. Довгошиєм)

Анотацiя. Знайдено одну з можливих умов, за яких рiвняння Бель-
трамi з виродженням елiптичностi має неперервний розв’язок класу
Соболєва. Вказаний розв’язок є неперервним за Гельдером в “слабко-
му” (логарифмiчному) сенсi з показником α = 1/2, бiльше того, має
степiнь гладкостi W 1,2

loc , а за певних додаткових вимог його також
можна обрати гомеоморфним. Зауважимо, що iснування розв’язкiв
рiвнянь Бельтрамi є предметом дослiдження багатьох вiтчизняних
i закордонних вчених. Теореми про iснування розв’язкiв без виро-
дження елiптичностi є класикою сучасного аналiзу, i питання про їх
iснування дослiджено в достатнiй мiрi. Трохи iнакше виглядає спра-
ва, коли рiвняння Бельтрамi є виродженим, тобто, його комплексна
дилатацiя по модулю може бути близькою до одиницi. Виродженi рiв-
няння Бельтрамi можуть не мати гомеоморфних розв’язкiв, зокрема,
iнтегровнiсть максимальної дилатацiї в будь-якiй (завгодно великiй)
степенi не тягне за собою їх наявнiсть. На сьогоднi вiдомо iснуван-
ня гомеоморфних розв’зкiв у випадку, коли максимальна дилатацiя
експоненцiйно iнтегровна, має обмежене i скiнченне середнє колива-
ння в кожнiй точцi, задовольняє умову розбiжностi iнтегралу типу
Лехто тощо. В данiй статтi ми розглядаємо випадок, коли задана
вимiрна за Лебегом функцiя µ визначає послiдовнiсть розв’язкiв рiв-
нянь Бельтрамi, для яких максимальнi дилатацiї вiдповiдних оберне-
них вiдображень обмеженi деякою iнтегровною функцiєю. Основний
принцип i iдея статтi – перехiд до обернених вiдображень, якi є так
званими кiльцевими гомеоморфiзмами, локальна i межова поведiнка
котрих дослiджувалася окремо. Основний обсяг статтi займає одна
лема збiжностi, в якiй з’ясовано зв’язок мiж властивостями деякої
послiдовностi вiдображень та її границею. Подiбнi леми доводили-
ся ранiше рiзними авторами, але на вiдмiну вiд вiдповiдних попе-
реднiх її версiй, тут ми також використовуємо умови на дилатацiї
саме обернених вiдображень. Поєднання результатiв про одностайну
неперервнiсть сiмей та твердження вказаної леми дає нам бажану те-
орему iснування. В цьому випадку, вихiдне рiвняння Бельтрамi має
лише W 1,2

loc -розв’язок, логарифмiчно неперервний за Гельдером, але
може не мати гомеоморфного розв’язку. В кiнцi статтi наведено вiд-
повiдний приклад рiвняння, яке задовольняє всi умови, перелiченi
в формулюваннi основного результату статтi, але не має гомеомор-



фного соболiвського розв’язку. Бiльше того, вказаний розв’язок не є
анi вiдкритим, анi дискретним вiдображенням. Подiбна ситуацiя тi-
сно пов’язана з випадком, коли прямi вiдображення формують одно-
стайно неперервнi сiм’ї, але оберненi гомеоморфiзми не є такими.

2010 MSC. 30C62, 30C65, 35J15.

Ключовi слова та фрази. Рiвняння елiптичного типу, квазiкон-
формний аналiз, обернена нерiвнiсть Полецького.

1. Вступ

Останнiм часом активно розвивалась тематика, пов’язана з iсну-
ванням розв’язкiв вироджених диференцiальних рiвнянь Бельтрамi,
див, напр., [1–4] i [5]. Основнi результати на цю тему зiбранi у вiдно-
сно недавнiй монографiї [4], де є посилання на публiкацiї цих i iнших
авторiв. Одне з завдань, поставлених при дослiдженнi рiвнянь Бель-
трамi, полягає у пошуку умов на комплексний коефiцiєнт, що забез-
печують iснування їх розв’язкiв. Цей пошук, як правило, здiйснює-
ться у класi ACL-гомеоморфiзмiв, хоча цiлком коректно розглядати
i просто неперервнi ACL-розв’язки. У данiй статтi отримано ще один
результат про iснування розв’язкiв рiвняння Бельтрамi з вироджен-
ням, який базується на переходi до обернених вiдображень. У порiв-
няннi з роботами [1, 2] i [3] ми послаблюємо умови на комплексний
коефiцiєнт, вимагаючи тiльки його iнтегровнiсть, в той самий час, як
обмеження бiльш спецiального виду тут не використовуються. Отри-
маний розв’язок рiвняння може виявитись не гомеоморфним, однак,
вiдносно попереднiх результатiв степiнь його гладкостi дещо вища i
дорiвнює W 1,2

loc .
Перейдемо до означень. Скрiзь далi вiдображення f : D → C

областi D ⊂ C вважається таким, що зберiгає орiєнтацiю, тобто,
якщо f – гомеоморфiзм i z ∈ D – яка-небудь його точка диференцi-
йовностi, то якобiан цього вiдображення в точцi z невiд’ємний. Для
комплекснозначної функцiї f : D → C, заданої в областi D ⊂ C, що
має частиннi похiднi по x i y при майже всiх z = x + iy, покладемо
fz = (fx + ify) /2 i fz = (fx − ify) /2. Комплексною дилатацiєю вiд-
ображення f в точцi z називається функцiя µ : D → C, визначена
рiвнiстю µ(z) = µf (z) = fz/fz, при fz ̸= 0 i µ(z) = 0 в iншому випад-
ку. Максимальною дилатацiєю вiдображення f в точцi z називається
наступна функцiя:

Kµ(z) = Kµf
(z) =

1 + |µ(z)|
1− |µ (z)|

. (1.1)
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Якщо задана вимiрна за Лебегом функцiя µ : D → D, D = {z ∈ C :
|z| < 1}, то не прив’язуючись до якого-небудь вiдображення f буде-
мо називати величину, що обчислюється за допомогою рiвностi (1.1),
максимальною дилатацiєю вiдповiдної функцiї µ. Зауважимо, що яко-
бiан вiдображення f в точцi z ∈ D можна порахувати за допомогою
рiвностi

J(z, f) = |fz|2 − |fz|2 .

Неважко бачити, що Kµf
(z) = |fz |+|fz |

|fz |−|fz | у всiх точках z ∈ D для вiд-
ображення f, що має частиннi похiднi в точцi z, де якобiан J(z, f)
не дорiвнює нулю. Нагадаємо, що вiдображення f : D → C нази-
вається квазiконформним, якщо f – гомеоморфiзм класу W 1,2

loc (D) i,
крiм того, знайдеться стала K > 1 така, що ∥f ′(z)∥2 6 K · |J(z, f)|,
де ∥f ′(z)∥ = |fz|+ |fz|. Рiвнянням Бельтрамi будемо називати дифе-
ренцiальне рiвняння виду

fz = µ(z) · fz , (1.2)

в якому µ = µ(z) – задана невiдома функцiя. Для фiксованого нату-
рального числа k > 1 позначимо

µk(z) =

{
µ(z), Kµ(z) 6 k,

0 , Kµ(z) > k .
(1.3)

Нехай fk – гомеоморфний ACL-розв’язок рiвняння fz = µk(z) · fz,
що вiдображує одиничний круг на себе та задовольняє умови норму-
вання f(0) = 0, f(1) = 1. Вказаний розв’язок iснує з огляду на [6,
теорема 8.2]. Нехай gk – обернене вiдображення до fk. Тодi його
комплексна дилатацiя µgk обчислюється згiдно зi спiввiдношенням
µgk(w) = −µk(gk(w)) = −µk(f −1

k (w)), див. напр., [7, (4).C.I]. В цьому
випадку, максимальна дилатацiя вiдображення gk обчислюється за
спiввiдношенням

Kµgk
(w) =

1 + |µk(f −1
k (w))|

1− |µk(f −1
k (w))|

. (1.4)

Будемо говорити, що функцiя φ : D → R, що є локально iнтегров-
ною в деякому околi точки x0 ∈ D, має скiнченне середнє коливання
в точцi x0 (пишемо: φ ∈ FMO(x0)), якщо

lim sup
ε→0

1

Ωnεn

∫
B(x0, ε)

|φ(x)− φε| dm(x) < ∞ , (1.5)
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де Ωn – об’єм одиничної кулi в Rn, φε =
1

Ωnεn

∫
B(x0, ε)

φ(x) dm(x), див.,

напр., [2, розд. 2]. Зауважимо, що за умови (1.5) можлива ситуацiя,
коли φε → ∞ при ε → 0. Також будемо говорити, що φ : D → R
– функцiя скiнченного середнього коливання в областi D, пишемо
φ ∈ FMO(D), якщо φ має скiнченне середнє коливання в кожнiй
точцi x0 ∈ D. Виконується наступне твердження.

Теорема 1.1. Нехай Q : D → [1,∞] – iнтегровна в D функцiя i нехай
функцiя µ : D → D вимiрна за Лебегом. Припустимо, що для майже
всiх w ∈ D

Kµgk
(w) 6 Q(w) , (1.6)

де gk = f −1
k и fk – гомеоморфний ACL-розв’язок рiвняння fz =

µk(z) ·fz, що вiдображує одиничний круг на себе та задовольняє умо-
ви нормування fk(0) = 0, fk(1) = 1, крiм того, µk(z) задається спiв-
вiдношенням (1.3).

Тодi рiвняння (1.2) має неперервний W 1,2
loc (D)-розв’язок f : D → D,

що задовольняє умову

|f(z)− f(z0)| 6
C · (∥Q∥1)1/2

log1/2
(
1 + r0

|z−z0|

) ∀ z ∈ B(z0, r0) (1.7)

в будь-якiй точцi z0 ∈ D, де ∥Q∥1 – норма Q в L1(D), C – деяка стала
i 0 < 2r0 < dist (z0, ∂D) – довiльне. Якщо додатково Q(z) ∈ FMO(D),
або

δ(w0)∫
0

dt

tqw0(t)
= ∞ (1.8)

для кожного w0 ∈ D i деякого δ(w0) > 0, qw0(r) =
1
2π

2π∫
0

Q(w0+re
iθ) dθ,

то f можна обрати гомеоморфiзмом у D.

2. Основна лема про збiжнiсть

Зв’язок мiж збiжнiстю вiдображень i поведiнкою їх комплексних
коефiцiєнтiв є важливим елементом, що використовується при дове-
деннi основної теореми (див., напр., [4, гл. 2] або [8]). Що стосується
випадку, що вивчається тут, маємо наступну лему.
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Лема 2.1. Нехай Q ∈ L1(D), µ : D → D – вимiрна за Лебегом
функцiя, i нехай fk, k = 1, 2, . . . – послiдовнiсть гомеоморфiзмiв,
що зберiгають орiєнтацiю, областi D на себе, якi належать кла-
су W 1,2

loc (D) i мають комплекснi коефiцiєнти µk(z). Припустимо, що
fk збiгається локально рiвномiрно в D до вiдображення f : D → C,
а послiдовнiсть µk(z) збiгається до µ при k → ∞ при майже всiх
z ∈ D. Нехай також оберненi вiдображення gk := f −1

k належать
класу W 1,2

loc (D), при цьому, при майже всiх w ∈ D

Kµgk
(w) =

1 + |µk(f −1
k (w))|

1− |µk(f −1
k (w))|

6 Q(w) .

Тодi f ∈W 1,2
loc (D) i µ – комплексна характеристика вiдображення f,

тобто, fz = µ(z) · fz при майже всiх z ∈ D.

Доведення. Будемо в цiлому дотримуватись схеми, викладеної при
доведеннi [8, теорема 3.1], див. також [4, теорема 2.1] i [9, лема III.3.5].
Позначимо ∂f = fz i ∂f = fz. Нехай C – довiльний компакт в D.
Оскiльки за умовою вiдображення gk = f −1

k належать класу W 1,2
loc ,

то gk мають N -властивiсть Лузiна, див., напр., [10, наслiдок B]. То-
дi якобiан J(z, fk) майже скрiзь не дорiвнює нулю, див, напр., [11,
теорема 1], бiльше того, має мiсце замiна змiнних в iнтегралi, див,
напр., [12, теорема 3.2.5]. У такому випадку, будемо мати:∫
C

|∂fk(z)|2 dm(z) =

∫
C

(
|∂fk(z)| 2 − |∂fk(z)| 2

)
· |∂fk(z)| 2dm(z)(

|∂fk(z)| 2 − |∂fk(z)| 2
)

=

∫
C

J(z, fk) ·
1

1−
∣∣∣∂fk(z)∂fk(z)

∣∣∣2 dm(z) =

∫
fk(C)

dm(w)

1− |µk(f −1
k (w))|2

6
∫
D

Q(w) dm(w) <∞ . (2.1)

З (2.1) випливає, що f ∈W 1,2
loc , при цьому, ∂fk i ∂fk слабко збiгаються

в L1
loc(D) до ∂f i ∂f, вiдповiдно (див. [8, теорема 3.1] i [9, лема III.3.5]).
Залишилось показати, що вiдображення f є розв’язком рiвняння

Бельтрамi fz = µ(z) · fz. Покладемо ζ(z) = ∂f(z) − µ(z)∂f(z) i по-
кажемо, що ζ(z) = 0 майже скрiзь. Нехай B – довiльний круг, що
лежить разом зi своїм замиканням в D. За нерiвнiстю трикутника∣∣∣∣∣∣

∫
B

ζ(z) dm(z)

∣∣∣∣∣∣ 6 I1(k) + I2(k) , (2.2)
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де

I1(k) =

∣∣∣∣∣∣
∫
B

(∂f(z)− ∂fk(z)) dm(z)

∣∣∣∣∣∣ (2.3)

i

I2(k) =

∣∣∣∣∣∣
∫
B

(µ(z)∂f(z)− µk(z)∂fk(z)) dm(z)

∣∣∣∣∣∣ . (2.4)

З огляду на доведене вище, I1(k) → 0 при k → ∞. Залишилось ро-
зiбратися з виразом I2(k). Для цього зауважимо, що за нерiвнiстю
трикутника I2(k) 6 I ′

2(k) + I ′′
2 (k), де

I ′
2(k) =

∣∣∣∣∣∣
∫
B

µ(z)(∂f(z)− ∂fk(z)) dm(z)

∣∣∣∣∣∣
i

I ′′
2 (k) =

∣∣∣∣∣∣
∫
B

(µ(z)− µk(z))∂fk(z) dm(z)

∣∣∣∣∣∣ .
З огляду на слабку збiжнiсть ∂fk → ∂f в L1

loc(D) при k → ∞, ми отри-
маємо, що I ′

2(k) → 0 при k → ∞, оскiльки µ ∈ L∞(D). Бiльше того,
оскiльки за доведеним вище вiдображення ∂f iнтегровне з квадра-
том, має мiсце абсолютна неперервнiсть в iнтегралi

∫
E

|∂f(z)| dm(z).

Крiм того, оскiльки ∂fk → ∂f слабко в L1
loc(D), то для заданого ε > 0

знайдеться δ = δ(ε) > 0 таке, що∫
E

|∂fk(z)| dm(z)

6
∫
E

|∂fk(z)− ∂f(z)| dm(z) +

∫
E

|∂f(z)| dm(z) < ε , (2.5)

як тiльки m(E) < δ, E ⊂ B, i номера k є достатньо великими.
Остаточно, за теоремою Єгорова (див. [13, теорема III.6.12]) для

кожного δ > 0 знайдеться множина S ⊂ B така, що m(B \ S) < δ i
µk(z) → µ(z) рiвномiрно на S. Тодi |µk(z)− µ(z)| < ε при всiх k > k0,
деякому k0 = k0(ε) i всiх z ∈ S. З огляду на (2.5), а також з огляду
на (2.1) i нерiвнiсть Гельдера, маємо, що
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I ′′
2 (k) 6 ε

∫
S

|∂fk(z)| dm(z) + 2

∫
B\S

|∂fk(z)| dm(z)

< ε ·


∫

D

Q(w) dm(w)

1/2

· (m(B))1/2 + 2

 (2.6)

при тих же k > k0. З (2.2), (2.3), (2.4) i (2.6) випливає, що∫
B

ζ(z)dm(z) = 0 для всiх кругiв B, компактно вкладених в D. На

основi теореми Лебега про диференцiювання невизначеного iнтегра-
ла (див. [13, IV(6.3)]), звiдси випливає, що ζ(z) = 0 майже всюди в
D. Лема доведена.

3. Доведення теореми 1.1

Нехай спочатку функцiя Q, задана за умовами теореми, просто
iнтегровна в D. Розглянемо послiдовнiсть комплекснозначних фун-
кцiй

µk(z) =

{
µ(z), Kµ(z) 6 k,

0 , Kµ(z) > k,
(3.1)

деKµ(z) визначається спiввiдношенням (1.1). Зауважимо, що µk(z) 6
k−1
k+1 < 1, тому рiвняння (1.2), де замiсть µ справа взяли µ := µk, а
µk визначається спiввiдношенням (3.1), має гомеоморфний W 1,2

loc (D)-
розв’язок fk : D → D з нормуваннями fk(0) = 0, fk(1) = 1, яке
є k-квазiконформним в D (див. [6, теорема 8.2]). З огляду на ту ж
теорему, fk вiдображають одиничний круг на себе, при цьому, gk =
f −1
k також є квазiконформними, зокрема, належать класу W 1,2

loc (D)
(див. [14, теорема 9.1]). За [15, теорема 6.10] i з огляду на умову (1.6)
для кожного k ∈ N

M(gk(Γ)) 6
∫
D

Kµgk
(w) · ρ2∗(w) dm(w) 6

∫
D

Q(w) · ρ2∗(w) dm(w) (3.2)

для довiльної сiм’ї кривих Γ в D i кожної функцiї ρ∗ ∈ admΓ, де M –
модуль сiм’ї кривих (див., напр., [16, розд. 6]). За [17, теорема 1.1]
сiм’я вiдображень fk одностайно неперервна в D. Отже, з огляду
на теорему Арцела–Асколi fk є нормальною сiм’єю (див. [16, теоре-
ма 20.4]), iншими словами, знайдеться пiдпослiдовнiсть fkl послiдов-
ностi fk, що збiгається локально рiвномiрно в D до деякого вiдобра-
ження f : D → D. Зауважимо також, що µk(z) → µ(z) при k → ∞ для
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майже всiх z ∈ D, оскiльки |µ(z)| < 1 i, отже, Kµ(z) в (1.1) скiнченна
при всiх z ∈ D. Тодi за лемою 2.1 вiдображення f належить класу
W 1,2

loc (D) i є розв’язком вихiдного рiвняння Бельтрамi (1.2).
За [18, теорема 1]

|fk(z)− fk(z0)| 6
C · (∥Q∥1)1/2

log1/2
(
1 + r0

|z−z0|

) ∀ z ∈ B(z0, r0)

в довiльнiй точцi z0 ∈ D, де ∥Q∥1 – норма Q в L1(D), C – деяка стала
i 0 < 2r0 < dist (z0, ∂D). Переходячи тут до границi при k → ∞,
маємо спiввiдношення (1.7). Перша частина твердження теореми 1.1
встановлена.

Припустимо тепер, що Q ∈ FMO(D), або виконується спiввiд-
ношення (1.8). Тодi послiдовнiсть gk утворює одностайно неперерв-
ну сiм’ю вiдображень (див. [19, теореми 6.1 i 6.5]). Отже, з огляду
на теорему Арцела–Асколi gk є нормальною сiм’єю (див. [16, теоре-
ма 20.4]), iншими словами, знайдеться пiдпослiдовнiсть gkl послiдов-
ностi gk, що збiгається локально рiвномiрно в D до деякого вiдобра-
ження g : D → D. В силу умови нормування gkl(0) = 0 i gkl(1) = 1
при всiх l = 1, 2, . . . . Тодi в силу [20, теорема 4.1] вiдображення g є
гомеоморфiзмом в D, крiм того, за [20, лема 3.1] ми маємо також, що
fkl → f = g−1 при l → ∞ локально рiвномiрно в D. Далi застосуємо
схему мiркувань, що використовувалась вище до випадку iнтегров-
ної функцiї Q. Оскiльки µk(z) → µ(z) при k → ∞ i при майже всiх
z ∈ D, то за лемою 2.1 вiдображення f належить класу W 1,2

loc (D) i є
розв’язком вихiдного рiвняння Бельтрамi (1.2). Теорема доведена. 2

Приклад. Нехай p > 1 – довiльне число i нехай 0 < α < 2/p.
Як зазвичай, ми використовуємо запис z = reiθ, r > 0 и θ ∈ [0, 2π).
Покладемо

µ(z) =

{
e2iθ 2r−α(2r−1)

2r+α(2r−1) , 1/2 < |z| < 1,

0 , |z| 6 1/2 .
(3.3)

Використовуючи спiввiдношення

µf (z) =
∂f

∂f
= e2iθ

rfr + ifθ
rfr − ifθ

,

див. рiвнiсть (11.129) в [21], ми отримуємо, що вiдображення

f(z) =

{
z
|z|(2|z| − 1)1/α, 1/2 < |z| < 1,

0 , |z| 6 1/2
(3.4)
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є розв’язком рiвняння fz = µ(z)·fz, де функцiя µ задається спiввiдно-
шенням (3.3). Зауважимо, що iснування розв’язку вказаного рiвнян-
ня забезпечується теоремою 1.1 (для цього перевiримо виконання всiх
умов цiєї теореми). Дiйсно, для заданої спiввiдношенням (3.3) функцiї
µ вiдповiдною їй максимальною дилатацiєю Kµ буде функцiя

Kµ(z) =

{
2|z|

α(2|z|−1) , 1/2 < |z| < 1,

1 , |z| 6 1/2
. (3.5)

Нехай k > 1/α. Зауважимо, що Kµ(z) 6 k при |z| > 1
2 ·

kα
kα−1 i Kµ(z) >

k в iншому випадку. Нехай, як i ранiше,

µk(z) =

{
µ(z), Kµ(z) 6 k,

0 , Kµ(z) > k .

Вiдзначимо, що розв’язками рiвняння fz = µk(z) · fz є вiдображення

fk(z) =


z
|z|(2|z| − 1)1/α, 1

2 · kα
kα−1 < |z| < 1,

z
1
2(

kα
kα−1)

·
(

1
kα−1

)1/α
, |z| 6 1

2 · kα
kα−1

,

при цьому, оберненi вiдображення gk(y) = f −1
k (y) обчислюються за

формулою

gk(y) =


y(|y|α+1)

2|y| ,
(

kα
kα−1 − 1

)1/α
< |y| < 1,

y· kα
2(kα−1)

( kα
kα−1

−1)
1/α , |y| 6

(
kα

kα−1 − 1
)1/α . (3.6)

З (3.5) випливає, що

Kµk
(z) =

{
4|z|

2α(2|z|−1) ,
1
2 · kα

kα−1 6 |z| < 1,

1 , |z| < 1
2 · kα

kα−1

. (3.7)

Нам слiд перевiрити, чи виконується (1.6) для деякої iнтегровної в
D функцiї Q. Для цiєї мети, пiдставимо вiдображення gk з (3.6) у
максимальну дилатацiю Kµk

, визначену рiвнiстю (3.7). Тодi

Kµgk
(y) =


|y|α+1
α|y|α ,

(
kα

kα−1 − 1
)1/α

6 |y| < 1 ,

1 , |y| <
(

kα
kα−1 − 1

)1/α .

Зауважимо, що Kµgk
(y) 6 Q(y) := |y|α+1

α|y|α при всiх y ∈ D, при цьому,
функцiя Q iнтегровна в D навiть в степенi p, а не тiльки в степенi 1
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(див. мiркування, використанi при розглядi [21, пропозицiя 6.3]). За
побудовою fk(0) = 0 i fk(1) = 1. Тому всi умови теореми 1.1 викону-
ються, а у якостi бажаного розв’язку рiвняння fz = µ(z) · fz можна
розглянути вiдображення f = f(z), визначене рiвнiстю (3.4). Бiльше
того, з доведення цiєї теореми випливає, що вiдображення f є вка-
заним там розв’язком, оскiльки f є локально рiвномiрною границею
послiдовностi fk. Зауважимо, що вiдображення f не є гомеоморфним
розв’язком, також воно не є анi вiдкритим, анi дискретним.

Покажемо, що для заданої функцiї µ гомеоморфного W 1,2
loc (D)-

розв’язку рiвняння Бельтрамi (1.2) не iснує. Справдi, нехай g : D → D
– такий розв’язок. З огляду на теорему Рiмана про вiдображення,
ми можемо вважати, що g вiдображує одиничний круг на себе. За-
уважимо, що при 1/2 < |z| < 1 вiдображення f, а отже, i вiдобра-
ження g, є локально квазiконформним. Отже, з огляду на теорему
єдиностi (див. [4, пропозицiя 5.5]), g = φ ◦ f, де φ – деяке конформ-
не вiдображення. Зауважимо, що φ визначене в проколотому крузi
D \ {0}, оскiльки f({1/2 < |z| < 1}) = D \ {0}. Звiдси маємо, що
g ◦ f −1 = φ, i, оскiльки φ є конформним у D \ {0}, вiдображення φ
має неперервне продовження в точку 0. Однак, тодi й вiдображення
g ◦ f −1 також має неперервне продовження в точку 0, що невiрно,
оскiльки f −1(y) = y(|y|α+1)

2|y| , а g – деякий автоморфiзм одиничного
круга. Отримане протирiччя спростовує припущення про iснування
вiдповiдного гомеоморфного розв’язку g.
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