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1. Постановка задачi

Дослiджено задачу про побудову розв’язкiв

z(t) ∈ C1[a, b]

лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi [1–3]

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), ℓz(·) = α. (1)

Тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] – неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] – не-
перервний вектор; ℓz(·) – лiнiйний обмежений векторний функцiонал

ℓz(·) : C[a, b] → Rq.

Матрицю A(t) припускаємо, взагалi кажучи, прямокутною: m ̸= n,
або ж квадратною, але виродженою. Дослiдженню диференцiально-
алгебраїчних рiвнянь за допомогою центральної канонiчної форми i
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досконалих пар i трiйок матриць присвяченi монографiї [1–3]. До-
статнi умови звiдностi диференцiально-алгебраїчної лiнiйної системи
до центральної канонiчної форми були отриманi А. М. Самойлен-
ком i В. П. Яковцем [4]. У статтях [5,6] запропоновано достатнi умо-
ви розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна
для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1) без ви-
користання центральної канонiчної форми i досконалих пар i трiйок
матриць.

Ключовою вимогою до диференцiально-алгебраїчної системи (1)
в усiх перерахованих вище публiкацiях була умова сталостi рангу ма-
трицi при похiднiй A(t). Тому метою даної статтi буде знаходження
конструктивних умов розв’язностi та схеми побудови розв’язкiв лiнiй-
них диференцiально-алгебраїчних крайових задач у випадку матрицi
A(t) змiнного рангу.

2. Умови гладкостi псевдооберненої матрицi

Умови гладкостi псевдооберненої матрицi у випадку квадратної
(m = n) матрицi A(t) були отриманi у монографiї В. Ф. Чистякова [7,
c. 41].

Лема 1. [В. Ф. Чистяков, 1996]. Припустимо, що (n× n) – вимiрна
матриця

A(t) ∈ Cq[a, b]

має сталий ранг
rank A(t) := σ, t ∈ [a, b].

Тодi iснує гладка псевдообернена (за Муром–Пенроузом) матриця

A+(t) ∈ Cq[a, b].

Зокрема, гладкiсть псевдооберненої матрицi A+(t) = A−1(t) га-
рантована для довiльної невиродженої (n × n) – вимiрної матрицi
A(t). Узагальненням леми 1 є наступне твердження.

Лема 2. Для прямокутної (m× n) – вимiрної матрицi

A(t) ∈ Cq[a, b]

повного рангу

rank A(t) := σ := min(m,n), t ∈ [a, b]
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iснує гладка псевдообернена матриця

A+(t) ∈ Cq[a, b].

Дiйсно, припустимо, що m ≤ n. При цьому, не втрачаючи загаль-
ностi, прямокутна (m × n) – вимiрна матриця A(t) зображується у
виглядi

A(t) =
(
A0(t) A1(t)

)
, detA0(t) ̸= 0;

тут A0(t) – квадратна невироджена матриця. Таким чином, знаходи-
мо стандартний розклад [5]

A(t) = R(t) · Jσ · S(t), R(t) = A0(t), Jσ :=
(
Im O

)
,

де

S(t) =

(
Im A−1

0 (t)A1(t)
O In−m

)
, detS(t) = 1

– невироджена матриця [8, c. 53]. Аналогiчно знаходимо кiстяковий
розклад

A(t) = B(t)C(t),

де
B(t) = A0(t), C(t) =

(
Im A−1

0 (t)A1(t)
)
,

при цьому
rankB(t) = rankC(t) = m ≤ n.

Гладкiсть матриць
B(t), C(t) ∈ Cq[a, b]

забезпечує гладкiсть псевдооберненої матрицi

A+(t) = C+(t)B+(t) = C∗(t)(C(t)C∗(t))−1(B∗(t)B(t))−1B∗(t).

Припустимо далi, що n ≤ m. При цьому, не втрачаючи загальностi,
прямокутна (m× n) – вимiрна матриця повного рангу

A(t) ∈ Cq[a, b]

зображується у виглядi

A(t) =

(
A0(t)
A1(t)

)
, detA0(t) ̸= 0;

тут A0(t) – квадратна невироджена матриця. Таким чином, знаходи-
мо стандартний розклад

A(t) = R(t) · Jσ · S(t), S(t) = A0(t), Jσ :=
(
Im O

)∗
,
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де

R(t) =

(
In O

A1(t)A
−1
0 (t) Im−n

)
– невироджена матриця [8, c. 53]

detR(t) = 1.

Аналогiчно знаходимо кiстяковий розклад

A(t) = B(t)C(t),

де

C(t) = A0(t), B(t) =

(
In

A1(t)A
−1
0 (t)

)
,

при цьому
rankB(t) = rankC(t) = n ≤ m.

Гладкiсть матриць
B(t), C(t) ∈ Cq[a, b]

забезпечує гладкiсть псевдооберненої матрицi

A+(t) ∈ Cq[a, b].

Приклад 1. Неперервнiсть матрицi повного рангу

A(t) :=

(
cos t sin t cos t
− sin t cos t − sin t

)
забезпечує гладкiсть псевдооберненої матрицi A+(t) ∈ C[a, b].

Матриця повного рангу A(t) ∈ C[a, b] зображується у виглядi

A(t) =
(
A0(t) A1(t)

)
, detA0(t) ̸= 0;

тут A0(t) – квадратна невироджена матриця. Таким чином, знаходи-
мо стандартне розвинення

A(t) = R(t) · Jσ · S(t), R(t) = A0(t), Jσ :=
(
I2 O

)
,

де

S(t) =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1


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– невироджена матриця. Аналогiчно знаходимо кiстякове розвинення

A(t) = B(t)C(t),

де

B(t) = A0(t), C(t) =

(
1 0 1
0 1 0

)
,

при цьому
rankB(t) = rankC(t) = 2.

Гладкiсть матриць
B(t), C(t) ∈ C[a, b]

забезпечує гладкiсть псевдооберненої матрицi

A+(t) =
1

2

 cos t − sin t
2 sin t 2 cos t
cos t − sin t

 .

Результат леми 2 очевидно [9] переноситься на простiр Lp[a, b], а
також на простiр обмежених послiдовностей [10].

Наслiдок 1. Для гладкої прямокутної (m× n) – вимiрної матрицi

A(t) ∈ Cq[a, b]

сталого рангу
rank A(t) := σ, t ∈ [a, b]

кiстяковий розклад

A(t) = B(t)C(t), rank B(t) := σ, rank C(t) := σ

утворюють гладкi матрицi повного рангу

B(t), C(t) ∈ Cq[a, b].

Дiйсно, в якостi матрицi B(t) ∈ Cq[a, b] можуть бути обранi будь-
якi σ стовпцiв вихiдної матрицi A(t) ∈ Cq[a, b], або лiнiйна комбiнацiя
цих стовпцiв. Матриця C(t) може бути знайдена з рiвняння

A(t) = B(t)C(t),

розв’язного, оскiльки
PB∗(t)A(t) = 0;
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остання рiвнiсть випливає з рiвнозначного виразу

(PB∗(t)A(t))∗ = C∗(t) (B∗(t)PB∗(t)) = 0.

Таким чином, однозначно (PB(t) = 0) знаходимо

C(t) = B+(t)A(t).

Однозначнiсть випливає з повноти рангу матрицi B(t); тут

PB(t) : Rσ → N(B(t)), PB∗(t) : Rn → N(B∗(t))

– матрицi-ортопроектори. Оскiльки

B+(t), A(t) ∈ Cq[a, b],

то
C(t) ∈ Cqσ×n[a, b].

Лема 3. Припустимо, що (m× n) – вимiрна матриця

A(t) ∈ Cq[a, b]

має сталий ранг

rank A(t) := σ ≤ min (m,n), t ∈ [a, b].

Тодi iснує гладка псевдообернена матриця

A+(t) ∈ Cq[a, b].

Гладкiсть псевдооберненої матрицi A+(t) випливає з гладкостi ма-
триць повного рангу

B(t), C(t) ∈ Cq[a, b],

якi утворюють кiстякове розвинення

A(t) = B(t)C(t), rank B(t) := σ, rank C(t) := σ,

та формули [8]

A+(t) = S∗(t)(S(t)S∗(t))−1(R∗(t)R(t))−1R∗(t).

Сталiсть рангу матрицi A(t) :

rank A(t) := σ ≤ min (m,n), t ∈ [a, b]



С. М. Чуйко 309

суттєва для гладкостi псевдооберненої матрицi

A+(t) ∈ Cq[a, b].

Приклад 2. Вiдсутнiсть сталостi рангу неперервної матрицi

Q(ε) :=

(
1 0 1
0 ε 0

)
, ε ∈ [0, 1]

приводить до вiдсутностi гладкостi псевдооберненої матрицi

A+(t) =
1

2

 1 0
0 2

ε
1 0

 .

Наслiдок 2. Будь-яку (m × n)− вимiрну матрицю A(t) ∈ Cq[a, b]
сталого рангу

rank A(t) := σ ≤ min (m,n), t ∈ [a, b]

можна зобразити у виглядi стандартного розкладу

A(t) = R(t) · Jσ · S(t), Jσ :=

(
Iσ O
O O

)
;

тут

Jσ = V ·W, V :=

(
Iσ
O

)
∈ Rm×σ, W := ( Iσ O ) ∈ Rσ×n,

крiм того R(t) та S(t) – гладкi невиродженi матрицi:

R(t) = Φ(t)V + + C1PV ∗ ∈ Cq[a, b], S(t) =W+Ψ+ PWC2 ∈ Cq[a, b].

Результати лем 1–3 та обох наслiдкiв очевидно [9] переносяться на
простiр Lp[a, b], а також на простiр обмежених послiдовностей [10].
Крiм того, останнi три леми i два наслiдки дозволяють послабити
вимогу (2)

A+(t)B(t) ∈ C[a, b], A+(t)f(t) ∈ C[a, b]

на другiй сторiнцi статтi [5], а також вимогу (9):

A+
1 (t)B1(t) ∈ C[a, b], A+

1 (t)f1(t) ∈ C[a, b]

на сторiнцi 5 та (16):

A+
2 (t)B2(t) ∈ C[a, b], A+

2 (t)f2(t) ∈ C[a, b]

на сторiнцi 8 статтi [5], а також аналогiчнi вимоги у статтi [6].
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3. Схема побудови розв’язкiв диференцiально-алгебра-
їчних крайових задач у випадку матрицi при похi-
днiй змiнного рангу

Повертаючись до диференцiально-алгебраїчної системи (1) у ви-
падку матрицi A(t) змiнного рангу, припустимо, що iснує неперервна
матриця повного рангу P(t), для якої добуток A(t)P(t) має незмiнний
ранг:

rank A(t)P(t) := σ1 ≤ min (m,n, σ0), P(t) ∈ Cn×σ0 [a, b], t ∈ [a, b].

Замiна змiнної
z(t) = P(t)y(t)

приводить диференцiально-алгебраїчну систему (1) у випадку матри-
цi A(t) змiнного рангу до диференцiально-алгебраїчної системи

A(t)y′(t) = B(t)y(t) + f(t) (2)

з матрицею A(t) := A(t)P(t) незмiнного рангу; тут

B(t) := B(t)P(t)−A(t)P ′(t) ∈ Cm×σ0 [a, b].

Припустимо, що для диференцiально-алгебраїчної системи (2) з ма-
трицею A(t) незмiнного рангу виконуються умови теореми у статтi [5,
c. 15]. За цих умов у випадку виродження порядку p диференцiально-
алгебраїчна система (2) має розв’язок вигляду

y(t, cρp−1) = Xp(t)cρp−1 +K

[
f(s), νp(s)

]
(t), cρp−1 ∈ Rρp−1 ,

залежний вiд довiльної неперервної вектор-функцiї νp(t) ∈ Cρp [a, b].
Якщо для диференцiально-алгебраїчної системи (2) з матрицею A(t)
незмiнного рангу виконуються умови теореми у статтi [5, c. 15] у
випадку виродження порядку p, будемо казати, що для диферен-
цiально-алгебраїчної системи (1) у випадку матрицi A(t) змiнного
рангу має мiсце виродження порядку p.

Для довiльної неперервної вектор-функцiї νp(t) розв’язнiсть ди-
ференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1) iстотно залежить вiд
вибору цiєї функцiї. Покладемо

νp(t) := Ψ(t)γ, Ψ(t) ∈ Cρp×w[a, b], γ ∈ Rw;

тут Ψ(t) – довiльна неперервна матриця повного рангу. Узагальнений
оператор Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної систе-
ми (1) представимо у виглядi

K
[
f(s), νp(s)

]
(t) = K

[
f(s)

]
(t) +K

[
νp(s)

]
(t).
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Позначимо матрицю

D :=

[
ℓXp(·) ; ℓK

[
Ψ(s)

]
(·)
]
∈ Rq×(ρp+w).

Пiдставлючи загальний розв’язок

z(t, cρp−1) = Xp(t)cρp−1 +K
[
f(s)

]
(t) +K

[
νp(s)

]
(t)

задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1) у крайо-
ву умову (1), приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

D č = α− ℓK
[
f(s)

]
(·), č := col (cρp−1 , γ) ∈ Rρp−1+w. (3)

Рiвняння (3) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PD∗

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)
}

= 0. (4)

Тут PD∗ – ортопроектор:

Rq → N(D∗).

За умови (4) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (3)

č = D+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)
}
+ PD δ, δ ∈ Rρp+w

визначає розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1)

z(t, δ) = K
[
f(s)

]
(t) +

{
Xp(t);K

[
Ψ(s)

]
(t)

}
PD δ

+

{
Xp(t);K

[
Ψ(s)

]
(t)

}
D+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)
}
, δ ∈ Rρp+w.

Тут PD – матриця-ортопроектор: Rρp+w → N(D). Таким чином, дове-
дена наступна теорема.

Теорема. Припустимо, що для (m × n) – вимiрної матрицi A(t) ∈
Cq[a, b] змiнного рангу iснує неперервна матриця повного рангу P(t),
для якої добуток A(t)P(t) має незмiнний ранг:

rank A(t)P(t) := σ1 ≤ min (m,n, σ0), P(t) ∈ Cn×σ0 [a, b], t ∈ [a, b].
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У випадку виродження порядку p диференцiально-алгебраїчна систе-
ма (1) має розв’язок вигляду

z(t, cρp−1) = Xp(t)cρp−1 +K
[
f(s), νp(s)

]
(t); , cρp−1 ∈ Rρp−1 ;

тут Xp(t) := P(t)Xp(t) – розв’язок однорiдної частини диферен-
цiально-алгебраїчної системи (1) та

K
[
f(s), νp(s)

]
(t) := P(t)K

[
f(s), νp(s)

]
(t)

– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 диференцiально-
алгебраїчної системи (1). За умови (4) i тiльки за неї розв’язок
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1)

z(t, cr) = Xr(t)cr + G
[
f(s);Ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi (1)

G
[
f(s);Ψ(s);α

]
(t) := K

[
f(s)

]
(t)

+

{
Xp(t);K

[
Ψ(s)

]
(t)

}
D+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)
}
.

Матриця Xr(t) утворена iз r лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi{
Xp(t);K

[
Ψ(s)

]
(t)

}
PD.

За умови PD∗ ̸= 0 будемо казати, що диференцiально-алгебра-
їчна крайова задача (1) представляє критичний випадок. Результати
доведеної теореми можуть бути перенесенi на рiзницевi [10], квазi-
лiнiйнi [11] та гiбриднi рiзницево-диференцiальнi крайовi задачi [12].
Результати доведеної теореми отриманi без використання централь-
ної канонiчної форми i досконалих пар i трiйок матриць [1,2,4] i уза-
гальнюють результати [1,2,4–6,13] на випадок матрицi A(t) змiнного
рангу. Запропонована у статтi схема дослiдження диференцiально-
алгебраїчних крайових задач (1) аналогiчно [14–17] може бути пере-
несена на матричнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi.
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Приклад 3. Умови доведеної теореми справджуються у випадку
двоточкової крайової задачi

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), ℓz(·) = 0, (5)

де зокрема

A(t) :=


t cos t t sin t t cos t t sin t
−t sin t t cos t −t sin t t cos t
t cos t t sin t cos t sin t
−t sin t t cos t − sin t cos t

 ,

B(t) :=
1

(1 + t2)2

(
B11(t) B12(t)
B21(t) B22(t)

)
;

тут

B11(t) := t2(1 + t2)(2 + t+ t2 + t3)

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

B12(t) := t(1 + t2)(2 + t+ t2 + t3)

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

B12(t) := t(1 + t2)(1 + t+ 2t2 + t4)

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

B12(t) := (1 + t2)(1 + t+ 2t2 + t4)

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

ℓz(·) := z(0)− z(2π), f(t) := et+
t3

3


t (t+ 1)

0
t (t+ 1)

0

 .

Дiйсно, у випадку диференцiально-алгебраїчної системи (5) ма-
триця A(t) змiнного рангу, при цьому iснує неперервна матриця пов-
ного рангу

P(t) :=


t 0
0 t
1 0
0 1

 ∈ C[0, 2π],

для якої добуток має незмiнний ранг:

rank A(t) := A(t)P(t) = 2, t ∈ [0, 2π].

Замiна змiнної z(t) = P(t)y(t) приводить диференцiально-алгебра-
їчну систему (5) до диференцiально-алгебраїчної системи (2):

A(t)y′(t) = B(t)y(t) + f(t)
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з матрицею A(t) незмiнного рангу; тут

A(t) =


t (t+ 1) cos t t (t+ 1) sin t
−t (t+ 1) sin t t (t+ 1) cos t
(1 + t2) cos t (1 + t2) sin t
−(1 + t2) sin t (1 + t2) cos t

 ,

B(t) =


t (1 + t)(1 + t2) cos t t (1 + t)(1 + t2) sin t
−t (1 + t)(1 + t2) sin t t (1 + t)(1 + t2) cos t

(1 + t2)2 cos t (1 + t2)2 sin t
−(1 + t2)2 sin t (1 + t2)2 cos t

 .

Матриця A(t) незмiнного рангу, оскiльки визначник мiнору, утворе-
ного останнiми двома рядками цiєї матрицi дорiвнює (1 + t2)2, при
цьому її ортопроектор

PA∗(t) =
1

1 + 3t2 + 2t3 + 2t4
×

×


(1 + t2)2 0 −t(1 + t)(1 + t2) 0

0 (1 + t2)2 0 −t(1 + t)(1 + t2)
−t(1 + t)(1 + t2) 0 (1 + t2)2 0

0 −t(1 + t)(1 + t2) 0 (1 + t2)2

 ̸= 0,

тому у вiдповiдностi до класифiкацiї, наведеної у статтях [5] та [6],
диференцiально-алгебраїчна система (2) вироджена. Стандартне роз-
винення неперервної матрицi A(t)

A = Φ(t) J Ψ(t), J :=


1 0
0 1
0 0
0 0

 ,

detΦ(t) ̸= 0, detΨ(t) ̸= 0, Φ(t),Ψ(t) ∈ C[a, b]

утворюють неперервнi невиродженi матрицi

Φ(t) =

(
Φ11(t) Φ12(t)
Φ21(t) Φ22(t)

)
, Φ11(t) = t (1 + t)

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
;

Φ12(t) = Φ21(t) = (1 + t2)

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

Φ22(t) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
, Ψ(t) = I2.
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Таким чином знаходимо матрицю та вектор [5, 6]

C0(t) := Φ−1(t)B(t) =


1 + t2 0

0 1 + t2

0 0
0 0

 ,

Φ−1(t)f(t) :=

(
g
(0)
1 (t)

g
(0)
2 (t)

)
,

якi приводять диференцiально-алгебраїчну систему (5) до диферен-
цiальної системи

y′(t) = C
(0)
11 (t)y(t) + g

(0)
1 (t)

i дозволяють перевiрити умову розв’язностi g(0)2 (t) = 0 системи (5);
тут

C
(0)
11 (t) =

(
1 + t2 0

0 1 + t2

)
, g

(0)
1 (t) = et+

t3

3

(
cos t
sin t

)
;

отже, для диференцiально-алгебраїчної системи (2) з матрицею A(t)
незмiнного рангу виконуються вимоги теореми [5, c. 15], причому для
диференцiально-алгебраїчної системи (5) має мiсце виродження пер-
шого порядку. При цьому диференцiально-алгебраїчна система (2)
має розв’язок вигляду

y(t, cρ0) = X1(t)cρ0 +K

[
f(s)

]
(t), cρp−1 ∈ R2,

не залежний вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν1(t); тут

X1(t) = et+
t3

3


t 0
0 t
1 0
0 1

 , K

[
f(s)

]
(t) = et+

t3

3


t sin t

t− t cos t
sin t

1− cos t

 .

Диференцiально-алгебраїчна задача (2) крайова задача (5) представ-
ляє критичний випадок:

PQ∗PD∗ ̸= 0,

причому виконано умову (4) її розв’язностi. Єдиний розв’язок дифе-
ренцiально-алгебраїчної крайової задачi (5) визначає узагальнений
оператор Грiна

z(t) = G
[
f(s);α

]
(t) = K

[
f(s)

]
(t).
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Вiдзначимо, що використовувана при дослiдженнi крайової зада-
чi (1) теорема у статтi [5, c. 15] передбачає незмiннiсть рангу матри-
цi A(t) для диференцiально-алгебраїчної системи (2), необхiдну для
гладкостi псевдооберненої матрицi [18, 19]

A+
p (t) ∈ C1[a, b].

Побудова узагальненого оператора Грiна диференцiально-алгебраїч-
ної крайової задачi (1) суттєво спрощується у випадку сталої матрицi
P, для якої добуток A(t) := A(t)P має незмiнний ранг; в цьому випад-
ку суттєво спрощується вигляд диференцiально-алгебраїчної системи
(2): B(t) := B(t)P.

У некритичному випадку, за умови PQ∗ = 0 згiдно доведеної те-
ореми диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1) розв’язна для
будь-яких неоднорiдностей f(t) ∈ C[a, b] та α ∈ Rq. Для знаходження
наближених розв’язкiв крайової задачi (1) застосовний метод наймен-
ших квадратiв [20,21].

Запропонована у статтi схема дослiдження диференцiально-алге-
браїчних крайових задач (1) аналогiчно [16,22–25] може бути перене-
сена на нелiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi, в тому
числi, у частинних похiдних [26,27].
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