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1. Вступ

У роботi продовжуються дослiдження апроксимацiйних характе-
ристик класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй однiєї
та багатьох змiнних (позначення Bω

p,θ i BΩ
p,θ вiдповiдно) у просторi

B1,1, норма в якому є бiльш сильною, нiж L1 - норма. Як зазначало-
ся у роботах [1–7], мотивацiєю дослiдження апроксимацiйних хара-
ктеристик (найкращi наближення, поперечники, найкращi n-членнi
наближення та iн.) класiв Br

p,θ i BΩ
p,θ у просторах Bq,1, q ∈ {1,∞}, бу-

ла та обставина, що питання про їхнi порядки, особливо у багатови-
мiрному випадку, у просторах L1 i L∞ досi залишаються вiдкритими
(див. [8]).

Перш нiж перейти до формулювання одержаних результатiв, вве-
демо необхiднi позначення, дамо означення функцiональних класiв i
апроксимацiйних характеристик, якi будуть дослiджуватися.

Нехай Rd− d-вимiрний простiр з елементами x = (x1, . . . , xd) i
(x, y) = x1 y1 + . . . + xd yd − скалярний добуток елементiв x, y ∈ Rd.

Стаття надiйшла в редакцiю 02.07.2021

ISSN 1810 – 3200. c⃝ Iнститут прикладної математики i механiки НАН України



390 Апроксимацiйнi характеристики класiв...

Через Lp(πd), πd =
d∏
j=1

[0, 2π), позначимо простiр 2π-перiодичних за

кожною змiнною функцiй f , для яких

||f ||p =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|p dx

)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

∥f∥∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)| <∞.

Надалi будемо вважати, що для f ∈ Lp(πd) виконується умова

2π∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1, d,

i множину таких функцiй позначимо L0
p(πd).

Крiм цього для зручностi замiсть Lp(πd) будемо вживати позна-
чення Lp i вiдповiдно L0

p замiсть L0
p(πd).

Означимо l-ту рiзницю функцiї f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, з кроком hj

за змiнною xj згiдно з формулою

∆l
hj
f(x) =

l∑
n=0

(−1)l−nCnl f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd).

Для f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, h = (h1, . . . , hd) i t ∈ Rd+ введемо мiшану

l-ту рiзницю

∆l
hf(x) = ∆l

hd
. . .∆l

h1f(x) = ∆l
hd

(. . . (∆l
h1 f(x)))

i означимо мiшаний модуль неперервностi порядку l

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,d

∥∆l
hf(·)∥p.

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) – задана функцiя типу мiшаного модуля
неперервностi порядку l. Це означає, що функцiя Ω(t) задовольняє
такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d, i Ω(t) = 0, якщо
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) зростає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤
(

d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d;
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4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, d .
Наслiдуючи С. Н. Бернштейна [9], будемо називати функцiю однi-

єї змiнної φ(τ) майже зростаючою (майже спадною) на [a, b], якщо
iснує стала C1 > 0 (C2 > 0), яка не залежить вiд τ1, τ2, така, що

φ(τ1) ≤ C1 φ(τ2), a ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ b,

у випадку майже зростання, i вiдповiдно

φ(τ1) ≥ C2 φ(τ2), a ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ b,

у випадку майже спадання.
Будемо вважати, що функцiя Ω(t), t ∈ Rd+, задовольняє також

умови (Sα) i (Sl), якi називають умовами Барi–Стєчкiна [10, 11]. Це
означає наступне.

Функцiя однiєї змiнної φ(τ) ≥ 0, τ ∈ [0, 1], задовольняє умову
(Sα), якщо φ(τ)

τα майже зростає при деякому α > 0.
Функцiя φ(τ) ≥ 0, τ ∈ [0, 1], задовольняє умову (Sl), якщо φ(τ)

τγ

майже спадає при деякому 0 < γ < l, l ∈ N.
У випадку d > 1 будемо говорити, що Ω(t), t ∈ Rd+, задовольняє

цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксованих ti, i ̸= j.
Тепер дамо означення функцiональних класiв BΩ

p,θ (Bω
p,θ в однови-

мiрному випадку), якi було розглянуто у роботi Sun Yongsheng, Wang
Heping [12].

Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞ i функцiя Ω(t) типу мiшаного модуля непе-
рервностi порядку l, яка задовольняє умови 1) – 4), (Sα) i (Sl). Тодi
класи BΩ

p,θ визначаються таким чином

BΩ
p,θ = {f ∈ L0

p : ∥f∥BΩ
p,θ

≤ 1},

де

∥f∥BΩ
p,θ

=

{∫
πd

(
Ωl(f, t)p
Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

∥f∥BΩ
p,∞

= sup
t∈Rd

+

Ωl(f, t)p
Ω(t)

.

Зауважимо, що в тому випадку, коли r = (r1, . . . , rd), 0 < rj < l,

j = 1, d, i Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j класи BΩ

p,θ спiвпадають з аналогами класiв

Бєсова Br
p,θ, якi розглядалися у роботах [13,14]. Крiм того, при θ = ∞

класи Br
p,∞ = Hr

p є аналогами класiв С. М. Нiкольського [15].
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Класи BΩ
p,∞ = HΩ

p розглядалися у роботi М. М. Пустовойтова [16].
У подальших мiркуваннях нам буде зручно користуватися озна-

ченням класiв BΩ
p,θ в дещо iншому виглядi. Для цього нагадаємо по-

няття порядкового спiввiдношення.
Для двох невiд’ємних послiдовностей (an)

∞
n=1 i (bn)∞n=1 спiввiдно-

шення (порядкова нерiвнiсть) an ≪ bn означає, що iснує стала C3 > 0,
яка не залежить вiд n i така, що an ≤ C3 bn. Спiввiдношення an ≍ bn
рiвносильне тому, що an ≪ bn i bn ≪ an.

Поставимо у вiдповiднiсть кожному вектору s ∈ Nd множину ви-
гляду

ρ(s) = {k ∈ Zd : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, d}

i для f ∈ L0
p, 1 < p <∞, покладемо

δs(f) := δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt – коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Отже, для f ∈ BΩ
p,θ, 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, де Ω(t) задана фун-

кцiя типу мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє
умови 1) – 4), (Sα) i (Sl) справедливi спiввiдношення

∥f∥BΩ
p,θ

≍


( ∑
s∈Nd

Ω−θ(2−s)∥δs(f)∥θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
s∈Nd

∥δs(f)∥p
Ω(2−s)

, θ = ∞,

(1.1)

тут i далi Ω(2−s) = Ω(2−s1 , . . . , 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.
Зауважимо, що випадок 1 ≤ θ < ∞ в (1.1) було розглянуто у

роботi [17], а θ = ∞ – у роботi [16].
Для норм функцiй з класiв BΩ

p,θ можна записати зображення ана-
логiчнi (1.1) у випадках p = 1 i p = ∞ , дещо видозмiнивши при
цьому “блоки” δs(f).

Позначимо через Vm(u), m ∈ N, u ∈ R, ядро Валле Пуссена

Vm(u) = 1 + 2

m∑
k=1

cos ku+ 2

2m−1∑
k=m+1

(
2m− k

m

)
cos ku.

Кожному вектору s ∈ Nd поставимо у вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏
j=1

(V2sj (xj)− V
2sj−1(xj)), x ∈ Rd,
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i для f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, покладемо

As(f) := As(f, x) = (f ∗As)(x),

де “∗” – операцiя згортки.
Тодi справедливi спiввiдношення

∥f∥BΩ
p,θ

≍


( ∑
s∈Nd

Ω−θ(2−s)∥As(f)∥θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
s∈Nd

∥As(f)∥p
Ω(2−s)

, θ = ∞.

(1.2)

Зазначимо, що в (1.2) випадок 1 ≤ θ < ∞ було розглянуто у
роботi [17], а випадок θ = ∞ – у роботi [16].

У подальших дослiдженнях ми будемо розглядати класи BΩ
p,θ (вiд-

повiдно Bω
p,θ при d = 1), якi визначаються функцiєю типу мiшаного

модуля неперервностi порядку l деякого спецiального вигляду, а саме

Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, (1.3)

де ω(τ) – задана функцiя (однiєї змiнної) типу модуля неперервно-
стi порядку l, яка задовольняє умови (Sα) i (Sl). Зрозумiло, що для
Ω(t) вигляду (1.3) виконуються властивостi 1) – 4) функцiї типу мi-
шаного модуля неперервностi порядку l , а також умови (Sα) i (Sl)
i тому справедливими є наведенi вище зображення (1.1), (1.2) для
норм функцiй з класiв BΩ

p,θ.
Тепер дамо означення норми у пiдпросторах B1,1. Для тригоно-

метричних полiномiв t вона означається згiдно з формулою

∥t∥B1,1 =
∑

s∈Nd ∪{0}

∥As(t)∥1.

Аналогiчним чином означається норма ∥f∥B1,1 для функцiй f ∈ L1 за
умови збiжностi ряду

∑
s∈Nd ∪{0}

∥As(f)∥1. При цьому зазначимо спра-

ведливiсть спiввiдношення

∥ · ∥1 ≪ ∥ · ∥B1,1 . (1.4)

Далi означимо апроксимацiйнi характеристики, якi будемо дослi-
джувати.

Нехай {ui}Mi=1 – ортонормована у просторi L2(πd) система функцiй
ui ∈ L∞(πd), i = 1,M . Кожнiй функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞,
поставимо у вiдповiднiсть апроксимацiйний агрегат вигляду
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M∑
i=1

(f, ui)ui, тобто ортогональну проєкцiю функцiї f на пiдпростiр,

породжений системою функцiй {ui}Mi=1. Тут i надалi

(f, ui) = (2π)−d
∫
πd

f(x)ui(x)dx,

де ui(x) – функцiї комплексно-спряженi до функцiй ui(x). Якщо F ⊂
Lq(πd), то величина

d⊥M (F,Lq) = inf
{ui}Mi=1⊂L∞(πd)

sup
f∈F

∥f −
M∑
i=1

(f, ui)ui∥q (1.5)

називається ортопоперечником (Фур’є-поперечником) класу F у про-
сторi Lq(πd). Поперечник d⊥M (F,Lq) введений В. М. Темляковим [18].
Крiм того в [19] В. М. Темляковим розглянута близька до Фур’є-
поперечника величина dBM (F,Lq), яка означається наступним чином

dBM (F,Lq) = inf
G∈LM (B)q

sup
f∈F∩D(G)

∥f −Gf∥q, (1.6)

де LM (B)q позначає множину лiнiйних операторiв, якi задовольня-
ють умови:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить усi тригоно-
метричнi полiноми, а їх область значень мiститься у пiдпросторi роз-
мiрностi M простору Lq(πd);

б) iснує число B ≥ 1 таке, що для всiх векторiв k = (k1, . . . , kd)
виконана нерiвнiсть

∥Gei(k,·)∥2 ≤ B.

Зазначимо, що до LM (1)2 належать оператори ортогонального
проектування на простори розмiрностi M , а також оператори, якi
задаються на ортонормованiй системi функцiй за допомогою муль-
типлiкатора, що визначається послiдовнiстю {λl} такою, що |λl| ≤ 1
для всiх l. Легко бачити, що згiдно з означеннями справедливе спiв-
вiдношення

dBM (F,Lq) ≤ d⊥M (F,Lq). (1.7)

Зрозумiло, що таке ж спiввiдношення виконується i у випадку про-
стору B1,1, тобто

dBM (F,B1,1) ≤ d⊥M (F,B1,1). (1.8)

Величини (1.5) i (1.6) для рiзноманiтних функцiональних класiв
F , як у просторах Лебега Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, так i в iнших фун-
кцiональних просторах дослiджувалися у роботах [20–33]. З бiльш
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детальною бiблiографiєю можна ознайомитися у монографiях [8, 19,
34, 35]. У деяких випадках при встановленнi оцiнок знизу величин
dBM (BΩ

p,θ, B1,1) (dBM (Bω
p,θ, B1,1) при d = 1) будемо використовувати оцiн-

ки колмогоровських поперечникiв цих класiв i тому нагадаємо озна-
чення цiєї апроксимацiйної характеристики.

Нехай X – нормований простiр з нормою ∥ · ∥X , LM (X ) – суку-
пнiсть пiдпросторiв у просторi X розмiрностi, що не перевищує M i
W – центрально-симетрична множина в X .

Величина

dM (W,X ) = inf
LM∈LM (X )

sup
w∈W

inf
u∈LM

∥w − u∥X

називається колмогоровським M – поперечником множини W у про-
сторi X .

Поперечник dM (W,X ) увiв у 1936 р. А. М. Колмогоров [36]. За-
значимо також справедливiсть спiввiдношень

dM (F,X ) ≤ dBM (F,X ) ≤ d⊥M (F,X ), (1.9)

де X = Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, або X = B1,1.
Перед тим, як перейти безпосередньо до викладу одержаних ре-

зультатiв, наведемо вiдоме твердження, яке нами буде використову-
ватися.

Теорема 1.1. [4] Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞ , Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj), де ω(τ) задо-

вольняє умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi для будь-якої
послiдовностi M = (Mn)

∞
n=1 натуральних чисел такої, що виконує-

ться спiввiдношення M ≍ 2nnd−1, справедлива оцiнка

dM (BΩ
p,θ, B1,1) ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

2. Апроксимацiйнi характеристики класiв Bω
p,θ у

просторi B1,1

У цiй частинi роботи одержимо точнi за порядком оцiнки величин
d⊥M (Bω

p,θ, B1,1) i dBM (Bω
p,θ, B1,1).

Справедливе твердження.

Теорема 2.1. Нехай d = 1, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i ω(τ) задовольняє
умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi

d⊥M (Bω
p,θ, B1,1) ≍ dBM (Bω

p,θ, B1,1) ≍ ω(M−1). (2.1)
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Доведення. Згiдно зi спiввiдношенням (1.8) для доведення (2.1) до-
статньо встановити оцiнку зверху для ортопоперечника d⊥M(B

ω
p,θ,B1,1),

1 < p < ∞, i вiдповiдно оцiнку знизу – для величини dBM (Bω
∞,θ, B1,1).

Бiльш того, оскiльки Bω
∞,θ ⊂ Bω

p,θ ⊂ Hω
p , 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞, то

оцiнку зверху достатньо одержати для ортопоперечника d⊥M(H
ω
p ,B1,1),

1 < p <∞.
Отже, нехайM ∈ N i f ∈ Hω

p , 1 < p <∞. Розглянемо наближення
функцiї f за допомогою полiномiв tn(f) вигляду

tn(f) :=
n∑
s=1

δs(f),

де число n ∈ N пов’язане з M спiввiдношенням 2n−1 ≤ M ≤ 2n. Тодi
згiдно з означенням норми у просторi B1,1, беручи до уваги власти-
вiсть згортки, отримуємо

∥f − tn(f)∥B1,1 =

∥∥∥∥∥
∞∑

s=n+1

δs(f)

∥∥∥∥∥
B1,1

=

∞∑
s=n+1

∥∥∥∥∥As ∗
s+1∑

s′=s−1

δs′(f)

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

s=n+1

∥∥∥∥∥As ∗
s+1∑

s′=s−1

δs′(f)

∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑

s=n+1

∥As∥1

∥∥∥∥∥
s+1∑

s′=s−1

δs′(f)

∥∥∥∥∥
p

= I1. (2.2)

Для продовження оцiнки величини I1 зазначимо, що згiдно зi спiв-
вiдношенням ∥V2s∥1 ≤ C4 ( див., наприклад, [34], гл. 1, §1) маємо

∥As∥1 = ∥V2s − V2s−1∥1 ≤ ∥V2s∥1 + ∥V2s−1∥1 ≤ C5. (2.3)

Крiм того, взявши до уваги, що

∥δs′(f)∥p ≪ ω(2−s
′
), s′ ∈ N,

можемо записати∥∥∥∥∥
s+1∑

s′=s−1

δs′(f)

∥∥∥∥∥
p

≤
s+1∑

s′=s−1

∥δs′(f)∥p ≪
s+1∑

s′=s−1

ω(2−s
′
) ≪ ω(2−s). (2.4)

Отже, з (2.2) iз врахуванням (2.3), (2.4) випливає

I1 ≪
∞∑
s=n

ω(2−s). (2.5)
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Далi зауваживши, що

ω(2−s)

2−αs
≤ C6

ω(2−n)

2−αn
, C6 > 0,

продовжимо оцiнку величини I1 :

I1 ≪
ω(2−n)

2−αn

∞∑
s=n

2−αs ≪ ω(2−n).

Насамкiнець, врахувавши спiввiдношення мiж числами M i n,
приходимо до оцiнок

dBM (Bω
p,θ, B1,1) ≤ d⊥M (Bω

p,θ, B1,1) ≪ ω(M−1).

Стосовно оцiнки знизу величини dBM (Bω
p,θ, B1,1) зауважимо, що во-

на випливає з теореми 1.1 при d = 1 згiдно зi спiввiдношенням (1.9).
Теорему 2.1 доведено.

Пiдсумовуючи результат теореми 2.1 зазначимо, що при цьому
залишився не розглянутий випадок p = 1, де вдалося встановити
тiльки порядок величини dBM (Bω

1,θ, B1,1).

Теорема 2.2. Нехай d = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞ i ω(τ) задовольняє умову (Sα)
з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi

dBM (Bω
1,θ, B1,1) ≍ ω(M−1). (2.6)

Доведення. Оскiльки виконане вкладення Bω
1,θ ⊂ Hω

1 , 1 ≤ θ < ∞, то
оцiнку зверху достатньо довести для класiв Hω

1 . Розглянемо набли-
ження функцiй f ∈ Hω

1 тригонометричним полiномом вигляду

t̃n(f) =

n−1∑
s=1

As(f),

де числа n ∈ N i M пов’язанi спiввiдношенням 2n ≤ M ≤ 2n+1. Ви-
ще зазначалося, що оператор G, який спiвставляє функцiї f полiном
t̃n(f) належить LM (1)2.

Отже, згiдно з означенням норми у просторi B1,1 i наступною оцiн-
кою ∥As(f)∥1 ≪ ω(2−s), f ∈ Hω

1 , можемо записати
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∥f − t̃n(f)∥B1,1 =

∥∥∥∥∥
∞∑
s=n

As(f)

∥∥∥∥∥
B1,1

=
∑
s∈N

∥∥∥∥∥As ∗
∞∑
s′=n

As′(f)

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

s=n−1

∥∥∥∥∥As ∗
s+1∑

s′=s−1

As′(f)

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

s=n−1

∥As∥1

∥∥∥∥∥
s+1∑

s′=s−1

As′(f)

∥∥∥∥∥
1

≪
∞∑

s=n−1

s+1∑
s′=s−1

∥As′(f)∥1 ≪
∞∑

s=n−2

∥As(f)∥1

≪
∞∑

s=n−2

ω(2−s) ≪ ω(2−n)

2−αn

∞∑
s=n−2

2−αs ≪ ω(2−n).

Тепер врахувавши спiввiдношення 2n ≤M ≤ 2n+1 одержуємо

dBM (Bω
1,θ, B1,1) ≪ ω(M−1).

Вiдповiдна оцiнка знизу в (2.6) випливає з теореми 1.1 при d = 1.
Теорему 2.2 доведено.

В коментарi до результатiв теорем 2.1, 2.2 звернемо увагу на двi
обставини, властивi одновимiрному випадку, i якi полягають у тако-
му:

а) одержанi оцiнки розглянутих апроксимацiйних характеристик
не залежать вiд параметра θ;

б) порiвнявши результати теорем 2.1, 2.2 з оцiнками вiдповiдних
величин у просторi L1 [17] виявляємо, що вони однаковi за порядком.

У наступнiй частинi роботи переконаємося, що в багатовимiрному
випадку (d ≥ 2) ситуацiя є iншою.

3. Апроксимацiйнi характеристики класiв BΩ
p,θ

у просторi B1,1

Справедливе твердження.

Теорема 3.1. Нехай d ≥ 2, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj),

де ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi
для будь-якої послiдовностi M = (Mn)

∞
n=1 натуральних чисел такої,

що виконується спiввiдношення M ≍ 2nnd−1, справедливi порядковi
оцiнки

dBM (BΩ
p,θ, B1,1) ≍ d⊥M (BΩ

p,θ, B1,1) ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1
θ
). (3.1)
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Доведення. Згiдно зi спiввiдношенням (1.8) для доведення (3.1) до-
статньо встановити оцiнку зверху для ортопоперечника d⊥M (BΩ

p,θ,B1,1)

при 1 < p <∞ i вiдповiдну оцiнку знизу для величини dBM (BΩ
p,θ, B1,1).

Отже, покажемо спочатку, що оцiнка зверху ортопоперечника
d⊥M (BΩ

p,θ, B1,1) реалiзується за наближення функцiй f ∈ BΩ
p,θ їх схiд-

частими гiперболiчними сумами Фур’є

SQn(f) =
∑

(s,1)<n

δs(f),

за умови M ≍ 2nnd−1.
Згiдно з означенням норми у просторi B1,1 можемо записати∥∥∥∥f −

∑
(s,1)<n

δs(f)

∥∥∥∥
B1,1

=

∥∥∥∥ ∑
(s,1)≥n

δs(f)

∥∥∥∥
B1,1

=
∑
s∈Nd

∥∥∥∥As ∗ ∑
s′∈Nd

(s′,1)≥n

δs′(f)

∥∥∥∥
1

≤
∑
s∈Nd

∥∥∥∥As ∗ ∑
s′∈Nd

(s′,1)≥n

δs′(f)

∥∥∥∥
p

≤
∑

(s,1)≥n−d

∥∥∥∥As ∗ ∑
∥s−s′∥∞≤1

δs′(f)

∥∥∥∥
p

≤
∑

(s,1)≥n−d

∥As∥1
∥∥∥∥ ∑
∥s−s′∥∞≤1

δs′(f)

∥∥∥∥
p

≪
∑

(s,1)≥n−d

∑
∥s−s′∥∞≤1

∥δs′(f)∥p ≪
∑

(s,1)≥n−2d

∥δs(f)∥p

=
∑

(s,1)≥n−2d

ω−1(2−(s,1)) ∥δs(f)∥p ω(2−(s,1)) = I2. (3.2)

Для продовження оцiнки величини I2 розглянемо кiлька випадкiв,
в залежностi вiд значень параметра θ.

Нехай θ ∈ (1,∞). Тодi скориставшись нерiвнiстю Гельдера будемо
мати

I2 ≤
( ∑

(s,1)≥n−2d

ω−θ(2−(s,1))∥δs(f)∥θp
)1/θ( ∑

(s,1)≥n−2d

ωθ
′
(2−(s,1))

)1/θ′

≪∥f∥BΩ
p,θ

( ∑
(s,1)≥n−2d

ωθ
′
(2−(s,1))

)1/θ′

≤
( ∑

(s,1)≥n−2d

ωθ
′
(2−(s,1))

)1/θ′

= I3.

(3.3)
Позначимо n− 2d = m. Тодi врахувавши, що

ω(2−(s,1))

2−α(s,1)
≤ C7

ω(2−m)

2−αm
, C7 > 0, (s, 1) ≥ m, (3.4)
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продовжимо оцiнку величини I3 :

I3 ≪
ω(2−m)

2−αm

( ∑
(s,1)≥m

2−(s,1)αθ′
)1/θ′

=
ω(2−m)

2−αm

(∑
j≥m

2−jα θ
′ ∑
(s,1)=j

1

)1/θ′

=
ω(2−m)

2−αm

(∑
j≥m

2−j α θ
′
j d−1

)1/θ′

= ω(2−m)m(d−1)(1− 1
θ
). (3.5)

При θ = 1 продовження оцiнки величини I2 набуде вигляду:

I2 ≤ sup
s:(s,1)≥m

ω(2−(s,1))
∑

(s,1)≥m

ω−1(2−(s,1))∥δs(f)∥p

≪ ω(2−m)∥f∥BΩ
p,1

≪ ω(2−m). (3.6)

У випадку θ = ∞ для величини I2 можна записати

I2 ≤ sup
s:(s,1)≥m

∥δs(f)∥p
ω(2−(s,1))

∑
(s,1)≥m

ω(2−(s,1))

≪ ∥f∥BΩ
p,∞

∑
(s,1)≥m

ω(2−(s,1)) ≪
∑

(s,1)≥m

ω(2−(s,1)) = I4. (3.7)

Далi взявши до уваги (3.4), продовжимо оцiнку I4:

I4 ≪
ω(2−m)

2−αm

∑
(s,1)≥m

2−α(s,1) ≪ ω(2−m)

2−αm

(∑
j≥m

2−jα
∑

(s,1)=j

1

)

≍ ω(2−m)

2−αm

∑
j≥m

2−jαj d−1 ≍ ω(2−m)md−1. (3.8)

Спiвставивши (3.2)–(3.8), одержимо шукану оцiнку зверху орто-
поперечника d⊥M (BΩ

p,θ, B1,1) для 1 ≤ θ ≤ ∞, 1 < p < ∞, а значить i
d⊥M (BΩ

∞,θ, B1,1).
Стосовно оцiнки знизу величини dBM (BΩ

p,θ, B1,1) зауважимо, що во-
на є наслiдком теореми 1.1 згiдно зi спiввiдношенням (1.9).

Теорему 3.1 доведено.

У наступному твердженнi одержимо порядок величини
dBM (BΩ

1,θ, B1,1).
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Теорема 3.2. Нехай d ≥ 2 , 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj), де ω(τ) за-

довольняє умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi для будь-якої
послiдовностi M = (Mn)

∞
n=1 натуральних чисел такої, що виконує-

ться спiввiдношення M ≍ 2nnd−1, справедлива оцiнка

dBM (BΩ
1,θ, B1,1) ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
). (3.9)

Доведення. Для встановлення оцiнки зверху пiдберемо число n ∈ N
iз спiввiдношення M ≍ 2nnd−1 i розглянемо для f ∈ BΩ

1,θ полiном
наближення вигляду

tn(f) =
∑

(s,1)<n

As(f).

Як зазначалося вище, оператор G, який ставить у вiдповiднiсть
функцiї f ∈ BΩ

1,θ полiном такого вигляду, належить LM (1)2. Крiм
цього у роботi [4] для f ∈ BΩ

1,θ було одержано таку оцiнку:

∥f − tn(f)∥B1,1 ≪ ω(2−n)n(d−1)(1− 1
θ
).

Отже, скориставшись цiєю оцiнкою i взявши до уваги спiввiдношення
M ≍ 2nnd−1, можемо записати

dBM (BΩ
1,θ, B1,1) ≪ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

Оцiнка знизу в (3.9) є наслiдком теореми 1.1.
Теорему 3.2 доведено.

Прокоментуємо результати, одержанi в теоремах 3.1, 3.2.
Спочатку, як наслiдок теореми 3.1, сформулюємо твердження сто-

совно наближення функцiй f iз класiв BΩ
p,θ у просторi B1,1 їх схiд-

часто-гiперболiчними сумами Фур’є SQn(f), якi були означенi вище.
Для функцiонального класу BΩ

p,θ ⊂ B1,1 позначимо

EQn(B
Ω
p,θ)B1,1 = sup

f∈BΩ
p,θ

∥f − SQn(f)∥B1,1 .

Наслiдок 3.1. Нехай d ≥ 2, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj),

де ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi
справедлива оцiнка

EQn(B
Ω
p,θ)B1,1 ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
). (3.10)
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Зауважимо, що оцiнка зверху в (3.10) встановлена при доведен-
нi теореми 3.1, а вiдповiдна оцiнка знизу отримується як наслiдок
теореми 1.1.

Далi для того, щоб вiдмiтити особливiсть багатовимiрного випад-
ку у порiвняннi з одновимiрним, а також iз наближенням у просторi
L1, наведемо вiдповiднi твердження.

Теорема 3.3. [17] Нехай 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj), де

ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi для
будь-якої послiдовностi M = (Mn)

∞
n=1 натуральних чисел такої, що

виконується спiввiдношення M ≍ 2nnd−1, справедливi оцiнки

d⊥M (BΩ
p,θ, L1) ≍ dBM (BΩ

p,θ, L1) ≍ ω(2−n)n
(d−1)( 1

p∗−
1
θ
)+ ,

де a+ = max{a, 0}, p∗ = min{2, p}.

Теорема 3.4. [17] Нехай 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj), де

ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi

EQn(B
Ω
p,θ)1 ≍ ω(2−n)n

(d−1)( 1
p∗−

1
θ
)+ .

Таким чином, спiвставивши результати теореми 3.1 i наслiдку 3.1 з
теоремами 3.3, 3.4 спостерiгаємо, що порядки вiдповiдних характери-
стик у просторах B1,1 i L1 є рiзними. У цьому, зокрема, є особливiсть
багатовимiрного випадку у порiвняннi з одновимiрним. Крiм того, у
багатовимiрному випадку одержанi результати залежать вiд параме-
тра θ.

Зауваження 3.1. На завершення роботи зазначимо, що у випадку

Ω(t) =
d∏
j=1

tj
rj , rj > 0, j = 1, d, (тобто для класiв Нiкольського–

Бєсова Br
p,θ) вiдповiднi твердження були отриманi в роботi [37].
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