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Порядок комонотонного наближення
диференцiйовних перiодичних функцiй

Герман Дзюбенко, Людмила Ющенко

(Представлена О.А. Довгошиєм)

Анотацiя. Нехай ∆(1)(Y ) є множиною всiх неперервних на дiйснiй
осi R 2π-перiодичних функцiй f , що змiнюють монотоннiсть в рiзних
фiксованих точках yi ∈ [−π, π), i = 1, ..., 2s, s ∈ N (тобто, на R є
множина Y := {yi}i∈Z точок yi = yi+2s + 2π таких, що на [yi, yi−1] f
не спадають, якщо i непарне, i не зростають, якщо i парне). В роботi
побудовано функцiю fY = f ∈ C(1) ∩∆(1)(Y ) таку, що

lim
n→∞

sup
nE

(1)
n (f)

ω4(f ′, π/n)
= ∞,

де E
(1)
n (f) – величина найкращого рiвномiрного наближення функцiї

f ∈ ∆(1)(Y ) тригонометричними полiномами порядку n ∈ N, якi
теж є з множини ∆(1)(Y ), а ω4(f

′, ·) – модуль гладкостi четвертого
порядку функцiї f ′. Отже, при певнiй сталiй c, нерiвнiсть E

(1)
n (f) ≤

c
n
ω3(f

′, π/n) є найкращою за порядком модуля гладкостi.
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Ключовi слова та фрази. Комонотонне наближення тригономе-
тричними полiномами, рiвномiрнi оцiнки, контрприклад.

1. Вступ

Нехай C – простiр неперервних 2π-перiодичних функцiй f : R → R
з рiвномiрною нормою ∥f∥ := ∥f∥R = max

x∈R
|f(x)| , C(r) := {f : f (r) ∈

C}, r ∈ N, Tn – простiр тригонометричних полiномiв tn(x) = a0 +∑n
j=1(aj cos jx + bj sin jx) степеня ≤ n (порядку ≤ 2n + 1), n ∈ N, з

aj , bj ∈ R,
En(f) := inf

tn∈Tn
∥f − tn∥

– величина найкращого рiвномiрного наближення функцiї f ∈ C i
ωk (f, ·) – модуль її гладкостi k-го порядку.
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Вiдомо, що з оцiнки Джексона (для k = 1), Зiгмунда (k = 2),
Ахiєзєра (k = 2) i Стєчкiна (k ≥ 3), див. детальнiше, наприклад,
Дзядик [1, с. 204–f212],

En(f) ≤ c(k)ωk (f, π/n) , n ∈ N, (1)

де c(k) – стала, яка залежить тiльки вiд k, випливає нерiвнiсть: якщо
f ∈ C(r) то

En(f) ≤
c(r, k)

nr
ωk

(
f (r), π/n

)
, n ∈ N, (2)

де c(r, k) – стала, яка залежить тiльки вiд r i k.
В роботах [2] i [3, 4] мiстяться комонотоннi аналоги нерiвностей

(1) i (2) – оцiнки (3) i (4), (5), вiдповiдно. А саме. Нехай на [−π, π) є
2s, s ∈ N, фiксованих точек yi :

−π ≤ y2s < y2s−1 < · · · < y1 < π,

а для решти iндексiв i ∈ Z, точки yi визначаються рiвнiстю yi =
yi+2s + 2π (тобто y0 = y2s + 2π, ..., y2s+1 = y1 − 2π, ...). Позначимо
Y := Ys := {yi}i∈Z. Нехай ∆(1)(Y ) – множина усiх функцiй f ∈ C, що
не спадають на [y1, y0], не зростають на [y2, y1], не спадають на [y3, y2]
i т.д. (функцiї з ∆(1)(Y ) називаються комонотонними одна до одної,
або мiж собою), i нехай

E(1)
n (f) := inf

pn∈Tn∩∆(1)(Y )
∥f − pn∥

– величина найкращого комонотонного наближення функцiї f полi-
номами pn ∈ Tn ∩ ∆(1)(Y ). Зауважимо, що якщо f диференцiйовна,
то f ∈ ∆(1)(Y ) тодi i тiльки тодi, коли f ′(x)Π(x) ≥ 0, x ∈ R, де

Π(x) := Π(x, Y ) :=

2s∏
i=1

sin
x− yi

2
(Π(x) > 0, x ∈ (y1, y0)).

Отже (див. [2–4]), якщо f ∈ ∆(1)(Y ), то

E(1)
n (f) ≤ c(s)ω2 (f, π/n) , n ≥ N(Y ), (3)

якщо f ∈ C(1) ∩∆(1)(Y ), то

E(1)
n (f) ≤ c(s)

n
ω3

(
f ′, π/n

)
, n ≥ N(Y ), (4)
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i якщо f ∈ C(2) ∩∆(1)(Y ), то

E(1)
n (f) ≤ c(s, k)

n2
ωk

(
f ′′, π/n

)
, n ≥ N(Y, k), (5)

а тому

E(1)
n (f) ≤ c(s, k, r)

nr
ωk

(
f (r), π/n

)
, f ∈ C(r), r ≥ 2,

де N(Y ) i N(Y, k) – сталi, якi залежать тiльки вiд min
i=1,...,2s

{yi−yi+1}

i k, а c(s), c(s, k) i c(s, k, r) – сталi, якi залежать тiльки вiд s, k i
r, вiдповiдно.

Крiм того, Плєшаков [5, с. 64–83] (див. також [6]), скориставшись
мiркуваннями статей Швєдова [7,8] i ДеВора, Левiатана, Шевчука [9],
при кожному n ∈ N побудував функцiю gn(x) = gn(x, Y, k) ∈ ∆(1)(Y )
таку, що для неї

E(1)
n (gn) ≥ C(Y, k)n

k
2
−1ωk (gn, π/n) , k ∈ N, k ≥ 3, (6)

де C(Y, k) – стала, яка залежить тiльки вiд Y i k (iншими слова-
ми, при кожному n ∈ N ним знайдено функцiю з ∆(1)(Y ), для якої
нерiвнiсть (3) хибна з ωk, k > 2), а в роботi [10] побудовано одну таку
функцiю (для всiх n ∈ N), тобто для кожного натурального k ≥ 3 в
множинi ∆(1)(Y ) знайдено функцiю g(x) := g(x, Y, k) таку, що

lim
n→∞

sup
E

(1)
n (g)

ωk (g, π/n)
= ∞, k ≥ 3. (7)

Iншими словами, нерiвнiсть (3) є непокращуваною за порядком моду-
ля гладкостi (навiдмiну вiд нерiвностi (1) наближення без обмежень,
яка справджується при всiх k).

В цiй статтi ми доводимо аналогiчне твердження для нерiвностi
(4), а саме, доводимо теорему 1.

Теорема 1. Для будь-якої множини Y знайдеться функцiя fY =
f ∈ C(1) ∩∆(1)(Y ) така, що

lim
n→∞

sup
nE

(1)
n (f)

ω4(f ′, π/n)
= ∞. (8)

В нашiй нещодавнiй спiльнiй з Волошиною статтi [11] з коопукло-
го наближення, теорему 1 доведено як наслiдок вiдповiдної теореми
для копозитивного наближення. В цiй статтi ми вважаємо за доцiль-
не навести трохи iнше (зокрема, з використанням ядра Джексона) i
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бiльш детальне доведення теореми 1 оскiльки випадок комонотонного
наближення є центральним випадком всiєї теорiї формозберiгаючого
наближення (саме зi збереження монотонностi при наближеннi ця те-
орiя i почалась).

На завершення вступу зауважимо, що з (3)–(5) i нерiвностi Уiтнi
[12] ∥f−f(0)∥ ≤ kωk(f, kπ), k ∈ N, (f(0) ∈ Tn∩∆(1)(Y )), випливають
оцiнки: якщо f ∈ ∆(1)(Y ), то

E(1)
n (f) ≤ C(Y )ω2 (f, π/n) , n ∈ N, (9)

якщо f ∈ C(1) ∩∆(1)(Y ), то

E(1)
n (f) ≤ C(Y )

n
ω3

(
f ′, π/n

)
, n ∈ N, (10)

i якщо f ∈ C(2) ∩∆(1)(Y ), то

E(1)
n (f) ≤ C(Y, k)

n2
ωk

(
f ′′, π/n

)
, n ∈ N, (11)

а отже

E(1)
n (f) ≤ C(Y, k, r)

nr
ωk

(
f (r), π/n

)
, f ∈ C(r), r ≥ 2,

де C(Y ), C(Y, k) i C(Y, k, r) – сталi, якi залежать тiльки вiд
min

i=1,...,2s
{yi − yi+1}, k i r, вiдповiдно.

Також, ми вважаємо, що сталi N(Y ), N(Y, k) в (3)–(5) i C(Y ),
C(k, Y ) в (9)–(11) неможливо замiнити сталими, якi не залежать вiд
Y (а залежать, скажiмо, вiд s) однак цi припущення ми не доводимо.

Результати з комонотонного наближення алгебраїчними много-
членами та сплайнами наведено, зокрема, в оглядовiй роботi [13].

2. Доведення теореми 1

1◦. Спочатку, в зручному для нас виглядi i з мiнорними змiнами,
наведемо деякi факти з [5, с. 64–83] (див. також [6]).

Зважаючи на перiодичнiсть без втрати загальностi будемо вважа-
ти, що 0 належить набору Y = {yi}i∈Z, тобто yi∗ = 0 при деякому
i∗ ∈ Z. Нехай

Π∗(x) :=

2s∏
i=1,i ̸=i∗

sin
x− yi

2
.
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Для визначеностi нехай i∗ непарне (тодi Π∗(0) > 0). Позначимо 2d :=
min{|yi∗ − yi∗−1|, |yi∗ − yi∗+1|}, замiтимо, d ≤ π/2 i Π∗(x) > 0, x ∈
(−2d, 2d). Покладемо

M := max
x∈R

|Π∗(x)|, m := min
x∈[−d,d]

Π∗(x), M1 := max
x∈R

|Π′
∗(x)|.

Оберемо (в залежностi вiд Y ) найменше натуральне N , що задоволь-
няє нерiвнiсть

m sin3
d

8
≥ 5

N
(M +M1), (12)

тому, принаймнi, d > 60/N. Для означення функцiї f з теореми 1
буде використано ядро Джексона

JN (t) =
3

2N(2N2 + 1)

(
sin Nt

2

sin t
2

)4

. (13)

Нагадаємо (див., наприклад, [1, с. 127],) деякi його властивостi:
а) JN (t) є парним невiд’ємним полiномом з T2N−2;
б)

1

π

∫ π

−π
JN (t)dt = 1; (14)

в) для будь-якої неперервно диференцiйовної перiодичної f в ко-
жнiй точцi x має мiсце нерiвнiсть

1

π

∣∣∣∣∫ π

−π
(f(t)− f(x))JN (t− x)dt

∣∣∣∣ ≤ 5

N
∥f ′∥. (15)

Оберемо ν ∈ N з умови(
1

2
d <

)
d∗ :=

π

N
+ ν

2π

N
≤ d <

π

N
+ (ν + 1)

2π

N
.

Позначимо

M̃ :=
1

π
∥JN∥, m̃:=

1

π
min

t∈[− π
2N

, π
2N ]

JN (t−d∗) =
1

π
min

t∈[− π
2N

, π
2N ]

JN (t+d∗),

i зауважимо, що m̃ > 0 (завдяки першому доданку в d∗). Насамкiнець,
покладемо

M := 6 + 9π4MM̃

mm̃
.

Надалi припускаємо, що число b задовольняє нерiвнiсть

0 < b <
π

4NM
,
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щоб JN (x) > 0, x ∈ [−2Mb, 2Mb].

2◦. Для кожного (такого) b позначимо двi функцiї

Qr(x) := Qr(x, b) =
1

π

∫ x

0
Sb(t)Π∗(t)Jn(t− d∗)dt,

Ql(x) := Ql(x, b) =
1

π

∫ x

0
Sb(t)Π∗(t)Jn(t+ d∗)dt,

де

Sb(x) := sin
t− b

2
sin

t

2
sin

t+ b

2
,

i зауважимо, що

Qr(2π) =
1

π

∫ 2π

0
Sb(d

∗)Π∗(d
∗)Jn(t− d∗)dt

+
1

π

∫ 2π

0

(
Sb(t)Π∗(t)− Sb(d

∗)Π∗(d
∗)
)
Jn(t− d∗)dt.

Крiм того, d/8 < (d∗ − b)/2, оскiльки 30/N < d/2 < d∗. Тому згiдно
(14), (15) i (12),

Qr(2π) ≥ Sb(d
∗)Π∗(d

∗)− 5

N

∥∥∥(Sb(·)Π∗(·)
)′∥∥∥

≥ m sin3
d

8
− 5

N
(M +M1) ≥ 0.

Аналогiчно, Ql(2π) ≤ 0. Тому можна визначити αb ∈ [0, 1] з умови

αbQr(2π) + (1− αb)Ql(2π) = 0. (16)

Покладемо

Q(x) := Q(x, b) = αbQr(x) + (1− αb)Ql(x).

Рiвнiсть (16) свiдчить про те, що Q ∈ T2N+s−1.
Зауважимо, що для будь-якого b iснує число b0 таке, що

b < b0 < Mb, (17)

Q(b0) = 0. (18)

Дiйсно, з одного боку Q(b) < 0 i справджується нерiвнiсть

|Q(b)| ≤ MM̃

∣∣∣∣∫ b

0
Sb(t)dt

∣∣∣∣ = 16

3
MM̃ sin2

b

4

(
sin2

b

4
+ sin2

b

2

)
≤ 5MM̃

48
b4,
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а з iншого боку, при Mb < π
2N ,

Q(Mb)−Q(b)=
1

π

∫ Mb

b

Sb(t)Π∗(t)
(
αbJN (t−d∗)+(1−αb)JN (t+d∗)

)
dt

≥ mm̃

∫ Mb

b

Sb(t)dt = 4mm̃ sin
(M + 1)b

2
sin

(M − 1)b

2

×
(
1

3
sin2

Mb

2
+

1

3
sin2

(M + 1)b

4
+

1

3
sin2

(M − 1)b

4
+

4

3
sin2

b

2

)
≥ 2mm̃

π4
(M − 1)4b4,

i тому

Q(Mb) = Q(Mb)−Q(b) +Q(b) ≥ 2mm̃

π4
(M − 1)4b4 − 5MM̃

48
b4 > 0.

3◦. При кожному b через Kr,b(x) i Kl,b(x) позначимо двi 2π-перiодичнi
функцiї такi, що

Kr,b, Kl,b ∈ C(4); 0 ≤ Kr,b(x) ≤ 1, 0 ≤ Kl,b(x) ≤ 1, x ∈ R,

Kr,b(x) :=

 0, x ∈
[
−b0, b0 +

Mb

2

]
,

1, x ∈ [−π,−b0 − b] ∪ [b0 +Mb, π],

Kl,b(x) :=

 0, x ∈
[
−b0 −

Mb

2
, b0

]
,

1, x ∈ [−π,= b0 −Mb] ∪ [b0 + b, π].

Наприклад, для x ∈
[
a, b
]
:=
[
b0 +

Mb
2 , b0 +Mb

]
, можна взяти

Kr,b(x) =

∫ x

a
(u− a)4(b− u)4du

/∫ b

a
(u− a)4(b− u)4du, (19)

i взяти Kr,b(x) = Kr,b(−x), для x ∈ [−b0 − b,−b0] коли
[
a, b
]

:=
[b0, b0 + b] у (19). Для Kl,b(x) аналогiчно.

Доведемо нерiвнiсть

I1 :=

∫ π

−π
Kl,b(t)Sb(t)Π∗(t)

(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt > 0.

Для цього, в наслiдок (16)–(18), достатньо довести, що∣∣∣∣∣
∫ −b0

−b0−Mb
2

Sb(t)Π∗(t)
(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt

∣∣∣∣∣
>

∫ b0+b

b0

Sb(t)Π∗(t)
(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt.
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Якщо −b0 − Mb
2 ≤ t ≤ −b0, то

|Π∗(t)| ≥ m,
1

π
JN (t− d∗) ≥ m̃,

1

π
JN (t+ d∗) ≥ m̃,

тобто∣∣∣∣∣
∫ −b0

−b0−Mb
2

Sb(t)Π∗(t)
(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt

∣∣∣∣∣
> πmm̃

∣∣∣∣∣
∫ −b0

−b0−Mb
2

Sb(t)dt

∣∣∣∣∣ = 4πmm̃ sin
Mb

4
sin

Mb+ 4b0
4

×
(
sin2

b

2
+
1

3
sin2

b0
2
+
1

3
sin2

Mb+ 2b0
4

+
1

3
sin2

Mb+ 4b0
8

+
1

3
sin2

Mb

8

)
>

mm̃M
4

24π3
b4.

З iншого боку,∫ b0+b

b0

Sb(t)Π∗(t)
(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt

< bMπM̃Sb(b0 + b) < πMM̃
(M + 2)3

8
b4.

З вибору M маємо mm̃M
4
/24π3 > πMM̃(M + 2)3/8. Аналогiчно,

I2 :=

∫ π

−π
Kr,b(t)Sb(t)Π∗(t)

(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt < 0.

Тому оберемо βb ∈ (0, 1) з умови βbI1 + (1− βb)I2 = 0 i покладемо

Kb(x) := βbKr,b(x) + (1− βb)Kl,b(x).

Отже, при кожному b, Kb(x) є 2π-перiодична 4 рази неперервно ди-
ференцiйовна функцiя така, що

Kb(x) :=

{
0, x ∈ [−b0, b0] ,

1, x ∈ [−π,−b0 −Mb] ∪ [b0 +Mb, π],
0 ≤ Kb(x) ≤ 1, x ∈ R;

∫ 2π

0
Kb(t)Sb(t)Π∗(t)

(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt = 0. (20)

4◦. Згiдно (16)–(20), функцiї

qb(x) :=
1

π

∫ x

0
Kb(t)Sb(t)

Π∗(t)

M

(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt,
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Qb(x) :=
1

π

∫ x

0
Sb(t)

Π∗(t)

M

(
αbJN (t− d∗) + (1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt,

є 2π-перiодичнi i такi, що

qb(x) = 0, x ∈ [−b, b0], (21)

qb ∈ C(5) ∩∆(1)(Y ), (22)

∥qb∥ ≤ 1, (23)

∥qb −Qb∥ = ∥qb −Qb∥[−b0−Mb,b0+Mb] ≤ MM̃2(b0 +Mb)Sb(b0 +Mb)

< 4MM̃M
4
b4 =: c1b

4, (24)

ω4(q
′
b, t) ≤ ω4(q

′
b −Q′

b, t) + ω4(Q
′
b, t) ≤ 24∥q′b −Q′

b∥+ t4
∥∥∥Q(5)

b

∥∥∥
= 24∥q′b −Q′

b∥[−b0−Mb,b0+Mb] + t4
∥∥∥Q(5)

b

∥∥∥
≤ 24c1b

3 + t4L =: c(b3 + t4), (25)

де стала L не залежить вiд b.

Наведемо наслiдок з теореми I.I. Прiвалова (див. [14, с. 96–98]):
для довiльного полiнома Rn ∈ Tn i будь-якого додатнього h ≤ π
справджується нерiвнiсть

h2|R′′
n(0)| ≤ An2∥Rn∥[−h,h],

де стала A > 1 (A ≈ 4π2). Тодi вiзьмемо довiльний полiном τn ∈
∆(1)(Y ) порядку n > 2N + s− 1, покладемо Rn(x) := τn(x)−Qb(x) i
помiтимо, що τ ′′n(0) ≥ 0, J ′

N (±d∗) = 0, Sb(0) = 0 а отже

R′′
n(0) = τ ′′n(0)−Q′′

b (0) ≥ −Q′′
b (0) =

Π∗(0)

πM
JN (±d∗) sin2

b

2

≥ mm̃

π2M
b2 =: c2b

2.

Тому,

h2c2b
2 ≤ h2R′′

n(0) ≤ An2∥Rn∥[−h,h] ≤ An2
(
∥τn − qb∥[−h,h] + ∥qb −Qb∥

)
≤ An2∥τn − qb∥[−h,h] +An2c1b

4,

звiдки,

∥τn − qb∥[−h,h] ≥
c2 h

2

An2
b2 − c1b

4. (26)
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5◦. Позначимо

bn :=

(
1

n

) 4
3

, (27)

i оберемо N0 таким, що N0 > 2N + s− i bN0 < π
4NM

. При всiх n > N0

покладемо
fn(x) = qbn(x),

i з (25) помiтимо, що

ω4(f
′
n, t) ≤ 2ct4, t ≥ 1/n. (28)

Тепер можемо (для довiльного Y ) означити fY =: f з теореми 1.
Спочатку вiзьмемо ϵ = 1

10 i оберемо n0 ≥ N0 настiльки великим, щоб

2c < nϵ
0 (29)

i
c2
A
bn0 < 1. (30)

Покладемо γ0 := 1 i

γj :=
c2
24A

b2nj−1
b2nj

n2
j

γj−1 =
b2n0

b2nj

j∏
ν=1

c2b
4
nν

24An2
ν

, j ≥ 1, (31)

де зростаюча послiдовнiсть {nν} визначається за iндукцiєю насту-
пним чином. Припустимо, що числа {n0, ..., nσ−1} вже визначенi, тодi
покладемо

Fσ−1(x) :=

σ−1∑
j=1

γj−1fnj (x), (F0(x) :≡ 0),

i оберемо nσ > nσ−1 настiльки великим, щоб∥∥∥F (5)
σ−1

∥∥∥ ≤ γσ−1n
ϵ
σ, (32)

i
c2
A
b2nσ−1

≥ 8

7
c1

1

nϵ
σ

. (33)

Позначимо

Φσ(x) :=
∞∑
j=σ

γj−1fnj (x),
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i зауважимо, що рiвномiрна збiжнiсть цього ряду забезпечується спiв-
вiдношенням (23) i нерiвнiстю

∞∑
j=σ

γj−1 ≤ γσ−1

(
1 +

1

22
+

1

24
+ ...

)
< 2γσ−1, (34)

яка випливає з (31), (30) i (27). Покладемо

f(x) :=

∞∑
j=1

γj−1fnj (x)
(
= Fσ−1(x) + Φσ(x)

)
, (35)

i з (22) помiтимо, що

f ∈ C(1) ∩∆(1)(Y ). (36)

Залишилось перевiрити (8).
Оцiнка

ω4

(
Φ′
σ, 1/nσ

)
≤ 2c

1

n4
σ

∞∑
j=σ

γj−1 < 4cγσ−1
1

n4
σ

< 2γσ−1
1

n4−ϵ
σ

випливає з (28), (34) i (29), а оцiнка

ω4

(
F ′
σ−1, 1/nσ

)
≤ 1

n4
σ

∥∥∥F (5)
σ−1

∥∥∥ ≤ γσ−1
1

n4−ϵ
σ

– з (32). Тому для всiх σ

ω4

(
f ′, 1/nσ

)
≤ 3γσ−1

1

n4−ϵ
σ

. (37)

Насамкiнець, оцiнимо знизу E
(1)
nσ (f). Оскiльки, згiдно (21), Fσ−1(x)=

0 на [−bnσ−1 , bnσ−1 ] := Iσ−1, то

f(x) = γσ−1fnσ(x) + Φσ+1(x), x ∈ Iσ−1.

Нехай
pnσ :=

1

γσ−1
τnσ ,

тобто, pnσ – якийсь полiном з T2nσ+s−1 ∩∆(1)(Y ), тодi за (26)

∥pnσ − fnσ∥Iσ−1
≥

c2b
2
nσ−1

An2
σ

bn2
σ
− c1b

4
nσ .
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З iншого боку, спiввiдношення (23), (34) i (31) тягнуть оцiнку

∥Φσ+1∥ ≤
∞∑

j=σ+1

γj−1 < 2γσ =
c2
8A

γσ−1

b2nσ−1
b2nσ

n2
σ

.

Тому, з урахуванням (33), запишемо

∥f − τnσ∥ ≥ ∥τnσ − f∥Iσ−1 ≥ ∥τnσ − γσ−1fnσ∥Iσ−1 − ∥Φσ+1∥
= γσ−1∥pnσ − fnσ∥Iσ−1 − ∥Φσ+1∥

≥ γσ−1

(
7c2b

2
nσ−1

b2nσ
8An2

σ

− c1b
4
nσ

)

≥ c1γσ−1

(
b2nσ
n2+ϵ
σ

− b4nσ

)
,

де (див. (27)) bn = n−4/3, тобто, iншими словами

E(1)
nσ (f) ≥ c1γσ−1

((
1

nσ

)14/3+ϵ

−
(

1

nσ

)16/3
)
.

Разом з (37) це тягне нерiвнiсть

nσE
(1)
nσ (f)

ω4 (f, 1/nσ)
≥ c1

3

(
n1/3−2ϵ
σ − 1

)
для всiх σ, тобто (8) вiрно, оскiльки ϵ = 1/10. Теорему 1 доведено. 2
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