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Анотацiя. У роботi розглядається оцiнка зверху функцiоналу скла-
деного iз добутку внутрiшнiх радiусiв областей для простору розмiр-
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1. Вступ

Ця стаття належить до теорiї екстремальних задач на класах
попарно-неперетинних областей, що є окремим напрямком у геоме-
тричнiй теорiї функцiй комплексної змiнної. Початок цiєї тематики
пов’язують iз статтею М.А. Лаврентьєва [1]. Вiн знайшов максимум
функцiоналу, складеного з добутку конформних радiусiв двох непе-
ретинних областей вiдносно фiксованих точок комплексної площини.
Вiдзначимо, що вiн застосував цей результат до деяких проблеми ае-
родинамiки. У 1947 роцi Г.М. Голузiн розв’язав подiбну задачу для
трьох фiксованих точок комплексної площини [2]. Пiсля цього ця те-
матика почала стрiмко розвиватися. У зв’язку з цим ми можемо зга-
дати результати багатьох авторiв, зокрема Ю.Є. Аленiцина, М.А. Ле-
бедєва, Дж. Дженкiнса, П.М. Тамразова, П.П. Куфарева, та iнших.
Використовуючи iдею П.М. Тамразова, Г.П. Бахтiна вперше розв’я-
зала проблему з так званими “вiльними полюсами” на одиничному
колi (див., наприклад, [3]).
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Важливим кроком для розробки цiєї тематики стали статтi
В.М. Дубiнiна. Вiн запропонував новий метод – кусково-подiляюче
перетворення, за допомогою якого вiн розв’язав ряд екстремальних
задач для будь-яких багатозв’язних областей (див., наприклад, [4–6]).
Зараз цi результати використовуються при дослiдженнях у голомор-
фнiй динамiцi.

В останнє десятилiття з’явився метод “керуючих функцiоналiв”,
розроблений О.К. Бахтiним. За допомогою нього ним було розв’язано
низку екстремальних проблем для так званих “променевих систем
точок” (див., наприклад, [4, 10–23]). Cаме цей метод i є основним у
цiй роботi.

2. Деякi теоретичнi факти у просторi C

Нехай N, R – множина натуральних та дiйсних чисел, вiдповiд-
но, C – площина комплексних чисел, C = C

∪
{∞} – її одноточкова

компактифiкацiя и R+ = (0,∞).

Означення 2.1. Для фiксованого числа m ∈ N будемо називати m-
променевою системою точок

Am =
{
a(k)

}m
k=1

,

систему для якої точки, що їй належать задовольняють наступно-
му спiввiдношенню:

0 = arg a(1) < arg a(2) < ... < arg a(m) < 2π. (2.1)

Означення 2.2. Множину точок
{
ã(k) = a(k)

|a(k)| : a
(k) ∈ C, k = 1,m

}
будемо називати проекцiєю m-променевої системи точок на одини-
чне коло.

Для довiльної m-променевої системи точок розглянемо кутовi па-
раметри:

σk =
1

π

(
arg a(k+1) − arg a(k)

)
, k = 1, 2, ...,m, a(m+1) := a(1).

Введемо також у розгляд наступний “керуючий функцiонал” для
довiльної m-променевої системи точок A(m):

T(Am) =

m∏
k=1

χ

∣∣∣∣∣ a(k)a(k+1)

∣∣∣∣∣
1

2σ(k)

 |a(k)|,
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де χ(t) = 1
2(t+

1
t ).

Нехай
{
B(k)

}m
k=1

– довiльний набiр попарно неперетинних обла-
стей такий, що

a(k) ∈ B(k) ⊂ C, k = 1,m. (2.2)

Позначимо через r(B; a) внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C вiдно-
сно точки a ∈ B (див. [4–6, 24]).

Нехай

gB (z, a) = hB,a(z) + log
1

|z − a|

узагальнена функцiя Грiна областi B вiдносно точки a ∈ B. Якщо
a = ∞, то

gB (z,∞) = hB,∞(z) + log
1

|z|
.

Величина
r(B, a) := exp (hB,a(z))

позначає внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B
(дивись [4–6,19,20,24]).

Вiдмiтимо, що основнi результати по теорiї квадратичних дифе-
ренцiалiв можно знайти у роботi [25].

3. Деякi теоретичнi факти в просторi Cn

Насамперед зауважимо, що основнi поняття, якi розглянутi у цьо-
му роздiлi наведенi у роботах [7–9]. Але для повноти викладу мате-
рiали, наведемо деякi з них.

Як вiдомо [26–28], простiр Cn є лiнiйним векторним простором
над полем комплексних чисел з ермiтовим скалярним добутком

(Z ·W) =

n∑
k=1

zkwk, (3.1)

де Z = {zk}nk=1 ∈ Cn, W = {wk}nk=1 ∈ Cn.

Означення 3.1. ([7–9]). Бiнарну операцiю яка дiє з Cn ×Cn в Cn за
правилом

Z ·W = {zkwk}nk=1, (3.2)

де Z = {zk}nk=1 ∈ Cn, W = {wk}nk=1 ∈ Cn, будемо називати вектор-
ним добутком елементiв Cn.
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Ця операцiя перетворює Cn в комутативну, асоцiативну алгебру
[28] з одиницею 1 = (1, 1, ..., 1)︸ ︷︷ ︸

n−раз

∈ Cn.

Зворотнiми, вiдносно так введеної операцiї добутку, є такi та тiль-
ки такi елементи Z = {zk}nk=1 ∈ Cn для яких zk ̸= 0 для всiх k = 1, n.

Зворотнiми для таких елементiв Z∈Cn є елементи Z−1={z−1
k }nk=1∈

Cn, так як Z · Z−1 = Z−1 · Z = 1.

Означення 3.2. ([7–9]). Множину Θ всiх елементiв a = {ak}nk=1 ∈
Cn, у яких хоча б одна координата ak = 0, будемо називати множи-
ною незворотнiх елементiв a ∈ Cn. Множина Θ є iдеалом у алгебрi
Cn. При n = 1 рiвнiсть (3.2) задає звичайну дiю добутку компле-
ксних чисел.

Добре вiдомо (див. напр. [29, 30]), що операцiя добутку (3.2) до-
зволяє представити Cn як пряму суму n екземплярiв алгебри ком-
плексних чисел C. Структура векторного простору Cn повнiстю спiв-
ставляється iз структурою алгебри Cn.

Зараз наведемо декiлька визначень, якi перетворюють алгебру Cn
в алгебру iз властивостями аналогiчними властивостям алгебри зви-
чайних комплексних чисел.

В алгебрi комплексних чисел C важливу роль має поняття ком-
плексно спряженого числа. Розглянемо аналогiчний об’ект в алгебрi
Cn.

Означення 3.3. ([7–9]). Кажному елементу W = {wk}nk=1 ∈ Cn
поставимо у вiдповiднiсть векторно – спряжений елемент W =
{wk}nk=1 ∈ Cn, де wk позначає число комплексно спряжене wk у зви-
чайному розумiннi. Так визначена вiдповiднiсть задає автоморфiзм
Cn, який залишає нерухомим пiдпростiр Rn ⊂ Cn. При n = 1 ве-
кторно – спряжене число спiвпадає з комплексно спряженим.

В алгебрi C одним з найважливiших є поняття модуля компле-
ксного числа. Наступне визначення дає аналог цього поняття в Cn.
Нехай Rn+ = R+ ×R+ × . . .×R+, R+ = [0,+∞) (див. [27]).

Означення 3.4. ([7–9]). Векторним модулем довiльного елемента
Z = {zk}nk=1 ∈ Cn будемо називати вектор |Z| := {|zk|}nk=1 ∈ Rn+.

Операцiя перехода до векторного модуля визначає вiдображення
Cn в Rn+. Це вiдображення у комплексному аналiзi використовується,
зокрема, для отримання зображення Реинхарта областей в Cn (див.,
напр. [27]). Важливо, що для довiльного Z = {zk}nk=1 ∈ Cn, справе-
длива рiвнiсть

Z · Z = |Z|2 = |Z|2. (3.3)
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При n = 1 векторний модуль спiвпадає iз звичайним модулем ком-
плексного числа, формула (3.3) спiвпадає з аналогiчною формулою
для комплексної площини C, яка визначена з допомогою скалярного
добутку (3.1).

Означення 3.5. ([7–9]). Вектор X = {xk}nk=1 ∈ Rn будемо називати
невiд’ємним (строго додатнiм) та будемо позначати X ≥ O (X >
O), якщо xk ≥ 0 для всiх k = 1, n (xk > 0 хоча б для одного k = 1, n),
O = (0, 0, . . . 0)︸ ︷︷ ︸

n−раз

.

Означення 3.6. ([7–9]). Будемо казати, що вектор X = {xk}nk=1 ∈
Rn бiльше або дорiвнює (строго бiльше) вектора Y = {yk}nk=1 ∈ Rn,
якщо X− Y ≥ O (X− Y > O).

Цi визначення при n = 1 спiвпадають з вiдповiдними визначен-
нями на дiйснiй прямiй. При n > 1 ситуацiя iстотно вiдрiзняється
вiд випадку n = 1, наприклад, вектор O = (0, 0, . . . 0)︸ ︷︷ ︸

n−раз

бiльше або до-

рiвнює усiх векторiв, всi координати яких недодатнi та менше або
дорiвнює всiх векторiв з Rn+. Iншi вектори Rn у яких координати рi-
зних знакiв з вектором O не можуть бути порiвнянi згiдно наведених
визначень.

Означення 3.7. ([7–9]). Векторний простiр Y будемо називати ве-
кторно нормированим, якщо кожному y ∈ Y спiвставляється не-
вiд’ємний вектор ∥y∥ ∈ Rn+, n ∈ N, який задовольняє умовам:

1) ∥y∥ ≥ O, причому ∥y∥ = O ⇐⇒ y = 0Y, (0Y – нуль простору
Y);

2) ∥γy∥ = |γ|∥y∥, ∀y ∈ Y, ∀γ ∈ C;
3) ∥y1 + y2∥ ≤ ∥y1∥+ ∥y2∥, ∀y1, y2 ∈ Y.

Аналогично можно ввести поняття векторної метрики. Введене
ранiше поняття векторного модуля елемента Z ∈ Cn задовольняє по-
передньому визначенню. Таким чином образом векторного модуля є
векторна норма в алгебрi Cn : ∥ · ∥ = | · |. Тодi вiдкритою одини-
чною кулею у алгебрi Cn є одиничний вiдкритий полiкруг ∥z∥ < 1,
(1 = (1, 1, . . . 1)︸ ︷︷ ︸

n−раз

), а одиничною сферою – n – мiрний тор – Tn = {Z ∈

Cn : ∥Z∥ = 1}. Важливо, що
а) |Z1 · Z2| = ∥Z1 · Z2∥ = ∥Z1∥∥Z2∥ = |Z1||Z2|, ∀Z1, Z2 ∈ Cn;
б) |1| = ∥1∥ = 1, (1 = (1, 1, . . . , 1)).
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При n = 1 рiвностi а) та б) спiвпадають з аналогiчними рiвно-
стями на комплекснiй площинi. Зауважимо, що для евклiдової норми
∥ · ∥E , яка визначена скалярним добутком (3.1) справедлива рiвнiсть

∥1∥E =
√
n.

Означення 3.8. ([7–9]). У подальшому вектор простору (алгебри)
Cn будемо називати n – мiрним комплексним числом. Таким чином,
алгебра Cn буде називатися алгеброю n – мiрних комплексних чисел.

Означення 3.9. ([7–9]). Векторним аргументом n – мiрного ком-
плексного числа A = {ak}nk=1 ∈ Cn\Θ є n – мiрний дiйсний вектор,
який визначається формулою

argA = {arg ak}nk=1,

де arg ak є головне значення аргументу, або те яке випливає з кон-
кретного змiсту задачi у якiй фiгурує n – мiрне комплексне число
A ∈ Cn.

Нехай Z = {zk}nk=1 ∈ Cn. Тодi

Z = {zk}nk=1 = {Rezk + iImzk}nk=1 = {Rezk}nk=1 + {iImzk}nk=1

= {Rezk}nk=1 + i{Imzk}nk=1 = ReZ+ iImZ = X + iY

= {xk}nk=1 + i{yk}nk=1 ∈ Rn + iRn,

де X = ReZ = {Rezk}nk=1 = {xk}nk=1, Y = ImZ = {Imzk}nk=1 =
{yk}nk=1. Тобто Cn = Rn + iRn.

Використовуючи вищенаведенi визначення, отримаємо ланцюг рiв-
ностей:

Z = {zk}nk=1 = {|zk|eiαk}nk=1 = {|zk|}nk=1{eiαk}nk=1

= |Z| [cos argZ+ i sin argZ] = |Z|ei argZ,

де
cosβ = {cosβk}nk=1, sinβ = {sinβk}nk=1,

exp iβ = {exp iβk}nk=1, β = {βk}nk=1 ∈ Rn, Z = {zk}nk=1 ∈ Cn.

Аналогичним чином визначимо вiдображення lnZ, Z = {zk}nk=1 ∈
Cn \Θ

lnZ = ln |Z|+ i argZ = {ln |zk|+ i arg zk}nk=1.

Для регулярної в областях (B1, B2, . . . , Bn), Bk ∈ C, k = 1, n фун-
кцiї F (z) комплексного змiнного визначимо продовження цiєї функцiї
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до голоморфного вiдображення областi B = B1×B2× . . .×Bn по на-
ступному правилу

F(W) = {F (Wk)}nk=1, W = {wk}nk=1 ∈ B.

Згiдно визначення Cn = (C× C× . . .× C︸ ︷︷ ︸
n−раз

).

Розглянемо компактифiкацiю простору Cn, (див., напр. [26–28])
Cn = (C× C× . . .× C)︸ ︷︷ ︸

n−раз

.

Означення 3.10. ([7–9]). Зрозумiло, що C1 = C, C1
= C. Нескiн-

ченними точками Cn є тi точки, у яких хоча б одна координата
нескiнченна. Множина всiх нескiнченних точок має комплексну роз-
мiрнiсть n− 1.

Топологiя в Cn вводиться як у декартовому добутку топологiчних
просторiв. У цiй топологiї Cn компактно (див. [26–28]).

Запишемо елементи Z з Cn у наступнiй формi

Z =


z1
z2
...
zn

 =


|z1|eiα1

|z2|eiα2

...
|zn|eiαn

 =


|z1|
|z2|
...

|zn|



eiα1

eiα2

...
eiαn



= |Z|



cosα1

cosα2
...

cosαn

+ i


sinα1

sinα2
...

sinαn


 = |Z| [cosArg Z+ i sinArg Z]

= |Z|eiArg Z = |Z| exp iArg Z,

де

cosβ =


cosβ1
cosβ2

...
cosβn

 , sinβ =


sinβ1
sinβ2

...
sinβn

 ,

exp iβ =


exp iβ1
exp iβ2

...
exp iβn

 , β =


β1
β2
...
βn

 ∈ Rn, Z =


z1
z2
...
zn

 ∈ Cn.
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Означення 3.11. Полiциндричною областю в Cn будемо називати:

B = B1 ×B2 × ...×Bn, Bq ⊂ C, q = 1, 2, .., n.

Областi Bq, q = 1, 2, .., n, будемо називати координатними областя-
ми.

Означення 3.12. Нехай Ak = {a(k)q }nq=1 набiр точок у просторi Cn з

координатами a
(k)
q , q = 1, 2, ..., n, при фiксованому k = 1,m. Введемо

у розгляд величину

Σk =
1

π
(argAk+1 − argAk) , k = 1, 2, ...,m, Am+1 := A1.

Означення 3.13. Для фiксованих натуральних чисел m,n будемо
казати, що система точок Ak =

{
a
(k)
1 , a

(k)
2 , ..., a

(k)
n

}
, k = 1,m, на-

лежить класу S∗, якщо для кожного фiксованого q = 1, n системи
точок

{
a
(1)
q , a

(2)
q , ..., a

(m)
q

}
, n ≥ 2, є m-променевими системами то-

чок в просторi C, що задовольняють умовi (2.1), та

|Ak − Ak+1| = 2 sin
πΣk
2
, k = 1,m, Am+1 := A1.

Означення 3.14. Для фiксованих натуральних чисел m,n та точок
Ak =

{
a
(k)
1 , a

(k)
2 , ..., a

(k)
n

}
, k = 1,m, узагальненим периметром будемо

називати величину

P (Am) =

 m∏
k=1

n∏
q=1

|a(k+1)
q − a(k)q |

 1
n

, a(m+1)
q := a(1)q .

Означення 3.15. Для фiксованих натуральних чисел m,n та то-
чок Ak =

{
a
(k)
1 , a

(k)
2 , ..., a

(k)
n

}
, k = 1,m, узагальненим периметром

проекцiй будемо називати величину

P̃ (Am) =

 m∏
k=1

n∏
q=1

|ã(k+1)
q − ã

(k)
q |

 1
n

, a(m+1)
q := a(1)q .

Означення 3.16. Узагальнений внутрiшнiй радiус полiцилiндричної
областi B вiдносно точки A,A ∈ B визначимо наступним чином:

r (B,A) =

 n∏
q=1

r (Bq, aq)

 1
n

,

де r(Bq, aq) внутрiшнiй радiус областi координати Bq вiдносно то-
чки aq.
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Означення 3.17. Для фiксованого натурального числа m та точок
{Ak}mk=1 введемо також у розгляд наступний функцiонал

T (Am) =

 n∏
q=1

T
(
A(m)
q

) 1
n

,

де A(m)
q =

{
a
(1)
q , a

(2)
q , ..., a

(m)
q

}
⊂ C – m-променева ситема точок скла-

дена iз q-вих координати точок Ωk, що задовольняє умовi (2.1).

4. Основнi результати

Теорема 4.1. Для довiльної системи полiцилiндричних областей

Bk = B
(k)
1 ×B

(k)
2 × ...×B(k)

n , B(k)
q ⊂ C, q = 1, n, k = 1,m,

такої, що областi B(1)
q , B

(2)
q , ..., B

(m)
q , q = 1, n, n ≥ 2, є системою

попарно-неперетинних областей в C, та системи точок

Ak =
{
a
(k)
1 , a

(k)
2 , ..., a(k)n

}
∈ Bk, k = 1,m,

у просторi Cn, такої, що для кожного фiксованого q = 1, n системи
точок

{
a
(1)
q , a

(2)
q , ..., a

(m)
q

}
, n ≥ 2, є m-променевими системами то-

чок в просторi C, що задовольняють умовi (2.1), та для довiльного
α ≥ 0 справедлива наступна нерiвнiсть:

˜Pα (Am) ·
m∏
k=1

r (Bk,Ak) ≤
(
2α+2

m
· sinα π

m

)m
·T (Am) . (4.1)

Знак рiвностi у цiй нерiвностi досягається, коли при кожному фi-
ксованому q = 1, n система областей

{
B

(1)
q , B

(2)
q , ..., B

(m)
q

}
та систе-

ма точок
{
a
(1)
q , a

(2)
q , ..., a

(m)
q

}
є, вiдповiдно, системою кругових обла-

стей та системою полюсiв квадратичного диференцiалу

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2. (4.2)

Доведення. Використовуючи результати робiт [21–23], отриманих у
просторi C, маємо:

m∏
k=1

(
|ã(k+1)
q − ã

(k)
q |α · r

(
B(k)
q , a(k)q

))
≤
(
2α+2

m
· sinα π

m

)m
· T
(
A(m)
q

)
,
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q = 1, n.

Перемножуючи отриманих n нерiвностей маємо,
n∏
q=1

(
m∏
k=1

(
|ã(k+1)
q − ã

(k)
q |α · r

(
B(k)
q , a(k)q

)))
≤
(
2α+2

m
· sinα π

m

)nm
×

×
n∏
q=1

T
(
A(m)
q

)
.

Перегрупуючи множники, отримаємо:
m∏
k=1

n∏
q=1

|ã(k+1)
q − ã

(k)
q |α ·

m∏
k=1

n∏
q=1

r
(
B(k)
q , a(k)q

)
≤
(
2α+2

m
· sinα π

m

)nm
×

×
n∏
q=1

T
(
A(m)
q

)
.

Добуваючи iз обох частин корiнь n-го порядку, та використову-
ючи при цьому введенi вище означення узагальненого внутрiшнього
радiуса полiцилiндричної областi, узагальненого периметру проекцiй
та функцiоналу T (Am) у просторi Cn отримаємо нерiвнiсть (4.1). Те-
орема доведена.

Теорема 4.2. Для довiльної системи полiцилiндричних областей

Bk = B
(k)
1 ×B

(k)
2 × ...×B(k)

n , B(k)
q ⊂ C, q = 1, n, k = 1,m,

такої, що областi B(1)
q , B

(2)
q , ..., B

(m)
q , q = 1, n, n ≥ 2, є системою

попарно-неперетинних областей в C, та системи точок

Ak =
{
a
(k)
1 , a

(k)
2 , ..., a(k)n

}
∈ Bk, k = 1,m,

у просторi Cn, такої, яка належить класу S∗, та для кожного фi-
ксованого q = 1, n системи точок

{
a
(1)
q , a

(2)
q , ..., a

(m)
q

}
, n ≥ 2, є m-

променевими системами точок в просторi C, що задовольняють
умовi (2.1), та для довiльного α ≥ 0 справедлива наступна нерiв-
нiсть:

Pα ({Ωk}mk=1) ·
m∏
k=1

r (Bk,Ak) ≤
(
2α+2

m
· sinα π

m

)m
·T (Am) . (4.3)

Знак рiвностi у цiй нерiвностi досягається, коли при кожному фi-
ксованому q = 1, n система областей

{
B

(1)
q , B

(2)
q , ..., B

(m)
q

}
та систе-

ма точок
{
a
(1)
q , a

(2)
q , ..., a

(m)
q

}
є, вiдповiдно, системою кругових обла-

стей та системою полюсiв квадратичного диференцiалу (4.2).
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Доведення. Згiдно результатiв робiт [21–23], отриманих у просторi C,
випливає справедливiсть наступних нерiвностей:

m∏
k=1

(
|a(k+1)
q − a(k)q |α · r

(
B(k)
q , a(k)q

))
≤
(
2α+2

m
· sinα π

m

)m
· T
(
A(m)
q

)
,

q = 1, n.

Перемножуючи отриманих n нерiвностей маємо,

n∏
q=1

(
m∏
k=1

(
|a(k+1)
q − a(k)q |α · r

(
B(k)
q , a(k)q

)))
≤
(
2α+2

m
· sinα π

m

)nm
×

×
n∏
q=1

T
(
A(m)
q

)
.

Перегрупуючи множники, отримаємо:

m∏
k=1

n∏
q=1

|a(k+1)
q − a(k)q |α ·

m∏
k=1

n∏
q=1

r
(
B(k)
q , a(k)q

)
≤
(
2α+2

m
· sinα π

m

)nm
×

×
n∏
q=1

T
(
A(m)
q

)
.

Добуваючи iз обох частин корiнь n-го порядку, та використову-
ючи при цьому введенi вище означення узагальненого внутрiшнього
радiуса полiцилiндричної областi, узагальненого периметру та фун-
кцiоналу T (Am) у просторi Cn отримаємо нерiвнiсть (4.3). Теорема
доведена.

Якщо α = 0 отримаємо наслiдок теорем 4.1, що є практично пере-
носом добре вiдомих результатiв роботи [4] з простору C на простiр
Cn.

Наслiдок 4.1. Для довiльної системи полiцилiндричних областей

Bk = B
(k)
1 ×B

(k)
2 × ...×B(k)

n , B(k)
q ⊂ C, q = 1, n, k = 1,m,

такої, що областi B(1)
q , B

(2)
q , ..., B

(m)
q , q = 1, n, n ≥ 2, є системою

попарно-неперетинних областей в C, та системи точок

Ak =
{
a
(k)
1 , a

(k)
2 , ..., a(k)n

}
∈ Bk, k = 1,m,
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у просторi Cn, такої, що для кожного фiксованого q = 1, n систе-
ми точок

{
a
(1)
q , a

(2)
q , ..., a

(m)
q

}
, n ≥ 2, є m-променевими системами

точок в просторi C, що задовольняють умовi (2.1) справедлива на-
ступна нерiвнiсть:

m∏
k=1

r (Bk,Ak) ≤
(

4

m

)m
·T (Am) .

Знак рiвностi у цiй нерiвностi досягається, коли при кожному фi-
ксованому q = 1, n система областей

{
B

(1)
q , B

(2)
q , ..., B

(m)
q

}
та систе-

ма точок
{
a
(1)
q , a

(2)
q , ..., a

(m)
q

}
є, вiдповiдно, системою кругових обла-

стей та системою полюсiв квадратичного диференцiалу (4.2).
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