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Анотацiя. Отримано розвинення твiрної функцiї чисел Бернуллi в
ланцюговi дроби та квазi–оберненi ланцюговi дроби. Доведено збi-
жнiсть та рiвномiрну збiжнiсть розвинень у ланцюговi дроби. Зна-
йдено зображення твiрної функцiї многочленiв Бернуллi у виглядi
добутку трьох ланцюгових дробiв та у виглядi добутку трьох квазi–
обернених ланцюгових дробiв.
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1. Вступ

Функцiю комплексної змiнної в околi деякої точки можна роз-
винути в степеневий ряд [1], наблизити апроксимантами Паде [2, 3],
представити ланцюговим дробом [4].

Iснує декiлька способiв розвинення функцiй в ланцюговий дрiб.
Iсторично перший iз них пов’язаний iз вiдшуканням розв’язку дифе-
ренцiального рiвняння Рiккатi у виглядi нескiнченного ланцюгового
дробу [5]. Розвинення функцiй отримують iз представлення вiдноше-
ння гiпергеометричних функцiй ланцюговим дробом. Якщо вiдоме
розвинення функцiї у формальний степеневий ряд в околi деякої то-
чки, то знаходження коефiцiєнту вiдповiдного формальному степе-
невому ряду правильного С–дробу передбачає обчислення чотирьох
ганкелевих визначникiв, якi утворенi iз коефiцiєнтiв формального ря-
ду [6].
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Аналогом формули Тейлора в теорiї ланцюгових дробiв є формула
Тiле [7,8]. Коефiцiєнти розвинення функцiї в ланцюговий дрiб визна-
чаються через оберненi похiднi Тiле. Якщо знайдено загальну фор-
мулу коефiцiєнтiв розвинення функцiї у ланцюговий дрiб, то встанов-
люють областi збiжностi та рiвномiрної збiжностi ланцюгових дробiв,
апрiорнi та апостерiорнi оцiнки. Оберненi похiднi 2–го типу та мето-
ди розвинення функцiй в квазi–оберненi ланцюговi дроби розглянуто
в [9]. Розвинення твiрних функцiй чисел Каталана, Моцкiна, Ойле-
ра та iнших в ланцюговi дроби Якобi (J–дроби) та ланцюговi дроби
Стiлтьєса (S–дроби) дослiджено в роботi [10]. Розвиненням твiрних
функцiй узагальнених чисел Бернуллi, Кошi, Ойлера в ланцюговi Т–
дроби присвячена робота [11].

В данiй роботi запропоновано розвинення твiрних функцiй чисел
Бернуллi та многочленiв Бернуллi у ланцюговi дроби Тiле, правильнi
С–дроби та квазi–оберненi ланцюговi дроби.

2. Постановка задачi. Ввiднi поняття

Вiдомо [12], що функцiя b(z) = z/(ez − 1) є твiрною функцiєю
чисел Бернуллi Bn, n ∈ N0 = N ∪ {0}, тобто

b(z) =
∞∑
n=0

Bn
zn

n!
, z ∈ C. (2.1)

В свою чергу функцiя B(z, x) = zexz/(ez − 1) є твiрною функцiєю
многочленiв Бернуллi, тобто

B(z, x) =

∞∑
n=0

Bn(x)
zn

n!
, x ∈ R. (2.2)

Степеневi ряди (2.1), (2.2) збiгаються для всiх |z| < 2π. Водночас
функцiя b визначена в областi G = C\{2πki, k ∈ Z\{0}}, а функцiя
B в областi G = G× R. Метою даної роботи є отримання розвинень
функцiй b,B в ланцюговi дроби, якi збiгаються до функцiй в областях
G та G.

Нехай b0, ak ̸= 0, bk, k ∈ N, є числа, функцiї тощо. Нескiнченний
ланцюговий дрiб

D = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+

an

bn + . . .
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коротко записують так

D = b0+

∞

K
k=1

ak
bk

= b0+
a1

b1+

a2

b2+ · · ·+
ak

bk+ · · ·
= b0+K(ak/bk). (2.3)

Аналогiчно, n–й пiдхiдний дрiб, n–е наближення Dn, n ≥ 1, нескiн-
ченного ланцюгового дробу D коротко записують наступним чином

Dn = b0 +

n

K
k=1

ak
bk

= b0 +
a1

b1+ · · ·+
an

bn
= b0 +Kn

k=1(ak/bk), D0 = b0.

Означення 2.1. Ланцюговi дроби b0 + K(ak/bk) та d0 + K(ck/dk)
називаються еквiвалентними, якщо в них збiгаються послiдовностi
пiдхiдних дробiв, тобто b0 +Kn

k=1(ak/bk) = d0 +Kn
k=1(ck/dk), n ≥ 0.

Теорема 2.1 ([6]). Ланцюговi дроби b0 +K(ak/bk) та d0 +K(ck/dk)
еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, якщо iснує послiдовнiсть таких
чисел {rk : r0 = 1, rk ̸= 0, k ∈ N}, що мають мiсце спiввiдношення
d0 = b0, ck = rk−1rkak, dk = rkbk, k ∈ N.

3. Ланцюговий дрiб Тiле, правильний С–дрiб

Нехай функцiя f аналiтична в областi K ⊂ C. Через (k)f(z∗) позна-
чимо обернену похiдну Тiле k–го порядку функцiї f в точцi z∗ ∈ K.
Оберненi похiднi Тiле функцiї визначаються за рекурентною форму-
лою [7]

(k)f(z∗) = k · (1)((k−1)f(z∗)) +
(k−2)f(z∗),

(1)f(z∗) = 1/f ′(z∗),
(0)f(z∗) = f(z∗), k ∈ N2 = N\{1}.

Теорема 3.1 ([13]). Якщо функцiя f аналiтична в областi K ⊂ C,
то оберненi похiднi Тiле функцiї f в точцi z∗ ∈ K визначаються
наступним чином

(2k)f(z∗) =
H

(0)
k+1(z∗)

H
(2)
k (z∗)

, (2k−1)f(z∗) =
H

(3)
k−1(z∗)

H
(1)
k (z∗)

, k ∈ N,

де ганкелевi визначники H
(m)
k (z∗), k ≥ 1, рiвнi

H
(m)
0 (z∗) = 1, H

(m)
k (z∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cm cm+1 . . . cm+k−1

cm+1 cm+2 . . . cm+k
...

...
. . .

...
cm+k−1 cm+k . . . cm+2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0,

cm = f (m)(z∗)/m!, m ≥ 0, cm = 0, m < 0.
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Вiдомо ( [7]), що коли C = const, то

(2n)(Cf(z)) = C · (2n)f(z), (2n+1)(Cf(z)) = 1
C · (2n+1)f(z), n ∈ N0. (3.1)

Теорема 3.2 ( [14]). Нехай функцiя f має оберненi похiднi Тiле до
n–го порядку включно, C = const, тодi для k = 0, [n/2]

(2k)f(Cz) = (2k)f(v)
∣∣
v=Cz

, (2k−1)f(Cz) = 1
C · (2k−1)f(v)

∣∣
v=Cz

. (3.2)

Якщо iснують оберненi похiднi Тiле (n)f(z), n ≥ 1, в околi точки
z∗ ∈ K, то функцiю можна розвинути в околi цiєї точки в ланцюговий
дрiб Тiле (Т–ЛД) вигляду

f(z) = b0(z∗) +
∞

K
k=1

z − z∗
bk(z∗)

. (3.3)

Коефiцiєнти Т–ЛД (3.3) визначаються через оберненi похiднi Тiле
функцiї f за допомогою рекурентної формули ( [7])

b0 = f(z∗), b1 =
(1)f(z∗), bk =

(k)f(z∗)− (k−2)f(z∗), k ∈ N2. (3.4)

Т–ЛД (3.3) можна записати у виглядi еквiвалентного ланцюгового
дробу iз частинними знаменниками рiвними одиницi

f(x) = a0(z∗) +

∞

K
k=1

ak(z∗)(z − z∗)

1
. (3.5)

Коефiцiєнти ланцюгового дробу (3.5) визначаються через оберненi
похiднi Тiле в точцi z∗ наступним чином

a0(z∗) = f(z∗), a1(z∗) =
1

(1)f(z∗)
,

ak(z∗) =
1

k · (k − 1) · (1)((k−1)f(z∗)) · (1)((k)f(z∗))
, k ∈ N2.

(3.6)

Доведено (див. [15]), що ланцюговий дрiб (3.5) збiгається з правиль-
ним С–дробом (С–ЛД), який вiдповiдний формальному степеневому
ряду. Звiдси випливає, що Т–ЛД також є вiдповiдний формальному
степеневому ряду.

Теорема 3.3 ([6,9]). Якщо в околi точки z∗ ∈ K функцiя f має роз-
винення в С–ЛД (3.5), lim

n→∞
an = 0, an ̸= 0, то: (A) С–ЛД збiгається

до функцiї f ; (B) на довiльному компактi K ⊂ K, який не мiстить
полюсiв функцiї f , С–ЛД збiгається рiвномiрно; (C) функцiя f го-
ломорфна в точцi z∗.
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4. Розвинення твiрної функцiя чисел Бернуллi в
ланцюговий дрiб

Розвинення функцiї b в ланцюговий Т–дрiб вигляду

b(z) = 1− z

2 + z −
2z

3 + z − · · · −
nz

n+ 1 + z − · · ·

отримано в статтi [11]. Функцiю b перепишемо у виглядi

b(z) = z/h(z), де h(z) = ez − 1. (4.1)

В околi точки z∗ ∈ G допомiжну функцiю h розвинемо в Т–ЛД (3.3).
Легко переконатися, що оберненi похiднi Тiле функцiї h будуть рiвнi:

(4k)h(z) = ez − 1, (4k+1)h(z) = (2k + 1)e−z, (4k+2)h(z) = −ez − 1,

(4k+3)h(z) = −2(k + 1)e−z, k ∈ N0.

Коефiцiєнти розвинення функцiї h в Т–ЛД в околi точки z∗ при-
ймають значення b0(z∗) = ez∗ − 1, b2k−1(z∗) = (−1)k+1(2k − 1)e−z∗ ,
b2k(z∗) = (−1)k2ez∗ , k ∈ N. Пiдставимо знайденi коефiцiєнти в (3.3).
Маємо:

h(z) = ez∗ − 1 +
z − z∗
e−z∗ +

z − z∗
−2ez∗ +

z − z∗
−3e−z∗ +

z − z∗
2ez∗ +

z − z∗
5e−z∗ +

+

z − z∗
−2ez∗ + · · ·+

z − z∗
(−1)n−1(2n− 1)e−z∗ +

z − z∗
(−1)n2ez∗ + · · ·

. (4.2)

Виконаємо в ланцюговому дробовi (4.2) еквiвалентнi перетворення,
коли r0 = 1, r2k−1 = ez∗ , r2k = e−z∗ , отримаємо розвинення функцiї

h(z) = ez∗ − 1 +
ez∗(z − z∗)

1 +

z − z∗
−2 +

z − z∗
−3 +

z − z∗
2 +

z − z∗
5 +

+

z − z∗
−2 +

z − z∗
−7 + · · ·+

z − z∗
(−1)k−1(2k − 1) +

z − z∗
(−1)k2 + · · ·

. (4.3)

Пiдставимо (4.3) в (4.1). Розвинення твiрної функцiї b в ланцюго-
вий дрiб в околi точки z∗ має вигляд

b(z) =
z

ez∗ − 1 +

ez∗(z − z∗)

1 +

z − z∗
−2 +

z − z∗
−3 +

z − z∗
2 +

z − z∗
5 +

+

z − z∗
−2 +

z − z∗
−7 + · · ·+

z − z∗
(−1)k−1(2k − 1) +

z − z∗
(−1)k2 + · · ·

. (4.4)
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Згiдно iз (3.6), коефiцiєнти еквiвалентного С–ЛД будуть рiвнi

a0(z∗) = ez∗ − 1, a1(z∗) = ez∗ , a2k(z∗) =
−1

2(2k − 1)
,

a2k+1(z∗) =
1

2(2k + 1)
, k ∈ N.

Отримаємо розвинення функцiї h в С–ЛД в околi точки z∗

h(z) = ez∗ − 1+
ez∗(z − z∗)

1 +

−1
2(z − z∗)

1 +

1
6(z − z∗)

1 +

−1
6(z − z∗)

1 +

+

1
10(z − z∗)

1 + · · ·+

−1
2(2k−1)(z − z∗)

1 +

1
2(2k+1)(z − z∗)

1 + · · ·
.

Тодi маємо ще одне розвинення твiрної функцiї b в ланцюговий дрiб

b(z) =
z

ez∗ − 1 +

ez∗(z − z∗)

1 +

−1
2(z − z∗)

1 +

1
6(z − z∗)

1 +

+

−1
6(z − z∗)

1 + · · ·+

−1
2(2k−1)(z − z∗)

1 +

1
2(2k+1)(z − z∗)

1 + · · ·
. (4.5)

Оскiльки ak ̸= 0, k ∈ N0, i lim
k→∞

ak = 0, то згiдно iз теоремою 3.3

ланцюговий дрiб (4.5) та еквiвалентний йому ланцюговий дрiб (4.4)
збiгаються до твiрної функцiї b i на довiльному компактi K ⊂ G
ланцюговi дроби збiгаються рiвномiрно.

Значення ez∗ з потрiбною точнiстю можна знайти, наприклад, iз
розвинення Лагранжа функцiї ez в правильний С–дрiб [5].

5. Квазi–оберененi ланцюговi дроби

Аналiтична в областi K функцiя f може бути розвинута в околi
точки z∗ ∈ K в ланцюговий дрiб вигляду

f =

(
d0(z∗) +

∞

K
k=1

z − z∗

dk(z∗)

)−1

, (5.1)

який називається квазi–оберненим ланцюговим дробом типу Тiле (Т–
КЛД). Iз (5.1) випливає, що Т–КЛД є ланцюговий дрiб вигляду (2.3)
у якому b0 = 0, a1 = 1, bk = dk−1(z∗), ak+1 = z − z∗, k ∈ N.

Позначимо через {k}f(z∗) значення оберненої похiдної 2–го типу
k–го порядку функцiї f в точцi z∗ ∈ K [9].
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Теорема 5.1 ([9]). Якщо функцiя f аналiтична в K ⊂ C i визначни-
ки Ганкеля H

(1)
k+1(z∗),H

(2)
k (z∗),H

(−1)
k+2 (z∗),H

(0)
k+1(z∗), k = 0, n, в точцi

z∗ ∈ K вiдмiннi вiд нуля, то функцiя f має скiнченi оберненi похiднi
2–го типу в точцi z∗ до (2n)–го порядку включно, якi визначаються
або через вiдношення визначникiв Ганкеля

{2k+1}f(z∗) =
H

(−1)
k+2 (z∗)

H
(1)
k+1(z∗)

, k = 0, n− 1, {2k}f(z∗) =
H

(2)
k (z∗)

H
(0)
k+1(z∗)

, k = 1, n,

або за рекурентною формулою

{k}f(z∗) =
k(

{k−1}f(z∗)
)′ + {k−2}f(z∗), k = 2, 2n,

{0}f(z∗) =
1

f(z∗)
, {1}f(z∗) =

− f2(z∗)

f ′(z∗)
.

(5.2)

Теорема 5.2 ([9]). Якщо функцiя f має оберненi похiднi 2–го типу
до n–го порядку включно, C = const, то для m = 0, [n2 ]

{2m}(Cf(z)) = 1
C · {2m}f(z), {2m−1}(Cf(z)) = C · {2m−1}f(z) . (5.3)

Теорема 5.3. Нехай функцiя w = f(u) в точцi u0 ∈ K має обернену
похiдну 2–го типу, функцiя u = g(z) має похiдну в точцi z0 ∈ C.
Тодi складена функцiя w = F (z) = f(g(z)) буде мати обернену похi-
дну 2–го типу в точцi z0, яка визначається за формулою {1}F (z0) =
{1}f(g(z0))/g

′(z0).

Теорема 5.4. Якщо функцiя f має оберненi похiднi 2–го типу до
n–го порядку включно, C = const, то для k = 0, [n/2]

{2k}f(Cz) = {2k}f(v)
∣∣
v=Cz

, {2k−1}f(Cz) = 1
C · {2k−1}f(v)

∣∣
v=Cz

. (5.4)

Доведення. Доведемо теорему за iндукцiєю. Згiдно iз теоремою 5.3
маємо, що

{1}f(Cz) = 1
C

{1}f(v)
∣∣
v=Cz

.

Далi

{2}f(Cz) =
2

({1}f(Cz))′
+f(Cz) =

( 2

({1}f(v))′
+f(v)

)∣∣
v=Cz

= {2}f(v)
∣∣
v=Cz

.

Припустимо, що (5.4) виконуються для k = m− 1. Якщо k = m, то iз
(5.2) отримуємо, що

{2m}f(Cz) =
2m

({2m−1}f(Cz))′
+ {2m−2}f(Cz) =

( 2m

({2m−1}f(v))′
+
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+{2m−2}f(v)
)∣∣
v=Cz

= {2m}f(Cz)
∣∣
v=Cz

,

{2m+1}f(Cz) =
2m+ 1

({2m}f(Cz))′
+ {2m−1}f(Cz) =

( 2m+ 1

C({2m−1}f(v))′
+

+
1

C
· {2m−1}f(v)

)∣∣
v=Cz

= 1
C

{2m+1}f(v)
∣∣
v=Cz

.

Отже, (5.4) виконуються для довiльного значення k.

Нехай iснують оберненi похiднi 2–го типу {n}f(z) в деякому око-
лi точки z∗ ∈ K. Тодi функцiю можна розвинути у Т–КЛД (5.1),
коефiцiєнти якого визначаються за формулами

d0(z∗) =
1

f(z∗)
, d1(z∗) =

{1}f(z∗),

dk(z∗) =
k(

{k−1}f(z∗)
)′ = {k}f(z∗)− {k−2}f(z∗), k ∈ N2.

(5.5)

Функцiю f в околi точки z∗ ∈ K можна розвинути у еквiвален-
тний Т–КЛД (5.1) квазi–обернений ланцюговий дрiб типу С–дробу
(С–КЛД) вигляду

f =

(
e0(z∗) +

∞

K
k=1

ek(z∗)(z − z∗)

1

)−1

. (5.6)

Коефiцiєнти С–КЛД визначаються через оберненi похiднi 2–го типу
функцiї f в точцi z∗ ∈ K згiдно iз формулами

e0(z∗) =
1

f(z∗)
, e1(z∗) =

1
{1}f(z∗)

,

ek(z∗) =

(
{k−2}f(z∗)

)′ ({k−1}f(z∗)
)′

(n− 1)n
, k ∈ N2.

(5.7)

Теорема 5.5 ([9]). Нехай елементи С–КЛД (5.6) такi, що en ̸= 0,
lim
n→∞

en = 0, n ∈ N0. Тодi: (A) С–КЛД (5.6) та еквiвалентний йому
Т–КЛД (5.1) збiгаються до мероморфної функцiї f ; (B) збiжнiсть
ланцюгових дробiв (5.1) та (5.6) буде рiвномiрна на кожному компа-
ктi K ⊂ C, який не мiстить полюсiв f ; (C) функцiя f голоморфна
в точцi z = z∗ i f(z∗) = 1/e0(z∗).
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6. Розвинення твiрної функцiя чисел Бернуллi в
квазi–оберненi ланцюговi дроби

Допомiжну функцiю h, що визначена в (4.1), розвинемо в Т–КЛД
та С–КЛД. Легко переконатися, що оберненi похiднi 2–го типу фун-
кцiї h визначаються за формулами

{4k}h(z) =
1

ez − 1
, {4k+1}h(z) = −(2k + 1)e−z(e2z − 2(2k + 1)ez + 1),

{4k+2}h(z) =
−1

ez + 1
, {4k+3}h(z) = 2(k+1)e−z(e2z+4(k+1)ez+1), k ∈ N0.

Тодi, згiдно iз (5.5), коефiцiєнти розвинення функцiї h в Т–КЛД в
околi точки z∗ приймають значення

d0(z∗) =
1

ez∗ − 1
, d4k−3(z∗) =

−(4k − 3)(ez∗−1)2

ez∗
, d4k−2(z∗) =

−2ez∗

e2z∗ − 1
,

d4k−1(z∗) = (4k − 1)e−z∗(ez∗ + 1)2, d4k(z∗) =
2ez∗

e2z∗ − 1
, k ∈ N.

Пiдставимо знайденi коефiцiєнти в Т–КЛД (5.1). Пiсля еквiвален-
тних перетворень отримаємо розвинення твiрної функцiї b

b(z) =
((e2z∗ − 1)/ez∗)z

(ez∗ + 1)/ez∗ +

z − z∗

− ez∗−1
ez∗+1

+

z − z∗
−2 +

z − z∗

3 e
z∗+1
ez∗−1

+

z − z∗
2 +

+ · · ·+
z − z∗

(−1)k(2k − 1)
(
ez∗−1
ez∗+1

)(−1)k+1 +

z − z∗
(−1)k2 + · · ·

. (6.1)

За допомогою формул (5.7) знаходимо коефiцiєнти розвинення фун-
кцiї h в С–КЛД (5.6) в околi точки z∗ ∈ K

e0(z∗) =
1

ez∗ − 1
, e1(z∗) =

−ez∗
(ez∗ − 1)2

, e2k−1(z∗) =

(
ez∗−1
ez∗+1

)(−1)k+1

2(2k − 1)
,

e2k(z∗) =
−
(
ez∗−1
ez∗+1

)(−1)k

2(2k − 1)
, k ∈ N.

В результатi маємо

b(z) =
(ez∗ − 1)z

1 +

− ez∗ (z−z∗)
ez∗−1

1 +

(ez∗+1)(z−z∗)
2(ez∗−1)

1 +

− (ez∗−1)(z−z∗)
6(ez∗+1)

1 +
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+

(ez∗−1)(z−z∗)
6(ez∗+1)

1 + · · ·+

− z−z∗
2(2k−1)

(
ez∗−1
ez∗+1

)(−1)k+1

1 +

+

z−z∗
2(2k−1)

(
ez∗−1
ez∗+1

)(−1)k

1 + · · ·
. (6.2)

Оскiльки lim
k→∞

e2k−1(z∗) = lim
k→∞

e2k(z∗) = 0, то згiдно iз теоремою 5.5

ланцюговi дроби (6.1) та (6.2) збiгаються до функцiї b i на довiльному
компактi K ⊂ G ланцюговi дроби збiгаються рiвномiрно.

7. Зображення твiрної функцiї многочленiв Бернуллi
ланцюговим дробом Тiле та правильним С–дробом

У множинi G зафiксуємо деяку точку z0 i розглянемо допомiжну
функцiю

B(x) = B(z0, x) = b(z0)e
z0x. (7.1)

Знайдемо оберненi похiднi Тiле функцiї B. Вiдомо [13], що оберненi
похiднi Тiле функцiї et, t ∈ R, визначається за формулами

(2k)et = (−1)ket, (2k+1)et =
(−1)k(k + 1)

et
, k ∈ N0.

Згiдно iз (3.2) маємо:

(2k)
(
ez0x

)
= (−1)kez0x, (2k+1)

(
ez0x

)
=

(−1)k(k + 1)

z0 ez0x
, k ∈ N0.

Враховуючи (3.1) кiнцеве отримуємо, що оберненi похiднi Тiле фун-
кцiї B будуть рiвнi

(2k)
(
B(x)

)
= (−1)k · b(z0)ez0x = (−1)k ·B(x),

(2k+1)
(
B(x)

)
=

1

b(z0)
· (−1)k · (k + 1)

z0 · ez0x
=

(−1)k · (k + 1)

z0 ·B(x)
, k ∈ N0.

Згiдно iз (3.4) коефiцiєнти розвинення функцiї B в Т–ЛД в околi
точки x∗ будуть рiвнi

b0(x∗) = b∗, b2k−1(x∗) =
(−1)k · (2k − 1)

z0 · b∗
,

b2k(x∗) = (−1)k · 2 · b∗, b∗ = B(x∗), k ∈ N.
(7.2)

Пiдставимо знайденi коефiцiєнти (7.2) в Т–ЛД (3.3). Пiсля еквi-
валентних перетворень маємо розвинення функцiї B

B(x) = b∗

(
1 +

x− x∗

1/z0 +

x− x∗

−2 +

x− x∗

−3/z0 + +

x− x∗

2 +

x− x∗

5/z0 +
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+ · · ·+
x− x∗

(−1)k−1(2k − 1)/z0+

x− x∗

(−1)k2+ · · ·

)
.

Оскiльки z0 довiльна точка множини G, то iз (7.1) отримуємо:

B(z, x) = b(z)ex∗z
(
1 +

x− x∗

1/z +

x− x∗

−2 +

x− x∗

−3/z +

x− x∗

2 +

x− x∗

5/z +

+ · · ·+
x− x∗

(−1)k−1(2k − 1)/z+

x− x∗

(−1)k2+ · · ·

)
. (7.3)

Повторивши мiркування аналогiчнi наведеним вище, легко пока-
зати, що функцiя ex∗z, де x∗ – фiксоване, в околi точки z∗ має насту-
пне розвинення в Т–ЛД

ex∗z = ex∗z∗
(
1 +

z − z∗

1/x∗ +

z − z∗

−2 +

z − z∗

−3/x∗+

z − z∗

2 +

z − z∗

5/x∗ +

+ · · ·+
z − z∗

(−1)k2+

z − z∗

(−1)k(2k + 1)/x∗+ · · ·

)
. (7.4)

Якщо розвинення (4.4) та (7.4) пiдставити в (7.3), то кiнцеве отри-
маємо зображення твiрної функцiї многочленiв Бернуллi B у виглядi
добутку трьох ланцюгових дробiв, тобто

B(z, x) = ex∗z∗
( z

ez∗ − 1 +

ez∗(z − z∗)

1 +

z − z∗
−2 +

z − z∗
−3 + · · ·+

+

z − z∗
(−1)k−1(2k − 1) +

z − z∗
(−1)k2 + · · ·

)
·
(
1+

x− x∗

1/z +

x− x∗

−2 +

x− x∗

−3/z +

+ · · ·+
x− x∗

(−1)k−1(2k − 1)/z+

x− x∗

(−1)k2+ · · ·

)
·
(
1 +

z − z∗

1/x∗ +

z − z∗

−2 +

+

z − z∗

−3/x∗+ · · ·+
z − z∗

(−1)k−1(2k − 1)/x∗+

z − z∗

(−1)k2+ · · ·

)
. (7.5)

Замiнимо кожен iз ланцюгових дробiв добутку (7.5) еквiвалентни-
ми правильними С–дробами. Маємо

B(z, x) = ex∗z∗
( z

ez∗ − 1 +

ez∗(z − z∗)

1 +

−1
2 (z − z∗)

1 +

1
6(z − z∗)

1 +

+ · · ·+

−1
2(2k−1)(z − z∗)

1 +

1
2(2k+1)(z − z∗)

1 + · · ·

)
·
(
1 +

z(x− x∗)

1 +

+

−1
2 z(x− x∗)

1 +

1
6z(x− x∗)

1 + · · ·+

−1
2(2k−1)z(x− x∗)

1 +
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+

1
2(2k+1)z(x− x∗)

1 + · · ·

)
·
(
1 +

x∗(z − z∗)

1 +

−x∗
2 (z − z∗)

1 +

+

x∗
6 (z − z∗)

1 + · · ·+

−x∗
2(2k−1)(z − z∗)

1 +

x∗
2(2k+1)(z − z∗)

1 + · · ·

)
. (7.6)

Оскiльки для фiксованих x∗, z

lim
k→∞

−1

2(2k − 1)
= lim

k→∞

1

2(2k + 1)
= lim

k→∞

−x∗
2(2k − 1)

= 0,

lim
k→∞

x∗
2(2k + 1)

= lim
k→∞

−z
2(2k − 1)

= lim
k→∞

z

2(2k + 1)
= 0,

то згiдно iз теоремою 3.3 добутки ланцюгових дробiв (7.5) та (7.6) збi-
гаються до твiрної функцiї многочленiв Бернуллi B(z, x) на множинi
G, яка не мiстить полюсiв функцiї. На довiльному компактi K ⊂ G
добутки (7.5) та (7.6) збiгаються рiвномiрно.

8. Зображення твiрної функцiї многочленiв Бернуллi
квазi–оберненими ланцюговими дробами

Нехай z0 ∈ G є деяка фiксована точка. Визначимо оберненi по-
хiднi 2–го типу допомiжної функцiї B, яка визначена в (7.1). В [9]
доведено, що оберненi похiднi 2–го типу функцiї et, t ∈ R, визначаю-
ться наступним чином

{2k−1}et = (−1)k · k · et, {2k}et =
(−1)k

et
, k ∈ N.

Звiдси та iз теореми 5.4 маємо, що

{2k−1}ez0x =
(−1)k

z0
· k · ez0x, {2k}ez0x =

(−1)k

ez0x
, k ∈ N.

Врахуємо властивiсть обернених похiдних 2–го типу (5.3). Кiнцеве
отримуємо:

{2k−1}B(x) =
(−1)kk

z0
b(z0)e

z0x =
(−1)kk

z0
B(x),

{2k}B(x) =
(−1)k

b(z0) · ez0x
=

(−1)k

B(x)
, k ∈ N.

Згiдно iз (5.5) коефiцiєнти розвинення функцiї B в Т–КЛД (5.1)
в околi точки x = x∗ будуть рiвнi

d0(x∗) =
1

b∗
, d2k−1(x∗) =

(−1)k(2k − 1)

z∗
b∗,
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d2k(x∗) =
(−1)k · 2

b∗
, b∗ = B(x∗), k ∈ N.

Пiдставимо коефiцiєнти в (5.1). Пiсля еквiвалентних перетворень
отримаємо

B(x) = b∗

(
1 +

x− x∗

−1/z0 +

x− x∗

−2 +

x− x∗

3/z0 +

x− x∗

2 +

x− x∗

−5/z0 +

+

x− x∗

−2 + · · ·+
x− x∗

(−1)k(2k − 1)/z0+

x− x∗

(−1)k2+ · · ·

)−1
.

Точка z0 — довiльна точка множини G. Тодi

B(z, x) = b(z)·ex∗z
(
1+

x− x∗

−1/z +

x− x∗

−2 +

x− x∗

3/z +

x− x∗

2 +

x− x∗

−5/z +

+

x− x∗

−2 + · · ·+
x− x∗

(−1)k(2k − 1)/z+

x− x∗

(−1)k2+ · · ·

)−1
. (8.1)

Повторивши мiркування аналогiчнi вище наведеним, отримуємо,
що розвинення функцiї ex∗z при фiксованому значеннi x∗ в околi то-
чки z = z∗ в Т–КЛД пiсля еквiвалентних перетворень має вигляд

ex∗z = ex∗z∗
(
1 +

z − z∗

−1/x∗+

z − z∗

−2 +

x− x∗

3/x∗ +

x− x∗

2 +

+ · · ·+
z − z∗

(−1)k(2k − 1)/x∗+

z − z∗

(−1)k2+ · · ·

)−1
. (8.2)

Пiдставимо в (8.1) розвинення (8.2) та зображення твiрної функцiї
чисел Бернуллi (6.1). Отримаємо зображення твiрної функцiї много-
членiв Бернуллi B у виглядi добутку трьох квазi–обернених ланцю-
гових дробiв типу Тiле:

B(z, x) = ex∗z∗
(((e2z∗ − 1)/ez∗)z

(ez∗ + 1)/ez∗ +

z − z∗

− ez∗−1
ez∗+1

+

z − z∗
−2 +

z − z∗

3 e
z∗+1
ez∗−1

+

+

z − z∗
2 + · · ·+

z − z∗

(−1)k(2k − 1)
(
ez∗−1
ez∗+1

)(−1)k+1 +

z − z∗
(−1)k2 + · · ·

)
×

×
(
1 +

z − z∗

−1/x∗+

z − z∗

−2 +

z − z∗

−3/x∗+

z − z∗

2 +

z − z∗

5/x∗ + · · ·+

+

z − z∗

(−1)k(2k − 1)/x∗+

z − z∗

(−1)k2+ · · ·

)−1
·
(
1 +

x− x∗

−1/z +

x− x∗

−2 +
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+ · · ·+
x− x∗

(−1)k(2k − 1)/z+

x− x∗

(−1)k2+ · · ·

)−1
. (8.3)

Можна записати кожен iз квазi–обернених ланцюгових дробiв че-
рез еквiвалентнi ланцюговi дроби iз частинними знаменниками рiв-
ними одиницi, тобто

B(z, x) = ex∗z∗
((ez∗ − 1)z

1 +

− ez∗
ez∗−1(z − z∗)

1 +

ez∗+1
2(ez∗−1)(z − z∗)

1 +

+

− ez∗−1
6(ez∗+1)(z − z∗)

1 +

ez∗−1
6(ez∗+1)(z − z∗)

1 + · · ·+

+

−1
2(2k−1)

(
ez∗−1
ez∗+1

)(−1)k+1

(z−z∗)
1 +

1
2(2k−1)

(
ez∗−1
ez∗+1

)(−1)k
(z−z∗)

1 + · · ·

)
×

×
(
1 +

−x∗(z − z∗)

1 +

x∗
2 (z − z∗)

1 +

−x∗
6 (z − z∗)

1 +

x∗
6 (z − z∗)

1 + · · ·+

+

−x∗
2(2k−1)(z − z∗)

1 +

x∗
2(2k−1)(z − z∗)

1 + · · ·

)
·
(
1 +

−z(x− x∗)

1 +

+

z
2(x− x∗)

1 +

−z
6 (x− x∗)

1 +

z
6(x− x∗)

1 +

+ · · ·+

−z
2(2k−1)(x− x∗)

1 +

z
2(2k−1)(x− x∗)

1 + · · ·

)
. (8.4)

Оскiльки lim
k→∞

1
2(2k−1) = 0, то згiдно iз теоремою 5.5 ланцюговi

дроби iз добутку (8.4) та еквiвалентi їм ланцюговi дроби iз добутку
(8.3) є збiжними i на довiльному компактi K ⊂ G збiжнiсть буде рiв-
номiрна.

9. Прикiнцевi зауваження

В данiй роботi отримано розвинення твiрної функцiї чисел Бер-
нуллi в ланцюговий дрiб Тiле та правильний С–дрiб в околi деякої
точки z∗ ∈ G. Встановлено областi збiжностi та рiвномiрної збiжностi
розвинень.

Запропоновано також розвинення твiрної функцiї чисел Бернуллi
в квазi–оберненi ланцюговi дроби. Доведено збiжнiсть та рiвномiрну
збiжнiсть таких розвинень.

Зображення твiрної функцiї многочленiв Бернуллi отримано у ви-
глядi добутку трьох ланцюгових дробiв та у виглядi добутку трьох
квазi–обернених ланцюгових дробiв.
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Подяка. Автор вдячний рецензенту за потрачений час, цiннi за-
уваження та поради.
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