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Обернена нерiвнiсть Полецького в одному

класi вiдображень

Євген О. Севостьянов

(Представлена В.Я. Гутлянським)

Анотацiя. Дослiджено диференцiйовнi майже скрiзь вiдображення,
якi мають N-властивiсть Лузiна, N −1-властивiсть на сферах вiдно-
сно (n− 1)-вимiрної мiри Хаусдорфа та якi мають нульову лебегову
мiру образу точок, де їх якобiан обертається в нуль. Доведено, що
такi вiдображення задовольняють нижню оцiнку спотворення типу
Полецького в своїй областi визначення. Зокрема, якщо гомеомор-
фiзм має обернений з класу Орлiча-Соболєва, то за умови Кальде-
рона на визначальну функцiю вiн задовольняє обернену нерiвнiсть
Полецького.
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Ключовi слова та фрази. Модулi сiмей кривих i поверхонь, обер-
нена нерiвнiсть Полецького, вiдображення зi скiнченним та обмеже-
ним спотворенням.

1. Вступ

Одним з методiв дослiдження класiв Соболєва та Орлiча–Собо-
лєва є використання оцiнок спотворення модуля сiмей кривих i по-
верхонь (див., напр., [8] i [22], див. також [3,6,18,19,21] i [26]). Зокре-
ма, нижнi оцiнки спотворення модуля сiмей концентричних сфер при
вiдображеннi становлять важливу роль при дослiдженнi їх локальної
i межової поведiнки. В данiй статтi мова йде про нерiвностi в кла-
сах, «обернених» до класiв Орлiча–Соболєва. Ми розглядаємо клас
вiдображень, що можуть не мати обернених, але включає до себе
оберненi гомеоморфiзми з класу Орлiча–Соболєва. Слiд вiдзначити,
що отримання модульних нерiвностей в класах Орлiча–Соболєва по-
в’язано з N -властивiстю на майже всiх сферах та диференцiйовнi-
стю майже скрiзь (див., напр., [8, теорема 3]). Надалi цi властивостi
розглядаються як частина означень вiдповiдного класу вiдображень.
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Основним результатом є отримання оберненої нерiвностi Полецького,
тобто, верхньої оцiнки модуля сiмей кривих у прообразi при вiдобра-
женнях. Зауважимо, що локальна i межова поведiнка вiдображень
з оберненою нерiвнiстю Полецького та їх застосування до проблеми
iснування розв’язкiв рiвнянь Бельтрамi достатньо докладно вивчена
в [24] i [25].

Наведемо необхiднi означення та формулювання основного ре-
зультату. НехайX та Y – два простори з мiрами µ i µ ′, вiдповiдно. Бу-
демо говорити, що вiдображення f : X → Y має N -властивiсть Лу-
зiна, якщо з умови µ(E) = 0 випливає, що µ ′(f(E)) = 0. Аналогiчно,
будемо говорити, що вiдображення f : X → Y має N−1-властивiсть
Лузiна, якщо умова µ ′(E) = 0 тягне, що µ(f −1(E)) = 0. Покладемо
в точках диференцiйовностi x ∈ D вiдображення f

l(f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| ,

‖f ′(x)‖ = max
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| , (1.1)

J(x, f) = det f ′(x) .

Зафiксуємо число p > 1. Внутрiшня i зовнiшня дилатацiї вiдобра-
ження f в точцi x порядку p визначаються, вiдповiдно, спiввiдно-
шеннями

KI,p(x, f) =





|J(x,f)|
l(f ′(x))p

, J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,
∞, в iнших випадках

,

KO,p(x, f) =





‖f ′(x)‖p

|J(x,f)| , J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,
∞, в iнших випадках

.

Для вiдображення f : D → Rn, множини E ⊂ D та y ∈ Rn, визна-
чимо функцiю кратностi N(y, f,E) як кiлькiсть прообразiв точки y
у множинi E, тобто

N(y, f,E) = card {x ∈ E : f(x) = y} ,

N(f,E) = sup
y∈Rn

N(y, f,E).

Нехай точка y ∈ Rn не належить множинi f(A), де A – множина
всiх точок, де вiдображення f : D → Rn, n > 2, не має повного
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диференцiалу. Припустимо, що N(f,D) <∞. Тодi покладемо

Q(y) := KO,p(y, f
−1) =

∑

x∈f −1(y)

KI,p(x, f) . (1.2)

Нехай y0 ∈ Rn, 0 < r1 < r2 <∞ i

A = A(y0, r1, r2) = {y ∈ Rn : r1 < |y − y0| < r2} . (1.3)

Для заданих множин E, F ⊂ Rn i областi D ⊂ Rn позначимо через
Γ(E,F,D) сiм’ю всiх кривих γ : [a, b] → Rn таких, що γ(a) ∈ E, γ(b) ∈
F i γ(t) ∈ D при t ∈ [a, b]. Якщо f : D → Rn – задане вiдображе-
ння, y0 ∈ f(D) \ {∞}, i 0 < r1 < r2 < r0 = sup

y∈f(D)
|y − y0|, то через

Γf (y0, r1, r2) позначимо сiм’ю всiх кривих γ в областi D таких, що
f(γ) ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)). Нехай Q∗ : R

n → [0,∞] – ви-
мiрна за Лебегом функцiя, а Mα(Γ) позначає α-модуль сiмей кривих
Γ (див. [28, розд. 6]). Будемо говорити, що f задовольняє обернену
нерiвнiсть Полецького в точцi y0 ∈ f(D) \ {∞} вiдносно α-модуля
якщо спiввiдношення

Mα(Γf (y0, r1, r2)) 6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Q∗(y) · ηα(|y − y0|) dm(y) (1.4)

виконується для довiльної вимiрної за Лебегом функцiї η : (r1, r2) →
[0,∞] такiй, що

r2∫

r1

η(r) dr > 1 . (1.5)

Справедлива наступна

Теорема 1.1. Нехай p > n− 1, f : D → Rn – диференцiйовне майже
скрiзь вiдображення, яке має N -властивiсть Лузiна вiдносно лебе-
гової мiри в Rn, таке що N(f,D) < ∞, i нехай y0 ∈ f(D) \ {∞},
r0 = sup

y∈f(D)
|y − y0| > 0. Нехай, крiм того, D – компакт в Rn,

f −1(S(y0, r1)) ∩ f −1(S(y0, r2)) = ∅ (1.6)

для всяких 0 < r1 < r2 < r0 i, крiм того,

m(f ({x ∈ D : J(x, f) = 0})) = 0 . (1.7)

Нехай 0 < ε < ε0 < r0. Припустимо, крiм того, що f -має N −1-
властивiсть на S(y0, r) при майже всiх r ∈ (ε, ε0) вiдносно мiри
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Хаусдорфа Hn−1 на S(y0, r). Якщо функцiя Q, визначена в (1.2), на-

лежить класу L
n−1

p−n+1 (f(D)), то вiдображення f задовольняє обер-
нену нерiвнiсть Полецького в точцi y0 при кожних 0 < r1 < r2 < ε0,

α = p
p−n+1 i Q∗(y) := N α(f,D) ·Q

n−1
p−n+1 (y).

Наслiдок 1.1. Твердження теореми 1.1 має мiсце, якщо в ньому
замiсть умови (1.7) вимагати бiльш сильну умову: J(x, f) 6= 0 май-
же скрiзь.

Наслiдок 1.2. Твердження теореми 1.1 має мiсце, якщо в ньому
замiсть умови (1.6) вимагати бiльш сильну умову: f має неперервне
продовження на ∂D.

2. Спотворення сiмей множин при вiдображеннях

Наступнi важливi вiдомостi, якi стосуються ємностi пари множин
вiдносно областi, можуть бути знайденi в роботi В. Цимера [30]. Нехай
G – обмежена область в Rn i C0, C1 – непересiчнi компактнi множини,
якi належать замиканню G. Покладемо R = G \ (C0 ∪ C1) i R ∗ =
R∪C0∪C1.Для числа p > 1 визначимо p-ємнiсть пари C0, C1 вiдносно
замикання G рiвнiстю

Cp[G,C0, C1] = inf

∫

R

|∇u|p dm(x),

де точна нижня межа береться по всiх функцiях u, неперервних у R ∗,
u ∈ ACL(R), таких що u = 1 на C1 i u = 0 на C0. Вказанi функцiї
називаються допустимими для Cp[G,C0, C1]. Будемо говорити, що
множина σ ⊂ Rn роздiляє C0 i C1 у R ∗, якщо σ ∩ R замкнено в R
i знайдуться непересiчнi множини A i B, вiдкрити вiдносно R ∗ \ σ,
такi що R ∗ \ σ = A ∪ B, C0 ⊂ A i C1 ⊂ B. Нехай Σ позначає клас
всiх множин, якi роздiляють C0 и C1 в R ∗. Для числа p′ = p/(p − 1)
визначимо величину

M̃p′(Σ) = inf
ρ∈ãdmΣ

∫

Rn

ρ p
′
dm(x) (2.1)

де запис ρ ∈ ãdmΣ позначає, що ρ – невiд’ємна борелева функцiя в
Rn така, що ∫

σ∩R

ρ dHn−1
> 1 ∀σ ∈ Σ . (2.2)
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Зауважимо, що згiдно результату Цимера

M̃p ′(Σ) = Cp[G,C0, C1]
−1/(p−1) , (2.3)

див. [30, теорема 3.13] при p = n i [31, с. 50] при 1 < p <∞, крiм того,
за результатом Хессе

Mp(Γ(E,F,D)) = Cp[D,E,F ] , (2.4)

де (E∪F )∩∂D = ∅ (див. [4, теорема 5.5]). Шлик показав, що вимогу
(E∪F )∩∂D = ∅ може буде знято, iншими словами, рiвнiсть (2.4) ви-
конується для довiльних непересiчних непорожнiх компактних мно-
жин E,F ⊂ D (див. [27, теорема 1]).

Нехай S – поверхня, тобто, S : Ds → Rn – неперервне вiдображен-
ням вiдкритої множини Ds ⊂ Rn−1. Покладемо N(y, S) = cardS−1(y)
= card{x ∈ Ds : S(x) = y} функцiю кратностi поверхнi S вiдносно
точки y ∈ Rn. Для борелевої множини B ⊂ Rn ї ї (n−1)-вимiрна хаус-
дорфова площа, асоцiйована з поверхнею S, визначається за форму-
лою AS(B) = An−1

S (B) =
∫
B

N(y, S) dHn−1y, див. [2, пункт 3.2.1]. Для

борелевої функцiї ρ : Rn → [0,∞] ї ї iнтеграл над поверхнею S визна-
чається за формулою

∫
S

ρ dA =
∫
Rn

ρ(y)N(y, S) dHn−1y. Надалi Jkf(x)

позначає k-вимiрний якобiан вiдображення f в точцi x (див. [2, § 3.2,
гл. 3]).

Нехай n > 2, i Γ – сiм’я поверхонь S. Борелеву функцiю ρ : Rn →
R+ будемо назвати допустимою для сiм’ї Γ, скор. ρ ∈ admΓ, якщо

∫

S

ρn−1 dA > 1 (2.5)

для будь-якої поверхнi S ∈ Γ. Для заданого p ∈ (1,∞) назвемо p-
модулем сiм’ї Γ величину

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x) .

Мы також покладемо M(Γ) := Mn(Γ). Будемо говорити, що деяка
властивiсть P виконується для p-майже всiх поверхонь областi D,
якщо ця властивiсть виконується для всiх поверхонь у D, крiм, мо-
же бути, деякої їх пiдсiм’ї, p-модуль якої дорiвнює нулю. Якщо мова
йде про конформний модуль M(Γ) := Mn(Γ), префiкс “n” у виразi
“n-майже всiх”, як правило, забирається. Будемо говорити, що ви-
мiрна за Лебегом функцiя ρ : Rn → R+ є p-узагальнено допустимою
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для сiм’ї Γ поверхонь S в Rn, скор. ρ ∈ extp admΓ, якщо спiввiд-
ношення (2.5) виконано для p-майже всiх поверхонь S сiм’ї Γ. До-
ведення наступної леми ґрунтується на пiдходi, використаному при
встановленi взаємозв’язку класiв Орлiча–Соболєва з нижнiми оцiн-
ками спотворення модуля сiмей поверхонь (див., напр., [8, теорема 5]
та [22, теорема 4]).

Лема 2.1. Нехай p > n − 1, f : D → Rn – диференцiйовне майже
скрiзь вiдображення, яке має N -властивiсть Лузiна вiдносно лебе-
гової мiри в Rn, таке що N(f,D) < ∞ i нехай y0 ∈ f(D) \ {∞},
r0 = sup

y∈f(D)
|y − y0| > 0, 0 < ε < ε0 < r0. Нехай, крiм того, нехай ви-

конано умову (1.7). Позначимо через Σε сiм’ю всiх множин виглядy

{f −1(S(y0, r))}, r ∈ (ε, ε0) . (2.6)

Припустимо, крiм того, що f -має N −1-властивiсть на S(y0, r) при
майже всiх r ∈ (ε, ε0) вiдносно мiри Хаусдорфа Hn−1 на S(y0, r). Тодi

M̃ p
n−1

(Σε) >
1

N
p

n−1 (f,D)
inf

ρ∈ext admp f(Σε)

∫

f(D)∩A(y0,ε,ε0)

ρp(y)

Q(y)
dm(y) ,

(2.7)
де Q визначена спiввiдношенням (1.2).

Доведення. Позначимо через B (борелеву) множину всiх точок x ∈
D, де вiдображення f має повний диференцiал f ′(x) i J(x, f) 6= 0. За
теоремою Кiрсбрауна та з огляду на єдинiсть апроксимативного ди-
ференцiалу (див., напр., [2, 2.10.43 i теорема 3.1.2]) випливає, що мно-
жина B є зчисленним об’єднання борелевих множин Bk, k = 1, 2, . . .,
таких що вiдображення fk = f |Bk

є бiлiпшицевими гомеоморфiзмами
(див. [2, лема 3.2.2 i теореми 3.1.4 i 3.1.8]). Без обмеження загальностi,
можна вважати, що множини Bk попарно не перетинаються. Позна-
чимо також через B∗ множину всiх точок x ∈ D, де f має повний
диференцiал, проте J(x, f) = 0.

Оскiльки множина B0 := D\(B∪B∗) має лебегову мiру нуль, а вiд-
ображення f має N -властивiсть Лузiна, то m(f(B0)) = 0. За [12, тео-
рема 9.3] ASr(f(B0)) = 0 для p-майже всiх сфер Sr := S(y0, r)∩f(D) с
центром в точке y0, де “майже всiх” розумiється в сенсi p-модуля сiмей
поверхонь. Зауважимо, що ψ(r) := Hn−1(f(B0) ∩ Sr) є вимiрною за
Лебегом функцiєю з огляду на теорему Фубiнi ( [17, розд. 8.1, гл. III]),
тому множина E ⊂ R усiх r ∈ R таких, що Hn−1(f(B0) ∩ Sr) = 0, є
вимiрною за Лебегом. Тодi за [5, лема 4.1] ASr(f(B0)) = 0 для майже



260 Обернена нерiвнiсть Полецького...

всiх сфер Sr := S(y0, r) с центром в точке y0, де “майже всiх” розумiє-
ться в сенсi одновимiрної мiри Лебега вiдносно параметру r ∈ (ε, ε0).
Тодi за умовою леми

Hn−1(f −1(Sr) ∩B0) = 0 (2.8)

для майже всiх r ∈ (ε, ε0). Мiркуючи аналогiчно, маємо:

Hn−1(f −1(Sr) ∩B∗) = 0 (2.9)

для майже всiх r ∈ (ε, ε0).

Нехай ρn−1 ∈ ãdmΣε i

ρ̃(y) =





sup
x∈f −1(y)∩D\B0

ρ∗(x) , y ∈ f(D) \ f(B ∩B∗)

0 , y ∈ f(B ∩B∗)
, (2.10)

де

ρ∗(x) =

{
ρ(x)/l(f ′(x)), x ∈ D \B0,

0, в iнших випадках.
(2.11)

Зауважимо, що ρ̃ = sup ρk, де

ρk(y) =

{
ρ∗(f

−1
k (y)), y ∈ f(Bk),

0, в iнших випадках
(2.12)

i кожне вiдображення fk = f |Bk
, k = 1, 2, . . . є iн’єктивним. Отже,

функцiя ρ̃ є борелевою (див., напр., [17, теорема I (8.5)]).
Нехай f −1(Sr) := S ∗

r . Тодi

∫

Sr∩f(D)

ρ̃n−1(y) dA∗ =

∫

Rn

ρ̃n−1(y)χSr∩f(D)(y) dHn−1y

>

∫

Rn

1

N(f,D)
·

∞∑

k=1

ρ̃n−1(y)χSr∩f(D)(y)N(y, f,Bk ∩ S ∗
r ) dHn−1y

=
1

N(f,D)

∞∑

k=1

∫

Rn

ρ∗
n−1(f −1

k (y))N(y, f,Bk ∩ S ∗
r ) dHn−1y (2.13)

=
1

N(f,D)

∞∑

k=1

∫

f(Bk∩S ∗
r )

ρ∗
n−1(f −1

k (y)) dHn−1y .
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Враховуючи (2.8) i (2.9), за [2, наслiдок 3.2.20] при m = n − 1 ми
отримаємо, що

∞∑

k=1

∫

f(Bk∩S ∗
r )

ρ∗
n−1(f −1

k (y)) dHn−1y

=
∞∑

k=1

∫

Bk∩S ∗
r

ρ∗
n−1(x) Jn−1f(x) dHn−1x

=

∞∑

k=1

∫

Bk∩S ∗
r

ρn−1(x)

ln−1(f ′(x))
Jn−1f(x) dHn−1x

>

∞∑

k=1

∫

Bk∩S ∗
r

ρn−1(x) dHn−1x =

∫

f −1(Sr)

ρn−1(x) dHn−1x > 1 (2.14)

для майже всiх Sr=f◦S ∗
r ∈ f(Σε). З (2.14) випливає, щоN

1
n−1 (f,D)ρ̃∈

ext admp f(Σε) (див. [5, лема 4.1]).

Оскiльки ρ̃p(y) = sup
k∈N

ρpk(y) 6
∞∑
k=1

ρpk(y) i m(f(B∗)) = m(f(B0)) = 0,

то ∫

f(D)

ρ̃p(y)

Q(y)
dm(y) 6

∞∑

k=1

∫

f(Bk)

ρpk(y)

Q(y)
dm(y)

6

∞∑

k=1

∫

f(Bk)

ρpk(y)

KI,p(f
−1
k (y), f)

dm(y) .

Використовуючи замiну змiнних на кожному Bk, k = 1, 2, . . ., див.,
напр., [2, теорема 3.2.5], будемо мати:

∫

f(Bk)

ρpk(y)

KI,p(f
−1
k (y), f)

dm(y)

=

∫

f(Bk)

ρp(f −1
k (y))

lp(f ′(f −1
k (y)))KI,p(f

−1
k (y), f)

dm(y)

=

∫

Bk

ρp(x) · |J(x, f)|
lp(f ′(x))KI,p(x, f)

dm(x) =

∫

Bk

ρp(x) dm(x) .
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З останнiх спiввiдношень випливає, що

∫

f(D)

ρ̃p(y)

Q(y)
dm(y) 6

∞∑

k=1

∫

Bk

ρp(x) dm(x) . (2.15)

Сумуючи (2.15) по k = 1, 2, . . . i використовуючи зчисленну адитив-
нiсть iнтеграла Лебега (див., напр., [17, теорема I.12.3]), ми отримає-
мо, що ∫

f(D)

1

Q(y)
ρ̃p(y) · dm(y) 6

∫

D

ρp(x) dm(x) . (2.16)

Переходячи в (2.16) до inf по всiх функцiях ρn−1 ∈ ãdmΣε, ми отри-
маємо, що ∫

f(D)

1

Q(y)
ρ̃p(y) · dm(y) 6 M̃ p

n−1
(Σε) ,

звiдки

∫

f(D)

N
p

n−1 (f,D)

Q(y)
ρ̃p(y) · dm(y) 6 N

p
n−1 (f,D) · M̃ p

n−1
(Σε) .

Позначимо ρ̃1(y) := N
1

n−1 (f,D) · ρ̃(y), тодi з останнього спiввiдноше-
ння випливає, що

∫

f(D)

ρ̃p1(y)

Q(y)
dm(y) 6 N

p
n−1 (f,D) · M̃ p

n−1
(Σε) . (2.17)

Оскiльки за доведеним вище ρ̃1(y) = N
1

n−1 (f,D)ρ̃ ∈ ext admp f(Σε),
то з (2.17) i випливає бажане спiввiдношення (2.7). Лему доведено.

Маємо наступний наслiдок.

Наслiдок 2.1. Нехай p > n−1, f : D → Rn – диференцiйовне майже
скрiзь вiдображення, яке має N та N −1-властивостi Лузiна вiдно-
сно лебегової мiри в Rn, i нехай y0 ∈ f(D)\{∞}, r0 = sup

y∈f(D)
|y−y0| >

0, 0 < ε < ε0 < r0. Позначимо через Σε сiм’ю всiх множин у (2.6).
Припустимо, крiм того, що f -має N −1-властивiсть на S(y0, r) при
майже всiх r ∈ (ε, ε0) вiдносно мiри Хаусдорфа Hn−1 на S(y0, r). Тодi
виконується спiввiдношення (2.7), де Q визначена в (1.2).
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Доведення. Оскiльки f маєN −1-властивiсть Лузiна, за теоремою По-
номарьова маємо, що J(x, f) 6= 0 майже скрiзь (див., напр., [14,
теорема 1]), ми можемо вважати, що J(x, f) 6= 0 на кожному Bk,
k = 1, 2, . . . . Тодi, оскiльки вiдображення f має N -властивiсть, то
умову (1.7) також виконано. Бажане твердження, в такому випадку,
випливає з леми 2.1.

3. Доведення головного результату

Нехай Q∗ : D → [0,∞] – вимiрна за Лебегом функцiя. Через qx0(r)
ми позначаємо середнє iнтегральне значення Q∗(x) над сферою |x−
x0| = r,

qx0(r) :=
1

ωn−1rn−1

∫

|x−x0|=r

Q∗(x) dHn−1 , (3.1)

де ωn−1 – площа ((n−1)-вимiрна мiра Хаусдорфа) одиничної сфери в
Rn. Нижче ми також вважаємо, що виконуються наступнi стандартнi
спiввiдношення: a/∞ = 0 при a 6= ∞, a/0 = ∞ при a > 0 i 0 ·
∞ = 0 (див., напр., [17, § 3, розд. I]). Наступний висновок отримано
В.I. Рязановим спiльно з автором у випадку p = n, див., напр., [12,
лема 7.4] або [16, лема 2.2]. У випадку довiльного p > 1 див., напр.,
[20, лема 2].

Твердження 3.1. Нехай p > 1, n > 2, x0 ∈ Rn, r1, r2 ∈ R, r1, r2 > 0,
Q∗(x) – вимiрна за Лебегом функцiя, Q∗ : R

n → [0,∞], Q∗ ∈ L1
loc(R

n).
Покладемо

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫

r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

,

i нехай qx0(r) визначено спiввiдношенням (3.1). Тодi

ωn−1

Ip−1
6

∫

A

Q∗(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (3.2)

для довiльної вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞], такої що

r2∫

r1

η(r) dr = 1 , (3.3)

де A = A(x0, r1, r2) визначено спiввiдношенням (1.3).
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Зауваження 3.1. Зауважимо, що якщо (3.2) виконується для будь-
якої функцiї η з умовою (3.3), то це ж спiввiдношення виконується i
для будь-якої функцiї η з умовою (1.5). Справдi, нехай η – невiд’ємна
вимiрна за Лебегом функцiя, яка задовольняє умову (1.5). Якщо J :=
r2∫
r1

η(t) dt < ∞, то ми покладемо η0 := η/J. Очевидно, функцiя η0

задовольняє умову (3.3). Тодi спiввiдношення (3.2) тягне, що

ωn−1

Ip−1
6

1

Jp

∫

A

Q∗(x) · ηp(|x−x0|) dm(x) 6

∫

A

Q∗(x) · ηp(|x−x0|) dm(x) ,

бо J > 1. Нехай тепер J = ∞. Тодi згiдно [17, теорема I.7.4] функцiя
η є границею неспадної послiдовностi невiд’ємних простих вимiрних

функцiй ηm, m = 1, 2, . . . . Покладемо Jm :=
r2∫
r1

ηm(t) dt <∞ i wm(t) :=

ηm(t)/Jm. Тодi з (3.3) випливає, що

ωn−1

Ip−1
6

1

Jpm

∫

A

Q∗(x) · ηpm(|x− x0|) dm(x)

6

∫

A

Q∗(x) · ηpm(|x− x0|) dm(x) , (3.4)

бо Jm → J = ∞ при m → ∞ (див. [17, лема I.11.6]). Зауважимо, що
функцiональна послiдовнiсть fm(x) = Q∗(x) · ηpm(|x−x0|), m = 1, 2 . . .
є невiд’ємною, монотонно зростаючою i такою, що збiгається майже
скрiзь до функцiї f(x) := Q∗(x) ·ηp(|x−x0|). Тодi за теоремою Лебега
про монотонну збiжнiсть (див. [17, теорема I.12.6]) можливий перехiд
до границi в правiй частинi нерiвностi (3.4), який дає нам бажану
нерiвнiсть (3.2).

Доведення теореми 1.1. Зафiксуємо y0 ∈ f(D) \ {∞}, i 0 < r1 <
r2 < ε0 < r0 := sup

y∈f(D)
|y − y0|. Позначимо

C0 := f −1(S(y0, r1)) , C1 := f −1(S(y0, r2))

(див. малюнок 3). Зауважимо, що C0 i C1 є непересiчними компакта-
ми в D як замкненi пiдмножини компакту D i завдяки умовi (1.6).

Доведемо, що C1 i C2 непорожнi з огляду на вибiр r0, ε0, r1 та
r2. Доведемо, наприклад, що C1 6= ∅. Дiйсно, за означенням числа r0
iснують x1r1 ∈ f(D) i x2r1 ∈ f(D) такi, що |x1r1−y0| < r1 i |x2r1−y0| > r1.
Оскiльки точки x1r1 i x2r1 лежать у зв’язнiй множинi f(D), то можна



Є. О. Севостьянов 265

f

D

f D( )

y0
r1

r2

r

f S y r
-1
(  ( , ))0 2

f S y r
-1
(  ( , ))0 1

f S y r
-1
(  ( , ))0

f ( , , )y r r0 1 2

Мал. 1. До доведення теореми 1.1

з’єднати цi точки деякою кривою γ в f(D). Оскiльки |γ| ∩B(y0, r1) 6=
∅ 6= (Rn \ B(y0, r1)) ∩ |γ|, то за [10, теорема 1.I, гл. 5, § 46] iснує
точка на γ, що належить сферi S(y0, r1). Отже, S(y0, r1) ∩ f(D) 6= ∅,
тому f −1(S(y0, r1)) 6= ∅. Це i означає, що C1 6= ∅. Аналогiчно можна
довести, що C2 6= ∅.

Покажемо, що множина σr := f −1(S(y0, r)) вiддiляє C0 вiд C1 в
D при довiльному r ∈ (r1, r2). Дiйсно, σr є замкненим в D як про-
образ замкненої множини S(y0, r) при неперервному вiдображеннi f
(див., напр., [9, теорема 1.IV.13, гл. 1]). Зокрема, σr також замкнено
i вiдносно R := D \ (C0 ∪C1). Покладемо

A := f −1(B(y0, r)) ∪ f −1(S(y0, r1))

i
B := (D \ f −1(B(y0, r))) ∪ f −1(S(y0, r2)) .

Зауважимо, що A i B не порожнi за вибором r0, r1, r2 та r. Оскiльки
вiдображення f є неперервним, f −1(B(y0, r)) i (D \ f −1(B(y0, r))) є
вiдкритими в D. Покажемо, що A i B є вiдкритими в

R ∗ := R ∪ C0 ∪ C1 = D ∪ f −1(S(y0, r1)) ∪ f −1(S(y0, r2)) .

Нехай, наприклад, x0 ∈ A. Якщо x0 ∈ f −1(B(y0, r)), то в силу вiд-
критостi f −1(B(y0, r)) в D, точка x0 має окiл, що мiститься в R ∗.
Нехай тепер x0 ∈ f −1(S(y0, r1)). Тодi множина A∗ := B(x0, ε∗)∩R ∗ є
вiдкритою в R ∗ i мiстить точку x0 при будь-якому ε∗ > 0. Таким чи-
ном, A вiдкрито в R ∗. Аналогiчно можна показати, що B вiдкрито в
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R ∗. Зауважимо, що A∩B = ∅, причому R ∗ \σr = A∪B. Нехай Σr1,r2
– сiм’я всiх множин, якi роздiляють C0 i C1 в R ∗. В такому випадку,
за рiвностями Цимера i Хессе (2.3) та (2.4), вiдповiдно, будемо мати:

Mα(Γf (y0, r1, r2)) = (M̃p/(n−1)(Σr1,r2 )
)1−α , (3.5)

де α = p
p−n+1 . Тодi за лемою 2.1 з рiвностi (3.5) маємо, що

Mα(Γf (y0, r1, r2)) (3.6)

6


 inf
ρ∈ext adm f(Σε)

∫

f(D)∩A(y0,r1,r2)

ρp(y)

N
p

n−1 (f,D) ·Q(y)
dm(y)




− n−1
p−n+1

,

де Q визначена спiввiдношенням (1.2). Використовуючи другу вино-
сну формулу в доведеннi теореми 9.2 у [12], будемо мати:

inf
ρ∈ext adm f(Σε)

∫

f(D)∩A(y0,r1,r2)

ρp(y)

N
p

n−1 (f,D) ·Q(y)
dm(y)

=

r2∫

r1


 inf
α∈I(r)

∫

S(y0,r)∩f(D)

αq(y)

N
p

n−1 (f,D) ·Q(y)
dHn−1(y)


 dr , (3.7)

де q = p
n−1 , а I(r) позначає множину всiх вимiрних невiд’ємних фун-

кцiй на сферi S(y0, r)∩f(D) таких, що
∫

S(y0,r)∩f(D)

α(x)Hn−1 = 1. Тодi

обираючи X = S(y0, r)∩ f(D), µ = Hn−1 i ϕ = 1
Q |S(y0,r)∩f(D) у [12, ле-

ма 9.2], будемо мати:

r2∫

r1


 inf
α∈I(r)

∫

S(y0,r)∩f(D)

αq(y)

Q(y)
dHn−1(y)


 dr =

r2∫

r1

dr

‖Q‖s(r)
, (3.8)

де ‖Q‖s(r) =

(
∫

S(y0,r)∩f(D)

Qs(x) dHn−1(y)

)1/s

i s := n−1
p−n+1 . Отже,

з (3.6), (3.7) i (3.8) ми отримаємо, що

Mα(Γf (y0, r1, r2)) 6 Nα(f,D) ·




r2∫

r1

dr

‖Q‖s(r)




n−1
p−n+1

=
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=
Nα(f,D) · ωn−1

(
r2∫
r1

dr

r
n−1
α−1 q̃

1/(α−1)
y0

(r)

) n−1
p−n+1

=
Nα(f,D) · ωn−1(

r2∫
r1

dr

r
n−1
α−1 q̃

1/(α−1)
y0

(r)

)α−1 , (3.9)

де q̃y0(r) = 1
ωn−1rn−1

∫
S(y0,r)

Q̃ dHn−1 i Q̃(y) =

{
Qs(y) , y ∈ f(D) ,

0 , y 6∈ f(D)
.

Остаточно, з (3.9), твердження 3.1 i зауваження 3.1 випливає, що
спiввiдношення

Mα(Γf (y0, r1, r2))

6

∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Nα(f,D) ·Q
n−1

p−n+1 (y) · ηα(|y − y0|) dm(y)

виконується для функцiї Q(y) = KO,p(y, f
−1) :=

∑
x∈f −1(y)

KI,p(x, f) i

будь-якої невiд’ємної вимiрної за Лебегом функцiї η з умовою (1.5),
що i треба було довести. 2

Доведення наслiдку 1.1 безпосередньо випливає з теореми 1.1 та
додаткових аргументiв, викладених при доведеннi наслiдку 2.1. 2

Доведення наслiдку 1.2. Покажемо, що за наявностi неперервно-
го продовження f на ∂D випливає умова (1.6). Дiйсно, якщо iснує
z0 ∈ f −1(S(y0, r1))∩f −1(S(y0, r2)), то iснують i послiдовностi xk → z0
при k → ∞, xk ∈ f −1(S(y0, r1)), k = 1, 2, . . . , i yk → z0 при k → ∞,
yk ∈ f −1(S(y0, r2)), k = 1, 2, . . . . За умовою вiдображення f має непе-
рервне продовження в z0. Тодi lim

k→∞
f(xk) = lim

k→∞
f(yk) := A0. Оскiль-

ки f(xk) ∈ S(y0, r1) i f(yk) ∈ S(y0, r2), причому, S(y0, r1) i S(y0, r2)
– замкненi множини в Rn, то A0 ∈ S(y0, r1) ∩ S(y0, r2). Отримана
суперечнiсть вказує на невiрнiсть припущення z0 ∈ f −1(S(y0, r1)) ∩
f −1(S(y0, r2)). Решта випливає з теореми 1.1. 2

Зауваження 3.2. Якщо y0 ∈ f(D) – внутрiшня точка множини f(D)
i 0 < r1 < r2 < dist (y0, ∂f(D)), твердження теореми 1.1 залишається
справедливим, при цьому, умову (1.6) можна забрати з формулюва-
ння. Дiйсно, мiркуючи в цьому випадку саме так, як при доведеннi
теореми 1.1, маємо зазначену умову (1.6) автоматично виконаною.
Решта доведення не змiниться.

Зауваження 3.3. Зауважимо, що достатньо докладно локальну i
межову поведiнку вiдображень описано в [25], що дає можливiсть
перенести цi результати на вiдображення, якi приймають участь в
теоремi 1.1. Як вiдомо, вiдображення з оберненою нерiвнiстю Поле-
цького є частиною означення квазiконформностi у випадку обмеженої
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функцiї Q (див. [28, розд. 13.1]), а в необмеженому випадку нерiвно-
стi типу (1.4) були отриманi рiзними авторами за рiзних умов щодо
Q (див., напр., [1, лема 3.1], [7, лема 3.1], [12, теорема 8.5] i [23, тео-
рема 1.3]). Зокрема, твердження, наведене нижче, безпосередньо ви-
пливає з теореми 1.1, зауваження 3.2 i [24, теорема 4.1].

Для областей D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, числа N ∈ N i вимiрної за
Лебегом функцiї Q : Rn → [0,∞], Q(y) ≡ 0 при y ∈ Rn \D ′, позначи-
мо через RQ,N (D,D

′) сiм’ю всiх вiдкритих дискретних вiдображень
f : D → D ′, якi є диференцiйовними майже скрiзь, задовольняють
N -властивiсть Лузiна по вiдношенню до мiри Лебега в Rn, задоволь-
няють спiввiдношення (1.7) i мають N −1-властивiсть на S(y0, r)∩D ′

для майже всiх r ∈ (ε, r0) по вiдношенню до мiри Хаусдорфа Hn−1

на S(y0, r) при всякому y0 ∈ D ′ i r0 = sup
y∈D ′

|y − y0| > 0 таких, що

1) N(f,D) 6 N,
2) KO,n(y, f

−1) =
∑

x∈f −1(y)

KI,n(x, f) 6 Q(y) при всякому y ∈ D ′.

Якщо Qn−1 ∈ L1(D ′), область D ′ є обмеженою i K – компакт у
D, то нерiвнiсть

|f(x)− f(y)| 6 C

log1/n
(
1 + r∗

2|x−y|

) (3.10)

виконується для всяких x, y ∈ K i всiх f ∈ RQ,N (D,D
′), де C =

C(n,N,K, ‖Q‖1,D,D ′) > 0 – деяка стала, залежна тiльки вiд n,
N, K i ‖Qn−1‖1, ‖Qn−1‖1 позначає L1-норму функцiї Qn−1 в D ′, а
r∗ = d(K,∂D).

Зауваження 3.4. Припустимо, що гомеоморфiзм g належить класу
Орлiча–Соболєва W 1,ϕ

loc в деякiй областi D ′ ⊂ Rn, n > 3, а функцiя ϕ
задовольняє умову Кальдерона

∞∫

t∗

[
t

ϕ(t)

] 1
n−2

dt <∞ (3.11)

при деякому t∗ ∈ (0,∞) (див., напр., [8]). Тодi за умови, щоKO,n(y, g)∈
Ln−1(D′) вiдображення f = g−1 задовольняє спiввiдношення (1.4) в
D ′ = f(D) в кожнiй точцi y0 ∈ D ′ при α = n, всiх 0 < r1 < r2 < r0
i r0 = dist (y0, ∂D

′) (див. [8, наслiдок 9]). Зауважимо, що вказаний
результат може бути також отриманий як наслiдок з основної теоре-
ми 1.1 за деяких “додаткових умов”: область D ′ є обмеженою; f має
N -властивiсть Лузiна вiдносно лебегової мiри в Rn та задовольняє
умову m(f ({x ∈ D : J(x, f) = 0})) = 0 . З огляду на сказане вище, цi
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умови є зайвими щодо гомеоморфiзмiв, проте, нам важко щось ска-
зати про їх необхiднiсть у випадку вiдображень з розгалуженням.
Слiд зауважити, що N −1-властивiсть вiдображення f на S(y0, r) при
майже всiх r ∈ (ε, r0) вiдносно мiри Хаусдорфа Hn−1 на S(y0, r) є
результатом наслiдку 4 в [8] з урахуванням умови (3.11).

4. Приклади

Нагадаємо, що вiдображення f : D → D∗, f(D) = D∗, називається
замкненим, якщо f переводить довiльну множину A, замкнену вiд-
носно D, у множину f(A), замкнену вiдносно D∗. Доведемо спочатку
наступне твердження.

Твердження 4.1. Припустимо, що f : D → Rn – локальний гомео-
морфiзм, який є замкненим в D. Тодi для кожної точки y ∈ f(D)
знайдеться число ry > 0 таке, що

f −1(B(y, ry)) =

N0⋃

i=1

Ui, (4.1)

де Ui – областi в D i f гомеоморфно вiдображає Ui на B(y, ry), крiм
того, N0 – деяке число таке, що 1 6 N0 6 N(f,D).

Доведення. Зауважимо, що N(f,D) <∞, див. [13, теорема 2.8]. Обе-
ремо ry так, щоб B(y, ry) ⊂ f(D). Тодi, оскiльки вiдображення f є
вiдкритим, дискретним i замкненим, то воно є власним, тобто, про-
образ будь-якого компакту в f(D) при вiдображеннi f є компактом
у D (див. [29, теорема 3.3]). Тодi f −1(B(y, ry)) є вiдкритою множи-
ною, кожна компонента котрої має компактне замикання в D, при-
чому f гомеоморфно вiдображає кожну з цих компонент на B(y, ry)
(див. [11, лема 2.2]). Зауважимо, що f −1(y) складається не бiльше,
нiж з N(f,D) точок, кожна з котрих належить однiй i тiльки однiй
компонентi множини f −1(B(y, ry)). З цього випливає, що кiлькiсть
таких компонент не може бути бiльшою нiж N(f,D), тобто, викону-
ється спiввiдношення (4.1). Твердження 4.1 доведено.

Нижче побудованi приклади вiдображень, якi задовольняють умо-
ви основної теореми 1.1.

Приклад 4.1. В одиничному крузi D = {z ∈ C : |z| < 1} розглянемо
вiдображення fm(z) = zm, m ∈ N. Доведемо, що це вiдображення
задовольняє всi умови теореми 1.1 при p = n = 2. Очевидно, fm є
диференцiйовним в усiх точках D як аналiтична функцiя. Також fm
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має N -властивiсть Лузiна як вiдображення класу C1(D). Умова (1.6)
виконується з огляду на те, що fm має неперервне продовження на
∂D. Очевидно, D – компакт у C i N(f,D) = m < ∞. Умова (1.7)
виконана з огляду на те, що вiдображення fm має нульовий якобiан
лише в точцi z0 = 0. Шляхом прямих обчислень можна переконатися
в тому, що KI,n(z, fm) = 1, причому функцiя Q в (1.2) обчислюється
як Q(y) := m при y 6= 0 i Q(0) = 0.

Покажемо, що fm має N −1-властивiсть на S(y0, r) для всiх y0 ∈ D

i майже всiх r ∈ (0, r0) вiдносно мiри Хаусдорфа H1 на S(y0, r), де
r0 = sup

y∈D
|y − y0|. Зафiксуємо таку точку y0, i будемо вважати, що

r 6= |y0|. Тодi в околi кожної точки y ∈ S(y0, r) ∩ D вiдображення fm
є локальним гомеоморфiзмом. Покладемо D1 := D \ {0}. Зауважимо,
що fm вiдображає D1 на себе, причому, fm зберiгає межу областi D1

i тому є замкненим вiдображенням в D1 (див. [29, теорема 3.3]). За
твердженням 4.1 кожна точка y ∈ S(y0, r) ∩D1 має окiл B(y, ry) та-

кий, що f −1
m (B(y, ry)) =

Nm⋃
i=1

Uyi , причому fm гомеоморфно вiдображає

Uyi на B(y, ry). Зауважимо, що Nm = m, бо для заданого вiдображе-
ння fm прообраз кожної точки y 6= 0 мiстить рiвно m рiзних точок.
Зауважимо, що

S(y0, r) ∩D1 =
⋃

y∈S(y0,r)∩D1

B(y, ry) ∩ S(y0, r) ∩D1 .

За теоремою Лiндельофа (див. [9, пункт XI, гл. I, § 5]) останнє спiв-
вiдношення можна переписати в виглядi

S(y0, r) ∩D1 =

∞⋃

k=1

B(yk, ryk) ∩ S(y0, r) ∩D1 , (4.2)

де yk ∈ S(y0, r) ∩ D1. Нехай E – множина H1-мiри нуль на S(y0, r).
Тодi з огляду на спiввiдношення (4.2) будемо мати, що

E =

∞⋃

k=1

B(yk, ryk) ∩E , (4.3)

звiдки будемо мати, що

f −1
m (E ∩D1) =

∞⋃

k=1

f −1
m (B(yk, ryk) ∩ E) =

∞⋃

k=1

m⋃

i=1

f −1
m (E) ∩ Uki , (4.4)

де Uki – деякi областi в D, якi вiдображення fm гомеоморфно пере-
водить у B(yk, ryk).
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Оскiльки fm є гомеоморфiзмом Uki на B(yk, ryk), i = 1, 2, . . . m,
то прообраз f −1

m (E) ∩ Uki можна iнтерпретувати як образ множи-
ни E при оберненому вiдображеннi f −1

mi,k := (fm|Uki
)−1 . Зауважи-

мо, що цi вiдображення явно обчислюються за формулою Муавра:

f −1
ml,k(w) = |w|1/m · eiϕ+2πl

m , l = 1, 2, . . . m, k ∈ N. Шляхом безпосере-

днiх обчислень можна переконатися, що вiдображення f −1
mi,k мають

локально обмеженi частиннi похiднi, тому вони є локально лiпшице-
вими i мають N -властивiсть вiдносно хаусдорфової мiри будь-якого
порядку (див. [2, теорема 3.2.5]). В такому випадку, за формулою (4.4)
будемо мати:

H1(f −1
m (E)) 6

∞∑

k=1

H1
(
f −1
m (B(yk, ryk) ∩ E)

)

6

∞∑

k=1

m∑

i=1

H1
(
f −1
m (E) ∩ Uki

)
=

∞∑

k=1

m∑

i=1

H1
(
f −1
mi,k(E)

)
= 0 . (4.5)

Отже, вiдображення fm задовольняє всi умови теореми 1.1, причому
в якостi функцiї Q∗(y) у (1.4) можна взяти m3.

Приклад 4.2. Мiркуючи аналогiчно до прикладу 4.1 можна пока-
зати, що вiдображення fm(x) = (r cosϕ, r sinϕ, x3, x4, . . . , xn), x =
(x1, x2, x3, . . . , xn) ∈ Bn, r =

√
x21 + x22, (x1, x2) 7→ reiϕ, ϕ ∈ [0, 2π),

також задовольняє всi умови теореми 1.1, причому в якостi функцiї
Q∗(y) у (1.4) можна взяти m3n−2. Тут ми врахували, щоKI,n(x, fm) =
m (див. [15, пункт 4.1, гл. I]).

Приклад 4.3. Нехай тепер f : D → C – гомеоморфiзм, обернений
до якого g = f −1 належить до класу Соболєва W 1,1

loc (f(D)) та має
скiнченне спотворення, тобто, iснує функцiя K : D → [1,∞) така
що ‖g ′(z)‖2 6 K(z) · |J(z, g)| для майже всiх z ∈ f(D). Нехай також
вiдображення f має N та N −1-властивостi Лузiна, N(f,D) <∞, крiм
того, припустимо, що f має неперервне продовження в D iKO,2(y, g) ∈
L1. З доведення теореми 4 у [22] випливає, що вiдображення f має
N −1-властивiсть на майже всiх колах S(y0, r), y0 ∈ f(D). В такому
випадку, f задовольняє всi умови теореми 1.1 при p = n = 2, причому
можна покласти Q∗(y) = KO,2(y, g).

Нехай тепер fm – вiдображення з прикладу 4.1. Тодi вiдображення
Fm := f ◦fm також задовольняє всi умови теореми 1.1 в кожнiй точцi
y0 ∈ f(D). Дiйсно, N та N −1-властивостi Лузiна очевиднi, так само,
як i умова N(Fm,D) < ∞. Далi, для майже всiх y ∈ f(D) будемо
мати:

Q(y) :=
∑

z∈F −1
m (y)

KI,2(z, Fm) =
∑

z∈F −1
m (y)

KI,2(fm(z), f) =
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= m ·KI,2(f
−1(y), f) = m ·KO,2(y, g) ∈ L1(f(D)) .

Нарештi, оскiльки вiдображення fm мають локально оберненi вiд-
ображення, якi є локально лiпшицевими (див. приклад 4.1), то мiрку-
ючи аналогiчно до спiввiдношень (4.3), (4.4) i (4.5) заключаємо, що цi
вiдображення мають N −1-властивiсть вiдносно мiри H1 (див. [2, на-
слiдок 3.2.20]). В такому випадку, з огляду на сказане вище, Fm мають
N −1-властивiсть на майже всiх колах з центрами y0 ∈ f(D). Заува-
жимо, що в теоремi 1.1 можна покласти Q∗(y) := m2 ·m ·KO,2(y, g) =
m3 ·KO,2(y, g).

Приклад 4.4. Нехай тепер f : Bn → Rn, n > 3, – гомеоморфiзм,
обернений до якого g = f −1 належить до класу Орлiча–Соболєва
W 1,ϕ

loc (f(B
n)) та має скiнченне спотворення, тобто, iснує функцiя K :

Bn → [1,∞) така що ‖g ′(z)‖n 6 K(z) · |J(z, g)| для майже всiх z ∈
f(Bn). Припустимо, що ϕ задовольняє умову Кальдерона (3.11). Не-
хай також вiдображення f має N та N−1-властивостi Лузiна,
N(f,D) < ∞, крiм того, припустимо, що f має неперервне продов-
ження в Bn i KO,n(y, g) ∈ Ln−1. За [8, наслiдок 4] вiдображення f має
N −1-властивiсть на майже всiх сферах S(y0, r), y0 ∈ f(Bn). В такому
випадку, f задовольняє всi умови теореми 1.1 при p = n, причому
можна покласти Q∗(y) = KO,n(y, g).

Нехай тепер fm – вiдображення з прикладу 4.2. Тодi вiдображення
Hm := f ◦ fm також задовольняє всi умови теореми 1.1 для всiх y0 ∈
f(Bn). Дiйсно, N та N −1-властивостi Лузiна очевиднi, так само, як i
умова N(Hm,B

n) < ∞. Далi, для майже всiх y ∈ f(Bn), враховуючи
правило обчислення дилатацiй для суперпозицiй вiдображень (див.
[15, рiвнiсть (4.14), пункт 4.1, гл. I]), будемо мати:

Q(y) :=
∑

x∈H −1
m (y)

KI,n(x,Hm) 6
∑

x∈H −1
m (y)

KI,n(x, fm) ·KI,n(fm(x), f)

= m2 ·KI,2(f
−1(y), f) = m2 ·KO,n(y, g) ∈ L1(f(Bn)) .

Нарештi, оскiльки вiдображення fm мають локально оберненi вiд-
ображення, якi є локально лiпшицевими (див. приклад 4.2), то мiр-
куючи аналогiчно до спiввiдношень (4.3), (4.4) i (4.5) заключаємо, що
цi вiдображення мають N −1-властивiсть вiдносно мiри Hn−1 (див. [2,
наслiдок 3.2.20]). В такому випадку, з огляду на сказане вище, Hm

мають N −1-властивiсть на майже всiх сферах з центрами y0 ∈ f(Bn).
Зауважимо, що в теоремi 1.1 можна покласти Q∗(y) := mn ·m2(n−1) ·
Kn−1
O,n (y, g) = m3n−2 ·Kn−1

O,n (y, g).
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