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1. Постановка задачi

Дослiдження лiнiйних нетерових крайових задач для систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь започатковане у статтi О.А. Бойчу-
ка [1]. Як вiдомо, лiнiйнi нетеровi крайовi задачi для систем звичай-
них диференцiальних рiвнянь некоректно поставленi, оскiльки не зав-
жди розв’язнi, а у разi розв’язностi, не завжди однозначно [2]. Класи-
чним прикладом некоректно поставлених задач є оберненi задачi [3].
Оберненi задачi актуальнi для рiзноманiтних прикладних проблем
обробки даних, наприклад, у задачах обчислювальної томографiї [4],
або ж у задачах поновлення та покращення зображень [5]. Оберне-
нi задачi для нетерових крайових задач для системи звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь належать до некоректно поставлених [3, 6] i
мало дослiдженi. Таким чином, дослiджуємо задачу про вiдновлення
лiнiйної автономної нетерової крайової задачi для системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

z′(t) = Az(t) + f, ℓz(·) = α (1)

за вiдомою (m×p) – вимiрною матрицею Φ(t) ∈ C
1[a, b] та величиною

α ∈ R
m; стовпцi матрицi Φ(t) :

ϕ1(t), ϕ2(t), ... , ϕp(t) ∈ C
1[a, b]
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являють собою лiнiйно-незалежнi розв’язки цiєї задачi. Тут A ∈ R
n×n

— невiдома стала матриця, f ∈ R
n — невiдомий сталий вектор, ℓz(·)

— невiдомий лiнiйний обмежений векторний функцiонал:

ℓz(·) : C[a, b] → R
m, m 6= n.

Дотримуючись схеми методу найменших квадратiв, вимагатимемо мi-
нiмiзацiї величини нев’язки [7, 8]

∆ :=

p∑

i=1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ϕ

′
i(t)−Aϕi(t)− f

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

p∑

i=1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ℓϕi(·)− α

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Rm

→ min .

Позначимо оператор [9, 10]

M[A] : R
m×n → R

m·n,

як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi A ∈ R
m×n вектор

B := M[A], утворений з n стовпцiв матрицi A, а також обернений
оператор

M−1

[
B

]
: R

m·n → R
m×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектору B ∈ R
m·n матрицю A ∈ R

m×n.
Оператор M[A], як i обернений оператор M−1[B], можуть бути зо-
браженi явно [10]. Позначимо також

{
Ξj

}n2

j=1

∈ R
n×n,

{
θj

}n

j=1

∈ R
n

природнi базиси [11] просторiв R
n×n та R

n.

2. Умови розв’язностi задачi, оберненої до задачi Кошi

для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

Мiнiмiзацiю величини нев’язки ∆ забезпечує мiнiмiзацiя величини
нев’язки

∆0 :=

p∑

i=1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ϕ

′
i(t)−Aϕi(t)− f

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2[a,b]

.

Матрицю A та вектор f шукатимемо у виглядi сум

A =

n2∑

j=1

Ξj aj , f =

n∑

j=1

θj fj, aj, fj ∈ R
1,
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при цьому

ϕ′
i(t)−Aϕi(t)− f = ϕ′

i(t)− Ωi(t)γ0, i = 1, 2, ... , p;

тут

Ωi(t) :=
(
Ξ1 ϕi(t) ... Ξn2 ϕi(t) In

)
, γ0 := col (MA, f) ∈ R

n(n+1).

Позначимо матрицю Грама [7, 8]

Γ0 :=

p∑

i=1

∫ b

a
Ω∗
i (t)Ωi(t) dt ∈ R

n(n+1)×n(n+1).

Невiдомий вектор γ0 визначає рiвняння

Γ0 γ0 =

p∑

i=1

∫ b

a
Ω∗
i (t)ϕ

′(t) dt, (2)

однозначно розв’язне за умови

det Γ0 6= 0. (3)

За умови (3) рiвняння (2) має єдиний розв’язок

γ0 = Γ−1
0

p∑

i=1

∫ b

a
Ω∗
i (t)ϕ

′(t) dt,

який визначає матрицю

A = M−1(P0 γ0), P0 :=
(
In2 O

)
∈ R

n2×n(n+1)

та вектор
f = P1 γ0, P1 :=

(
O In

)
∈ R

n×n(n+1).

Умова (3) являє собою необхiдну умову мiнiмiзацiї величини нев’яз-
ки ∆0; достатню умову мiнiмiзацiї величини нев’язки ∆0 забезпечує
додатна визначенiсть матрицi Грама Γ0. В свою чергу, додатну ви-
значенiсть матрицi Грама Γ0 забезпечує виконання критерiю Силь-
вестра, а саме, додатнiсть визначникiв всiх квадратних дiагональних
мiнорiв матрицi Грама Γ0. Таким чином, доведено наступну лему.

Лема. За умови (3), у разi додатної визначеностi матрицi Гра-
ма Γ0, задача про вiдновлення автономної системи звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь (1) за вiдомою (m × p) – вимiрною матрицею
Φ(t) ∈ C

1[a, b] має єдиний розв’язок

A = M−1(P0 γ0), f = P1 γ0,
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який мiнiмiзує величину нев’язки ∆0 у сенсi найменших квадратiв.

Приклад 1. Умови доведеної леми справджуються у задачi про
вiдновлення задачi Кошi для автономної системи звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь

z′(t) = Az(t) + f, z(0) = α (4)

за вiдомим розв’язком ϕ(t) :=
(
t et (t+ 1) et

)∗
та величиною α :=

ϕ(0).

Природний базис простору R
2×2 складають матрицi [11]

Ξ1 =

(
1 0
0 0

)
, Ξ2 =

(
0 0
1 0

)
, Ξ3 =

(
0 1
0 0

)
, Ξ4 =

(
0 0
0 1

)
,

при цьому

Ω1(t) =

(
t et 0 (t+ 1) et 0 1 0
0 t et 0 (t+ 1) et 0 1

)
.

Таким чином, отримуємо невироджену

det Γ0 =
25

256
−

55 e2

64
+

5 e3

8
+

227 e4

128
−

11 e5

4
+

97 e6

64
−

3 e7

8
+

9 e8

256

додатно визначену матрицю

Γ0 =
1

4




−1 + e2 0 2 e2 0 4 0
0 −1 + e2 0 2e2 0 4

2 e2 0 −1 + 5 e2 0 4e 0
0 2 e2 0 −1 + 5 e2 0 4e
4 0 4e 0 4 0
0 4 0 4e 0 4



,

яка забезпечує виконання умови (3), тому задача про вiдновлення за-
дачi Кошi для автономної системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь (4) за вiдомим розв’язком цiєї задачi z(t) := ϕ(t) та величиною
α однозначно розв’язна; тут

A =

(
0 1
−1 2

)
, f =

(
0
0

)
.
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3. Умови розв’язностi задачi, оберненої до лiнiйної

автономної нетерової крайової задачi

Як вiдомо, загальний вигляд

ℓz(·) :=

∫ b

a
dW (t) z(t), W (t) ∈ Vm×n[a, b]

лiнiйного функцiоналу [12, c. 362]

ℓz(·) : C[a, b] → R
m

визначає W (t) – (m× n) – вимiрна матриця, елементи якої – функцiї
обмеженої на вiдрiзку [a, b] варiацiї; iнтеграл тут – iнтеграл Рiмана–
Стiлтьєса [13, c. 10]. Дотримуючись схеми методу найменших квадра-
тiв, вимагатимемо мiнiмiзацiї величини нев’язки [7, 8]

∆1 :=

p∑

i=1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ℓϕi(·)− α

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

Rm

→ min .

Матрицю W (t) шукатимемо у виглядi добутку

W (t) := Ψ(t)V, Ψ(t) ∈ C
1[a, b], V ∈ R

q×n;

тут Ψ(t) – фiксована (m× q) – вимiрна матриця, V – невiдома стала
матриця. Позначимо {

Ξ̌j

}q n

j=1

∈ R
q×n

природний базис [11] простору R
q×n та матрицю Грама [7, 8]

Γ1 :=

p∑

i=1

∫ b

a
Ω̌∗
i (t) dt

p∑

i=1

∫ b

a
Ω̌i(t) dt ∈ R

q n×q n;

тут

Ω̌i(t) :=

∫ b

a

(
Ψ′(t)Ξ̌1ϕi(t) + Ψ(t)Ξ̌1ϕ

′

i(t)...Ψ
′(t)Ξ̌q nϕi(t) + Ψ(t)Ξ̌q nϕ

′

i(t)

)
dt.

Невiдомий вектор γ1 визначає рiвняння

Γ1 γ1 =

p∑

i=1

∫ b

a
Ω̌∗
i (t) dt α, (5)

однозначно розв’язне за умови [2]

det Γ1 6= 0. (6)



320 Умови розв’язностi задачi, оберненої до лiнiйної...

За умови (6) рiвняння (5) має єдиний розв’язок

γ1 = Γ−1
1

p∑

i=1

∫ b

a
Ω̌∗
i (t) dt α,

який визначає матрицю

V = M−1

(
Γ−1
1

p∑

i=1

∫ b

a
Ω̌∗
i (t) dt α

)
.

Умова (6) являє собою необхiдну умову мiнiмiзацiї величини нев’язки
∆1; достатню умову мiнiмiзацiї величини нев’язки ∆1 забезпечує до-
датна визначенiсть матрицi Грама Γ1. В свою чергу, додатну визначе-
нiсть матрицi Грама Γ1 забезпечує виконання критерiю Сильвестра,
а саме, додатнiсть визначникiв всiх квадратних дiагональних мiно-
рiв матрицi Грама Γ1. Таким чином, отримуємо лiнiйний обмежений
функцiонал

ℓz(·) :=

∫ b

a
dW (t) z(t) : C[a, b] → R

m, W (t) := Ψ(t)V.

Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема. За умови (3), у разi додатної визначеностi матрицi
Грама Γ0, задача про вiдновлення автономної системи звичайних
диференцiальних рiвнянь (1) за вiдомою (m× p) – вимiрною матри-
цею Φ(t) ∈ C

1[a, b] має має єдиний розв’язок

A = M−1(P0 γ0), f = P1 γ0,

який мiнiмiзує величину нев’язки ∆0 у сенсi найменших квадратiв.
За додаткової умови (6), у разi додатної визначеностi матрицi Гра-
ма Γ1, задача про вiдновлення крайової умови (1) має єдиний розв’я-
зок

ℓz(·) :=

∫ b

a
dW (t) z(t) : C[a, b] → R

m, W (t) := Ψ(t)V,

який мiнiмiзує величину нев’язки ∆1 у сенсi найменших квадратiв.

Приклад 2. Умови доведеної теореми справджуються у задачi
про вiдновлення двоточкової задачi для автономної системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь

z′(t) = Az(t) + f, ℓz(·) := M z(0) +N z(2π) = α :=

(
2π
0

)
(7)
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за вiдомими розв’язками

ϕ1(t) :=

(
cos t
− sin t

)
, ϕ2(t) :=

(
sin t
cos t

)

та величиною α.

Матриця Грама Γ0 у випадку задачi про вiдновлення автономної
системи звичайних диференцiальних рiвнянь (7) невироджена

det Γ0 = 256π6

i додатно визначена, тому умова (3) виконується, отже, задача про
вiдновлення системи (7) за вiдомим розв’язком цiєї системи однозна-
чно розв’язна; тут

A =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0
0

)
,

крiм того

Γ0 = 2π




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2



.

Покладемо

Φ(t) :=

(
t 1
1 t

)
.

Матриця Грама Γ1 у випадку задачi про вiдновлення крайової умови
(7) невироджена

Γ1 =




1 1 2 2
1 2 2 4
2 2 4 4
2 4 4 8


 ,

i додатно визначена, отже умову (6) розв’язностi цiєї задачi виконано,
таким чином, отримуємо

W (t) = Ψ(t)V, V =

(
1 1
0 0

)
,

отже

M =

(
0 0
1 1

)
, N = −

(
2π 2π
1 1

)
.
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Схему вiдновлення автономної системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь (1) за вiдомим розв’язком цiєї задачi може бути перенесе-
но на вiдновлення крайової задачi для матричного диференцiального
рiвняння [14,15]

Z ′(t) = AZ(t) + Z(t)B + F, LZ(·) = A ∈ R
λ×µ (8)

за вiдомими лiнiйно-незалежними розв’язками цiєї задачi

Z1(t), Z2(t), ... , Zp(t),∈ C
1
m×n[a; b] := C

1[a; b]⊗ R
m×n.

Тут A ∈ R
m×m, F ∈ R

m×n та B ∈ R
n×n – невiдомi сталi матрицi;

LZ(·) – лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

LZ(·) : C
1
m×n[a; b] → R

λ×µ.

Умови розв’язностi та структура розв’язкiв однорiдної частини си-
стеми (8) наведенi у монографiї [16]. Конструктивнi умови розв’язно-
стi та структура перiодичного розв’язку неоднорiдної системи (8) за
умови m = n = λ = µ отриманi у статтi [14]. Позначивши

ℓz(·) := M [LZ(·)] ,

приходимо до висновку, що схема вiдновлення крайової умови (8) за
вiдомим розв’язком цiєї задачi не вiдрiзняється вiд схеми, визначе-
ної доведеною вище теоремою, тому зосередимося на задачi для мат-
ричного диференцiального рiвняння (8) за вiдомим розв’язком цiєї
задачi. Дотримуючись схеми методу найменших квадратiв, вимага-
тимемо мiнiмiзацiї величини нев’язки [7, 8]

∆2 :=

p∑

i=1

∣∣∣∣
∣∣∣∣z

′
i(t)−M [AZi(t)]−M [Zi(t)B]− f

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

L2[a,b]

→ min;

тут
zi(t) := M [Zi(t)] , f := M [F ] ∈ R

mn.

Позначимо матрицю Грама [7, 8]

Γ2 :=

p∑

i=1

∫ b

a
Ω∗
i (t) dt

p∑

i=1

∫ b

a
Ωi(t) dt ∈ R

(n2+m2+mn)×(n2+m2+mn).

Позначимо також

{
Ξj

}m2

j=1

∈ R
m×m,

{
Θj

}n2

j=1

∈ R
n×n,

{
θj

}mn

j=1

∈ R
n
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природнi базиси [11] просторiв R
m×m,Rn×n та R

mn. Невiдомий вектор
γ2 визначає рiвняння

Γ2 γ2 =

p∑

i=1

∫ b

a
Ω∗
i (t)z

′
i(t) dt, (9)

розв’язне за умови [2]
det Γ2 6= 0; (10)

тут

Ωi(t) := (M [Ξ1Zi(t)] ... M [Ξm2Zi(t)] M [Zi(t)Θ1] ... M [Zi(t)Θn2 ] Imn) ,

крiм того
γ2 := col (MA, MB, f) ∈ R

n2+m2+mn.

За умови (10) рiвняння (9) має єдиний розв’язок

γ2 = Γ−1
2

p∑

i=1

∫ b

a
Ω∗
i (t)z

′
i(t) dt,

який визначає матрицi

A = M−1(P1 γ2), P1 :=
(
Im2 O O

)
∈ R

m2×(n2+m2+mn),

B = M−1(P2 γ2), P2 :=
(
O In2 O

)
∈ R

n2×(n2+m2+mn),

та

F = M−1(P3 γ2), P3 :=
(
O O Imn

)
∈ R

mn×(n2+m2+mn).

Умова (10) являє собою необхiдну умову мiнiмiзацiї величини нев’яз-
ки ∆2; достатню умову мiнiмiзацiї величини нев’язки ∆2 забезпечує
додатна визначенiсть матрицi Грама Γ2. В свою чергу, додатну ви-
значенiсть матрицi Грама Γ2 забезпечує виконання критерiю Силь-
вестра, а саме, додатнiсть визначникiв всiх квадратних дiагональних
мiнорiв матрицi Грама Γ2.

Таким чином, доведено наступне твердження.

Наслiдок. За умови (10), у разi додатної визначеностi матрицi
Грама Γ2, задача про вiдновлення автономного матричного диферен-
цiального рiвняння (8) за вiдомими розв’язками цього рiвняння

Z1(t), Z2(t), ... , Zp(t),∈ C
1
m×n[a; b]

має єдиний розв’язок A, B, F, який мiнiмiзує величину нев’язки ∆2

у сенсi найменших квадратiв.
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Приклад 3. Умови доведеного наслiдку справджуються у задачi
про вiдновлення автономного матричного диференцiального рiвнян-
ня

Z ′(t) = AZ(t) + Z(t)B + F, t ∈ [0, 1] (11)

за вiдомим розв’язком

Z(t) :=

(
2t t2

0 0

)
.

Для спрощення припустимо, що A := 0. Матриця Грама

Γ2 =
1

30




40 15 0 0 30 0 0 0
15 6 0 0 10 0 0 0
0 0 40 15 0 0 30 0
0 0 15 6 0 0 10 0
30 10 0 0 30 0 0 0
0 0 0 0 0 30 0 0
0 0 30 10 0 0 30 0
0 0 0 0 0 0 0 30




у випадку задачi про вiдновлення автономного матричного диферен-
цiального рiвняння (11) невироджена, тому умову (10) розв’язностi
цiєї задачi виконано. Таким чином, однозначно отримуємо

γ2 =




0
0
1
0
2
0
0
0




,

отже

A =

(
0 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
, F =

(
2 0
0 0

)

– точний розв’язок задачi про вiдновлення автономного матричного
диференцiального рiвняння (11).

Запропонована у статтi схема дослiдження задач, обернених до
лiнiйної автономної нетерової крайової задачi для системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь, аналогiчно [17] може бути перенесе-
на на задачi, оберненi до лiнiйної крайової задачi для рiзницево-
алгебраїчного рiвняння, а також на задачi, оберненi до крайових за-
дач у частинних похiдних [18, 19]. У разi нерозв’язностi задачi про
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вiдновлення лiнiйної автономної нетерової крайової задачi для систе-
ми звичайних диференцiальних рiвнянь, запропонована схема може
бути перенесена на задачi, оберненi до лiнiйної автономної нетеро-
вої крайової задачi для системи диференцiально-алгебраїчних рiв-
нянь [20, 21].
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