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Анотацiя. Одержано асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх
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гладкостi. Встановленi рiвностi дають розв’язок задачi Колмогорова-
Нiкольського для тригармонiйних iнтегралiв Пуассона на класах
Cψβ,∞ в рiвномiрнiй метрицi.
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1. Постановка задачi та деякi iсторичнi вiдомостi

Нехай L – простiр 2π-перiодичних сумовних на перiодi функцiй f

з нормою ‖f‖L =
π∫

−π
|f(t)|dt; L∞ – простiр 2π-перiодичних вимiрних

iстотно обмежених функцiй з нормою ‖f‖∞ = ess sup
t

|f(t)|; C – про-

стiр 2π-перiодичних неперервних функцiй, у якому норма задається
рiвнiстю ‖f‖C = max

t
|f(t)|.

Нехай U (ρ;x) = Un (ρ;x) є полiгармонiчною функцiєю порядку n
в одиничному крузi |z| < 1 (z = ρeix), тобто є розв’язком рiвняння

∆nU (ρ;x) = 0, (1.1)

де ∆ = ∂2

∂ρ2 +
1
ρ
∂
∂ρ+

1
ρ2

∂2

∂x2 – оператор Лапласа в полярних координатах

i ∆n := ∆
(
∆n−1

)
.
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Розв’язок рiвняння (1.1) iз заданими граничними умовами

U (ρ;x)
∣∣∣
ρ=1

= f(x);
∂k

∂ρk
U (ρ;x)

∣∣∣
ρ=1

= 0, k = 1, 2, . . . , n− 1, (1.2)

де f(x) – сумовна 2π-перiодична функцiя, далi будемо позначати
Pn(ρ; f ;x) = Un(ρ;x), n ∈ N. Згiдно з формулою (3.127.5) [1] розв’я-
зок крайової задачi (1.1)–(1.2) можна записати у виглядi

Pn(ρ; f ;x) =
a0
2

+
∞∑

k=1

λn(ρ; k) (ak cos kx+ bk sin kx) , 0 ≤ ρ < 1, (1.3)

де ak, bk – коефiцiєнти Фур’є функцiї f ,

λn (ρ; k) = ρk
n−1∑

m=0

(1− ρ2)m

m!2m

m−1∏

j=0

(k + 2j). (1.4)

Якщо покласти в (1.3) ρ = e−
1
δ , δ > 0, то величину Pn(e

− 1
δ ; f ;x)

будемо позначати через Pn,δ(f ;x), тобто

Pn,δ(f ;x) =
a0
2

+

∞∑

k=1

λn,δ(k) (ak cos kx+ bk sin kx) , (1.5)

λn,δ (k) = e−
k
δ

n−1∑

m=0

(1− e−
2
δ )m

m!2m

m−1∏

j=0

(k + 2j).

Нехай f ∈ L i S[f ] = a0
2 +

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) – її ряд Фур’є.

Нехай, далi, ψ(k) – довiльна фiксована функцiя натурального аргу-
менту i β – фiксоване дiйсне число. Якщо ряд

∞∑

k=1

1

ψ (k)

(
ak cos

(
kx+

πβ

2

)
+ bk sin

(
kx+

πβ

2

))

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї ϕ, то цю функцiю назива-
ють (ψ, β)-похiдною функцiї f i позначають через fψβ , при цьому

кажуть, що f належить множинi Lψβ . Якщо f ∈ Lψβ , i, крiм того,

fψβ ∈ N ⊂ L, то вважають, що f ∈ LψβN. Далi покладемо Lψβ∩C = Cψβ i

LψβN ∩ C = CψβN. Множини Lψβ та Cψβ введено О.I. Степанцем (див.,
наприклад, [2, с. 25, 29]). В роботi в якостi N виступає множина

U∞ = {ϕ ∈ L∞ : ‖ϕ‖∞ ≤ 1, ϕ⊥1}, тому покладемо Cψβ U∞=Cψβ,∞.
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При ψ(k) = k−r, r > 0, класи Cψβ,∞ перетворюються у вiдомi

класи Вейля-Надя W r
β,∞, а їх (ψ, β)-похiднi fψβ майже скрiзь збiгаю-

ться з похiдними в сенсi Вейля-Надя f
(r)
β [2, с. 24]. У випадку β = r,

r ∈ N, класи W r
β,∞ спiвпадають з класами Соболєва W r

∞, а у випадку

β = r + 1, r ∈ N, – з класами спряжених функцiй W
r
∞.

Послiдовностi ψ (k), що входять в означення (ψ, β)-похiдних, вза-
галi кажучи, можуть бути довiльними. Але, як показав О.I. Степа-
нець [2, с. 93], в багатьох випадках можна обмежитись без iстотних
втрат загальностi лише додатними опуклими донизу послiдовностя-
ми ψ (k), якi задовольняють умову lim

k→∞
ψ (k) = 0.

Будемо вважати, що послiдовнiсть ψ (k) є звуженням на множину
натуральних чисел функцiй неперервного аргументу t ≥ 1 з множини

M =
{
ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ ((t1 + t2)/2) + ψ(t2) ≥ 0,

∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0
}
.

Як показано в [3, с. 156], будь-яка сумовна (неперервна) функцiя
f обов’язково має (ψ, β)-похiдну, яка теж є сумовною (неперервною)
i при цьому ψ ∈ M.

Оскiльки функцiї з множини M неоднорiднi за швидкiстю спада-
ння до нуля, то з цiєї множини, згiдно з О. I. Степанцем [3, с. 159],
видiлимо пiдмножини функцiй ψ

M
′ =

{
ψ ∈ M :

∞∫

1

ψ(t)

t
dt <∞

}
,

M0 =
{
ψ ∈ M : 0 < µ (ψ; t) ≤ K, ∀t ≥ 1

}
,

де µ(t) = µ(ψ; t) = t
η(t)−t , η(t) = η (ψ; t) = ψ−1

(
1
2ψ(t)

)
, а K – деяка

стала, яка, можливо, залежить вiд ψ. Далi покладемо M
′
0 := M0∩M

′.

Розглянемо величину

E(N;Pn,δ)C = sup
f∈N

‖f(·)− Pn,δ(f ; ·)‖C . (1.6)

Якщо в явному виглядi знайдено функцiю ϕ(δ) = ϕ(N; δ) таку, що
E (N;Pn,δ)C = ϕ (δ) + o (ϕ (δ)) при δ → ∞, то, наслiдуючи О.I. Сте-
панця [3, c. 198], будемо казати, що розв’язана задача Колмогорова–
Нiкольського для класу N та полiгармонiйного iнтеграла Пуассона в
рiвномiрнiй метрицi.
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Оцiнки вiдхилень довiльних полiгармонiйних iнтегралiв Пуассо-
на Pn,δ (f ;x) вiд граничих функцiй f ∈ Sp (1 ≤ p < ∞) в метрицi
простору Sp, встановленi М.П. Тiманом (див. [1, c. 248–260]).

При n = 1, 2, 3 з формули (1.5) отримуємо величини

P1,δ(f ;x) =
a0
2

+

∞∑

k=1

e−
k
δ (ak cos kx+ bk sin kx) ,

P2,δ(f ;x) =
a0
2

+
∞∑

k=1

(
1 +

k

2
(1− e−

2
δ )
)
e−

k
δ (ak cos kx+ bk sin kx) ,

P3,δ(f ;x) =
a0
2

+

∞∑

k=1

λ3,δ(k) (ak cos kx+ bk sin kx) ,

де λ3,δ(k) =
(
1 + 1

4 (3 − e−
2
δ )(1 − e−

2
δ )k + 1

8(1 − e−
2
δ )2k2

)
e−

k
δ . Цими

формулами визначаються iнтеграл Пуассона [4], бiгармонiйний iнте-
грал Пуассона [5] та тригармонiйний iнтеграл Пуассона [6] функцiї f
вiдповiдно.

Дана робота присвячена вивченню асимптотичної поведiнки при
δ → ∞ величин

E(Cψβ,∞;P3,δ)C = sup
f∈Cψβ,∞

‖f(·)− P3,δ(f ; ·)‖C . (1.7)

На класах (ψ, β)-диференцiйовних функцiй задача Колмогорова-
Нiкольського для iнтегралiв Пуассона P1,δ та P2,δ розв’язувалась в
роботах [7–10] та [11–13] вiдповiдно. У вказаних дослiдженнях вико-
ристовується метод подiлу множини M на пiдмножини за швидкiстю
спадання до нуля функцiй ψ, що запропонований О.I. Степанцем.
Зазначимо, що в роботi [14] використано iнший метод дослiдження, а
саме метод мультиплiкаторiв Фур’є, що був запропонований та роз-
винений в роботах Р.М. Тригуба [15, 16]. Це дозволило вивчати на-
ближення класiв (ψ, β)-диференцiйовних функцiй полiномами без на-
кладання умови опуклостi функцiй ψ (її замiнено умовою Берлiнга)
та без подiлу множини додатних i спадних до нуля на нескiнченностi
функцiй ψ на пiдмножини, тобто без подiлу функцiй f з класу Cψβ,∞
на пiдкласи за порядком гладкостi.

Першi результати, пов’язанi з вивченням апроксимативних вла-
стивостей тригармонiйних iнтегралiв Пуассона були отриманi в ро-
ботi [6]. Пiзнiше дослiдження в цьому напрямку було продовжено в
роботах [17–19]. Зокрема, в [17] для тригармонiйного iнтеграла Пуас-
сона розв’язано задачу Колмогорова–Нiкольського на класах W r

β,∞,
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r > 0, β ∈ R, а в [18, 19] на класах W r
βH

α, r > 0, 0 ≤ α < 1, β ∈ R, де

W r
βH

α = {f ∈ C : |f
(r)
β (x+ h)− f

(r)
β (x)| ≤ |h|α}.

Що ж стосується дослiдження апроксимативних властивостей
тригармонiйних iнтегралiв Пуассона на класах (ψ, β)-диференцiйов-
них функцiй, то дане питання вивчене недостатньо. Зокрема, цiка-
вим є питання про порiвняння швидкостей наближення iнтегралом
Пуассона, бiгармонiйним та тригармонiйним iнтегралом Пуассона на
класах (ψ, β)-диференцiйовних функцiй. Зазначимо, що iдея порiв-
няння лiнiйних методiв виникла ще в 1968 роцi в роботах [20,21]. Як
вiдомо (див., наприклад, [7, 11]) величини наближення iнтегралами
Пуассона та бiгармонiйними iнтегралами Пуассона не можуть пря-
мувати до нуля при δ → ∞ швидше нiж 1

δ та 1
δ2

вiдповiдно. В той
же час, як випливає з робiт [17–19], при наближеннi тригармонiйни-
ми iнтегралами можна отримати швидкiсть наближення 1

δ3
, δ → ∞.

Тому ми ставимо за мету вивчення асимптотичної поведiнки величин
E(Cψβ,∞;P3,δ)C при δ → ∞. В данiй роботi розглянемо наближення
класiв (ψ, β)–диференцiйовних функцiй малої гладкостi.

2. Наближення класiв C
ψ
β,∞ тригармонiйними iнтегра-

лами Пуассона

Аналогiчно до роботи [13] для тригармонiчного iнтеграла Пуассо-
на розглянемо неперервну на [0,∞) функцiю τ(u) вигляду

τ(u) =

{ (
1−

(
1 + γu+ θu2

)
e−u
) ψ(1)
ψ(δ) , 0 ≤ u ≤ 1

δ ,(
1−

(
1 + γu+ θu2

)
e−u
) ψ(δu)
ψ(δ) , u ≥ 1

δ ,
(2.1)

де γ = 1
4(3− e−

2
δ )(1− e−

2
δ )δ, θ = 1

8(1− e−
2
δ )2δ2, функцiя ψ(u) визна-

чена i неперервна для всiх u ≥ 1. Не зменшуючи загальностi, можемо
вважати, що функцiя ψ(u) така, що має неперервну другу похiдну на
[1,∞).

Для пiдсумовуючої функцiї τ(u) згiдно Л.I. Баусова [22] означимо
величину

A(τ) =
1

π

∞∫

−∞

∣∣∣∣

∞∫

0

τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣dt. (2.2)

Домовимося далi через K, Ki, i = 1, 2, ..., позначати сталi, взагалi
кажучи, рiзнi в рiзних спiввiдношеннях.

Справедливе твердження.
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Теорема 2.1. Нехай ψ ∈ M
′
0, функцiя g(u) = u3ψ(u) є опуклою дого-

ри або донизу на [b,∞), b ≥ 1. Тодi при δ → ∞ виконується рiвнiсть

E(Cψβ,∞;P3,δ)C = ψ(δ)A(τ) +O

(
1

δ3
+

1

δ4

δ∫

1

u2ψ(u)du

)
, (2.3)

де величина A(τ) означається за допомогою рiвностi (2.2) i для неї
справедлива оцiнка

A(τ) =
2

π

∣∣∣∣ sin
βπ

2

∣∣∣∣
(

1

6δ3ψ(δ)

δ∫

1

u2ψ(u)du +
1

ψ(δ)

∞∫

δ

ψ(u)

u
du

)

+O

(
1 +

1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uψ(u)du

)
. (2.4)

Доведення. Згiдно з теоремою 1 [22, с. 24] для збiжностi iнтеграла
(2.2) необхiдно i достатньо, щоб збiгалися iнтеграли

1
2∫

0

u
∣∣dτ ′(u)

∣∣ ,
∞∫

1
2

|u− 1|
∣∣dτ ′(u)

∣∣ , (2.5)

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣

∞∫

0

|τ(u)|

u
du,

1∫

0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|

u
du. (2.6)

Отже, для оцiнки першого iнтеграла з (2.5) розiб’ємо вiдрiзок[
0, 12
]

на двi частини:
[
0, 1δ
]

i
[
1
δ ,

1
2

]
(δ > 2). Враховуючи, що τ ′′(u) ≥ 0

при u ∈
[
0, 1δ
]
, а також нерiвностi

e−u ≤ 1, e−u ≤ 1− u+
u2

2
, u ≥ 0, (2.7)

отримуємо спiввiдношення

1
δ∫

0

u
∣∣dτ ′(u)

∣∣ =
(
uτ ′(u)− τ(u)

) ∣∣∣
1
δ

0

=
ψ(1)

ψ(δ)

(
1

δ

(
1− γ +

1

δ
(γ − 2θ) +

θ

δ2

)
e−

1
δ − 1 + e−

1
δ +

γ

δ
e−

1
δ +

θ

δ2
e−

1
δ

)
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≤
ψ(1)

ψ(δ)

(
1

δ2
(
1

2
− θ) +

1

δ3
(
γ

2
+ θ)

)
.

Враховуючи оцiнки 1
2 − θ ≤ 1

δ ,
γ
2 + θ ≤ 3

2 , одержуємо

1
δ∫

0

u
∣∣dτ ′(u)

∣∣ = O

(
1

δ3ψ(δ)

)
. (2.8)

Нехай тепер u ∈
[
1
δ ,

1
2

]
. Покладемо

τ1(u)=

(
1−(1 + γu+ θu2)e−u −

4

3δ2
u−

1

δ
u2 −

1

6
u3
)
ψ(δu)

ψ(δ)
, (2.9)

τ2(u) =

(
4

3δ2
u+

1

δ
u2
)
ψ(δu)

ψ(δ)
, (2.10)

τ3(u) =
1

6
u3
ψ(δu)

ψ(δ)
, (2.11)

тодi τ(u) = τ1(u) + τ2(u) + τ3(u) i

1
2∫

1
δ

u
∣∣dτ ′(u)

∣∣ ≤

1
2∫

1
δ

u
∣∣dτ ′1(u)

∣∣+

1
2∫

1
δ

u
∣∣dτ ′2(u)

∣∣+

1
2∫

1
δ

u
∣∣dτ ′3(u)

∣∣ . (2.12)

Знайдемо оцiнку першого iнтеграла iз правої частини нерiвностi
(2.12). Для цього зауважимо, що для функцiї

µ̃(u) = 1− (1 + γu+ θu2)e−u −
4

3δ2
u−

1

δ
u2 −

1

6
u3. (2.13)

справедливi оцiнки

|µ̃(u)| ≤
3

δ3
u+

3

δ2
u2 +

2

δ
u3 + u4, (2.14)

∣∣µ̃′(u)
∣∣ ≤ 3

δ3
+

3

2δ2
u+

6

δ
u2 + 2u3, (2.15)

∣∣µ̃′′(u)
∣∣ ≤ 6

δ2
+

12

δ
u+ 3u2, (2.16)

(див., наприклад, [18]). Згiдно з рiвностями (2.9), (2.13) при u ≥ 1
δ

|dτ ′1(u)|≤

(
|µ̃(u)|

δ2ψ′′(δu)

ψ(δ)
+2|µ̃′(u)|

δ|ψ′(δu)|

ψ(δ)
+|µ̃′′(u)|

ψ(δu)

ψ(δ)

)
du.
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Тодi з урахуванням спiввiдношень (2.14)–(2.16), отримуємо

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)| ≤
1

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

( 3

δ3
u2 +

3

δ2
u3 +

2

δ
u4 + u5

)
δ2ψ′′(δu)du

+
2

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

( 3

δ3
u+

3

2δ2
u2 +

6

δ
u3 + 2u4

)
δ|ψ′(δu)|du

+
1

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

( 6

δ2
u+

12

δ
u2 + 3u3

)
ψ(δu)du.

Проiнтегруємо перший iнтеграл в правiй частинi останньої нерiв-
ностi частинами та застосуємо теореми 3.12.1 та 3.16.1 [3], дiстанемо

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)| ≤ K1 +
K2

δ4ψ(δ)
+

K3

δ4ψ(δ)

δ∫

1

u3ψ(u)du. (2.17)

Для оцiнки iнтеграла iз правої половини (2.17) розiб’ємо промiжок
iнтегрування [1, δ] на двi частини: [1, b] i [b, δ] , δ > b.

Оскiльки функцiя g(u) = u3ψ(u) є неперервною на [1, b], а отже,
обмеженою, то

1

δ4ψ(δ)

b∫

1

u3ψ(u)du ≤
K

δ4ψ(δ)
. (2.18)

Далi, функцiя g(u) = u3ψ(u) є опуклою догори або донизу при u ≥ b,
тому

1

δ4ψ(δ)

δ∫

b

u3ψ(u)du ≤ K1 +
K2

δ3ψ(δ)
. (2.19)

З урахуванням (2.18) i (2.19), iз (2.17) отримуємо

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)| = O

(
1 +

1

δ3ψ(δ)

)
. (2.20)
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Оцiнимо другий iнтеграл з правої частини нерiвностi (2.12). Ос-
кiльки при u ≥ 1

δ , згiдно з рiвнiстю (2.10),

τ ′′2 (u) =

(
4

δ2
u+

1

δ
u2
)
δ2ψ′′(δu)

ψ(δ)
+ 2

(
4

δ2
+

2

δ
u

)
δψ′(δu)

ψ(δ)
+

2

δ

ψ(δu)

ψ(δ)
,

то
1
2∫

1
δ

u|dτ ′2(u)| ≤
δ2

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

(
4

δ2
u2 +

1

δ
u3
)
ψ′′(δu)du

+
2δ

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

(
4

δ2
u+

2

δ
u2
)
|ψ′(δu)|du +

2

δψ(δ)

1
2∫

1
δ

uψ(δu)du.

Далi, проiнтегрувавши частинами перший iнтеграл в правiй части-
нi останньої нерiвностi та застосувавши теореми 3.12.1 та 3.16.1 [3],
одержимо

1
2∫

1
δ

u|dτ ′2(u)| ≤
K1

δ2
+
K2

δ
+

K3

δ3ψ(δ)
+

K4

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uψ(u)du.

Отже, справедлива оцiнка

1
2∫

1
δ

u|dτ ′2(u)| = O

(
1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uψ(u)du

)
. (2.21)

Оцiнимо тепер третiй iнтеграл з правої частини нерiвностi (2.12).
Для цього промiжок iнтегрування

[
1
δ ,

1
2

]
розiб’ємо на двi частини:[

1
δ ,

b
δ

]
та
[
b
δ ,

1
2

]
, δ > 2b.

Згiдно з (2.11) τ ′′3 (u) = uψ(δu)ψ(δ) +u
2 δψ

′(δu)
ψ(δ) + u3

6
δ2ψ′′(δu)
ψ(δ) , i тому можемо

записати

b
δ∫

1
δ

u|dτ ′3(u)| ≤
δ2

6ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u4ψ′′(δu)du +
δ

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u3|ψ′(δu)|du

+
1

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u2ψ(δu)du.
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Iнтегруючи частинами перший iнтеграл в правiй частинi останньої
нерiвностi та застосовуючи теореми 3.12.1 та 3.16.1 [3], отримуємо

b
δ∫

1
δ

u|dτ ′3(u)| ≤
K1

δ3ψ(δ)
+

K2

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u2ψ(δu)du ≤
K1

δ3ψ(δ)

+
K2ψ(1)

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u2du =
K3

δ3ψ(δ)
.

Таким чином, справедлива оцiнка

b
δ∫

1
δ

u|dτ ′3(u)| = O

(
1

δ3ψ(δ)

)
. (2.22)

З (2.11) та опуклостi функцiї g(u) = u3ψ(u) випливає, що

1
2∫

b
δ

u|dτ ′3(u)| =

∣∣∣∣∣

1
2∫

b
δ

udτ ′3(u)

∣∣∣∣∣ = O

(
1 +

1

δ3ψ(δ)

)
. (2.23)

Iз спiввiдношень (2.8), (2.12), (2.20)–(2.23), остаточно одержимо

1
2∫

0

u|dτ ′(u)| = O

(
1 +

1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uψ(u)du

)
. (2.24)

Оцiнимо тепер другий iнтеграл з (2.5). При u ∈ [1δ ,∞)

ψ(δ)dτ ′(u) =
(
e−u((2γ − 2θ − 1) + u(4θ − γ)− θu2)ψ(δu)

+2e−u((1− γ) + u(γ − 2θ) + θu2)δ
∣∣ψ′(δu)

∣∣

+(1− (1 + γu+ θu2)e−u)δ2ψ′′(δu)
)
du. (2.25)

Враховуючи (2.25) та властивостi функцiї ψ ∈ M, можемо записати

∞∫

1
2

|u− 1| |dτ ′(u)| ≤

∞∫

1
2

u|dτ ′(u)|
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≤
1

ψ(δ)

∞∫

1
2

ue−u((2γ − 2θ − 1) + u(4θ − γ)− θu2)ψ(δu)du

+
2

ψ(δ)

∞∫

1
2

ue−u((1− γ) + u(γ − 2θ) + θu2)δ|ψ′(δu)|du

+
1

ψ(δ)

∞∫

1
2

u(1− (1 + γu+ θu2)e−u)δ2ψ′′(δu)du. (2.26)

Оскiльки при u ≥ 0 справедливi оцiнки:

1− (1 + γu+ θu2)e−u ≤ 1, (2.27)

ue−u((1 − γ) + u(γ − 2θ) + θu2) ≤ 2,

(2γ − 2θ − 1) + u(4θ − γ)− θu2 ≤ 8, (2.28)

i ψ(δu) ≤ ψ(δ/2) при u ∈ [12 ,∞), δ ≥ 2, то з (2.26) отримуємо

∞∫

1
2

|u− 1| |dτ ′(u)| ≤
δ2

ψ(δ)

∞∫

1
2

uψ′′(δψu)du

+
4δ

ψ(δ)

∞∫

1
2

|ψ′(δu)|du +
8ψ(δ/2)

ψ(δ)

∞∫

1
2

ue−udu. (2.29)

Далi, iнтегруючи частинами перший iнтеграл в правiй частинi не-
рiвностi (2.29) та застосовуючи теореми 3.12.1 та 3.16.1 [3], одержуємо

∞∫

1
2

|u− 1||dτ ′(u)| = O(1). (2.30)

Для оцiнки першого iнтеграла з (2.6) розiб’ємо промiжок iнтегру-
вання [0,∞) на три частини: [0, 1δ ], [1δ , 1] та [1,∞). Враховуючи, що
τ ′′(u) ≥ 0 на [0, 1δ ], та використовуючи спiввiдношення (2.1) i нерiв-
нiсть

1− e−u − γue−u − θu2e−u ≤
2

δ2
u+

2

δ
u2 + u3, u ≥ 0, (2.31)
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отримуємо

1
δ∫

0

|τ(u)|

u
du =

ψ(1)

ψ(δ)

1
δ∫

0

(1− e−u − γue−u − θu2e−u)
du

u

≤
ψ(1)

ψ(δ)

1
δ∫

0

(
2

δ2
+

2

δ
u+ u2

)
du ≤

K

δ3ψ(δ)
. (2.32)

Отже, iз формул (2.1), (2.13), (2.14) випливають спiввiдношення

∣∣∣∣

1∫

1
δ

τ(u)

u
du−

4

3δ2ψ(δ)

1∫

1
δ

ψ(δu)du −
1

δψ(δ)

1∫

1
δ

uψ(δu)du

−
1

6ψ(δ)

1∫

1
δ

u2ψ(δu)du

∣∣∣∣ ≤
1

ψ(δ)

1∫

1
δ

|µ̃(u)|

u
ψ(δu)du

≤
1

ψ(δ)

1∫

1
δ

(
3

δ3
+

3

δ2
u+

2

δ
u2 + u3

)
ψ(δu)du = O

(
1 +

1

δ3ψ(δ)

)
.

Звiдси маємо

1∫

1
δ

|τ(u)|

u
du =

4

3δ3ψ(δ)

δ∫

1

ψ(u)du +
1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uψ(u)du

+
1

6δ3ψ(δ)

δ∫

1

u2ψ(u)du +O

(
1 +

1

δ3ψ(δ)

)
. (2.33)

Iз спiввiдношення (2.1), взявши до уваги, що функцiя ψ(u) є спа-
дною при u ≥ 1, отримуємо

∣∣∣∣∣∣

∞∫

1

τ(u)

u
−

1

ψ(δ)

∞∫

δ

ψ(u)

u
du

∣∣∣∣∣∣
≤

1

ψ(δ)

∞∫

1

e−u(1 + γu+ θu2)

u
ψ(δu)du

≤
1

ψ(δ)

∞∫

1

(
e−u

u
+ γe−u + θue−u

)
ψ(δu)du ≤ K. (2.34)
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Iз спiввiдношень (2.32)–(2.34), враховуючи, що

1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

ψ(u)du ≤
1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uψ(u)du ≤
1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

u2ψ(u)du

i lim
δ→∞

δ∫
1

uψ(u)du ≥ K, будемо мати

∞∫

0

|τ(u)|

u
du =

1

6δ3ψ(δ)

δ∫

1

u2ψ(u)du +
1

ψ(δ)

∞∫

δ

ψ(u)

u
du

+O

(
1 +

1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uψ(u)du

)
. (2.35)

Оцiнимо тепер другий iнтеграл з (2.6). Аналогiчно до формули
(43) [7] можна показати, що для функцiї τ(u), заданої за допомогою
спiввiдношення (2.1), для всiх ψ ∈ M0 справедлива рiвнiсть

1∫

0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|

u
du =

1∫

0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|

u
du+O(H(τ)) ,

(2.36)
де H(τ) визначається за допомогою формули

H(τ) = |τ(0)| + |τ(1)| +

1
2∫

0

u
∣∣dτ ′(u)

∣∣+
∞∫

1
2

|u− 1|
∣∣dτ ′(u)

∣∣ ,

а λ(u) = (1 + γu+ θu2)e−u. Скориставшись тим, що

1∫

0

|λ(1 − u)− λ(1 + u)|
du

u
=

1∫

0

|e−1+u − e−1−u + γ(1− u)e−1+u

−γ(1 + u)e−1−u + θ(1− u)2e−1+u − θ(1 + u)2e−1−u|
du

u
= O(1),

а також спiввiдношеннями (2.24), (2.30), (2.36), матимемо

1∫

0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|

u
du = O

(
1 +

1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uψ(u)du

)
. (2.37)
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Таким чином, застосовуючи теорему 1 [22, с. 24], приходимо до ви-
сновку, що перетворення τ̂β(t) функцiї τ(u), заданої у виглядi (2.1),
сумовне на всiй числовiй осi. Iз нерiвностей (2.14) i (2.15) цiєї ж ро-
боти, з урахуванням формул (2.24), (2.30), (2.35) i (2.37), отримуємо
спiввiдношення (2.4).

Провiвши мiркування аналогiчнi як i в роботi [7] можна показати,
що для оператора P3,δ справедлива рiвнiсть

E(Cψβ,∞;P3,δ)C = ψ(δ)A(τ) +O

(
ψ (δ)

∫

|t|≥ δ π
2

|τ̂β(t)| dt

)
, (2.38)

де A(τ) означається рiвнiстю (2.2), τ(u) задана за допомогою спiв-
вiдношення (2.1), i ї ї перетворення τ̂β(t) є сумовним на всiй числовiй
осi.

Використовуючи методи дослiдження залишкового члена в пра-
вiй частинi рiвностi (2.38), що представленi в роботi [17], одержимо
наступну оцiнку

∫

|t|≥ δπ
2

|τ̂β(t)|dt = O

(
1

δ3ψ(δ)
+

1

δ4ψ(δ)

δ∫

1

u2ψ(u)du

)
. (2.39)

Iз спiввiдношень (2.39) та (2.38) випливає рiвнiсть (2.3). Теорему
доведено.

Наслiдок 2.1. Якщо виконуються умови теореми,
sin βπ

2 6= 0 i lim
t→∞

α(t) = ∞, де α(t) = ψ(t)
t|ψ′(t)| , то при δ → ∞ має

мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Cψβ,∞;P3(δ)

)
C
=

2

π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣
∞∫

δ

ψ(u)

u
du+O (ψ(δ)) . (2.40)

Доведення. Якщо ψ ∈ M
′
0 i lim

t→∞
α(t) = ∞, то для довiльного ε > 0

знайдеться таке u0 ≥ 1, що при u > u0 (uεψ(u))′ > 0, тобто функцiя
uεψ(u) зростає, починаючи з деякого числа u0 i lim

u→∞
uεψ(u) = ∞. А

тому, при достатньо великих δ i 0 < ε < 3

1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

u2ψ(u)du =
1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

uε+2ψ(u)

uε
du
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≤
δεψ(δ)

δ3ψ(δ)

δ∫

1

u2−εdu = O(1). (2.41)

Використовуючи правило Лопiталя i те, що lim
t→∞

α(t) = ∞, маємо

lim
x→∞

∞∫
x

ψ(u)
u du

ψ(x)
= lim

x→∞

ψ(x)

x|ψ′(x)|
= ∞. (2.42)

Тепер враховуємо, що

1

δ3
+

1

δ4

δ∫

1

u2ψ(u)du = o(ψ(δ)), (2.43)

а також спiввiдношення (2.41) та (2.42), тодi iз (2.3), (2.4) отримуємо
(2.40).

Прикладом функцiй, якi задовольняють умови наслiдку 2.1 є фун-
кцiї вигляду ψ(u) = 1

lnα(u+K) , де α > 1, K > 0.

Наслiдок 2.2. Нехай ψ ∈ M0, sin
βπ
2 6= 0, функцiя u3ψ(u) є опукла

вгору або донизу на [b,∞), b ≥ 1, та iснує lim
t→∞

α(t), де α(t) = ψ(t)
t|ψ′(t)| ,

i
lim
u→∞

u3ψ(u) = ∞, (2.44)

lim
δ→∞

1

δ3ψ(δ)

δ∫

1

u2ψ(u)du = ∞, (2.45)

тодi при δ → ∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Cψβ,∞;P3(δ)

)
C
=

1

3π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣ 1
δ3

δ∫

1

u2ψ(u)du +O (ψ(δ)) . (2.46)

Доведення. Якщо функцiя ψ задовольняє умови (2.44) i (2.45), то
використовуючи правило Лопiталя, маємо

lim
x→∞

x∫
1

u2ψ(u)du

x3ψ(x)
= lim

x→∞

x2ψ(x)

3x2ψ(x) + x3ψ′(x)
=

1

3 + lim
x→∞

xψ′(x)
ψ(x)

= ∞.

Звiдси випливає

lim
x→∞

xψ′(x)

ψ(x)
= −3. (2.47)
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Враховуючи (2.42) та (2.47), одержуємо, що
∞∫
δ

ψ(u)
u du = O(ψ(δ)).

Використовуючи останню оцiнку та спiввiдношення (2.3), (2.4),
(2.43)–(2.45), отримуємо (2.46).

Вiдмiтимо, що умови наслiдку 2.2 задовольняють, наприклад, фун-
кцiї вигляду ψ(u) = 1

u3 ln
α(u+K),K > 0, α > 0.

Наслiдок 2.3. Нехай ψ ∈ M0, sin
βπ
2 6= 0, функцiя u3ψ(u) є опукла

донизу на [b,∞), b ≥ 1, i

lim
u→∞

u3ψ(u) = K <∞, (2.48)

lim
δ→∞

δ∫

1

u2ψ(u)du = ∞, (2.49)

тодi при δ → ∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Cψβ,∞;P3(δ)

)
C
=

1

3π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣ 1
δ3

δ∫

1

u2ψ(u)du +O

(
1

δ3

)
. (2.50)

Доведення. Оскiльки функцiя u3ψ(u) опукла донизу на промiжку
[b,∞), b ≥ 1, та задовольняє умову (2.48), то можемо зробити ви-
сновок, що вона монотонно спадає при u ≥ b. Отже, при δ > b будемо
мати

∞∫

δ

ψ(u)

u
du =

∞∫

δ

u3ψ(u)

u4
du ≤ δ3ψ(δ)

∞∫

δ

1

u4
du = O(ψ(δ)),

ψ(δ) = O
( 1

δ3

)
.

Використовуючи останнi оцiнки та спiввiдношення (2.3), (2.4),
(2.48) та (2.49) отримуємо (2.50).

Прикладом функцiй ψ, для яких має мiсце наслiдок 3, є функцiї
вигляду ψ(u) = 1

u3
arctg−1 u, ψ(u) = 1

u3
(K + e−u), ψ(u) = 1

u3 lnα(u+K)
,

K > 0, 0 ≤ α ≤ 1.
Слiд вiдмiтити, що при виконаннi умов наслiдкiв 2.1–2.3 рiвностi

(2.40), (2.46) та (2.50) дають розв’язок задачi Колмогорова–Нiкольсь-

кого для тригармонiйних iнтегралiв Пуассона на класах Cψβ,∞ в рiв-
номiрнiй метрицi, коли функцiї ψ мають незначну швидкiсть спада-
ння до нуля.
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