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Про степеневу поведiнку на нескiнченностi
одного класу вiдображень

Богдан А. Клiщук

(Представлена В. I. Рязановим)

Анотацiя. В роботi розглядаються Q-гомеоморфiзми вiдносно p-
модуля на комплекснiй площинi при p > 2. Дослiджено поведiнку
на нескiнченностi такого класу вiдображень. Отримано оцiнку для
нижнього степеневого порядку.
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1. Вступ

Нехай задано сiм’ю Γ кривих γ в комплекснiй площинi C. Боре-
леву функцiю ̺ : C → [0,∞] називають допустимою для Γ, пишуть
̺ ∈ admΓ, якщо

∫

γ

̺(z) |dz| > 1

для всiх (локально спрямлюваних) кривих γ ∈ Γ.
Нехай p ∈ (1,∞). Тодi p–модулем сiм’ї Γ називають величину

Mp(Γ) = inf
̺∈admΓ

∫

C

̺p(z) dm(z) .

Тут m – мiра Лебега в C.
Припустимо, щоD – область в комплекснiй площинi C, тобто зв’я-

зна вiдкрита пiдмножина C i Q : D → [0,∞] – вимiрна функцiя. Го-
меоморфiзм f : D → C будемо називати Q-гомеоморфiзмом вiдносно
p-модуля, якщо
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Mp(fΓ) 6

∫

D

Q(z) ̺p(z) dm(z) (1.1)

для будь-якої сiм’ї Γ кривих в D i будь-якої допустимої функцiї ̺ для
Γ.

Теорiя Q-гомеоморфiзмiв в просторi Rn при p = n дослiджувалась
в роботах [1–5], при 1 < p < n див. [6–13] i при p > n див. в [14–18].
Бiльш загальнi класи вiдображень дослiджувались в [19–25].

Дослiдження нерiвностей типу (1.1) при p = 2 є в роботах Л. Аль-
форса (див., напр., теорему 3, пункт D, розд. I, [28]), а також О. Ле-
хто i К. Вертанена (див. нерiвнiсть (6.6), пункт 6.3, розд. V в [29]). В
роботi В.Я. Гутлянського (спiльно з К. Бiшопом, О. Мартiо i М. Ву-
орiненом) доведено багатовимiрний аналог нерiвностi (1.1) для ква-
зiконформних вiдображень (див. [30]).

Вiдмiтимо також, що якщо в (1.1) вважати, що функцiя Q обме-
жена м.с. деякою сталою K ∈ [1,∞) i p = 2, то ми приходимо до
класичних квазiконформних вiдображень, якi були вперше введенi в
роботах Грьотча, Лаврентьєва i Моррi.

Нехай α > 0, тодi нижнiм степеневим α-порядком гомеоморфi-
зму f : C → C будемо називати величину

Pf (z0, α) = lim
R→∞

max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|

Rα
.

У роботi буде встановлено оцiнку для нижнього степеневого α-
порядку Pf (z0, α) для Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля.

Нехай Q : D → [0,∞] – вимiрна функцiя. Для будь-якого числа
r > 0 позначимо

qz0(r) =
1

2π r

∫

S(z0,r)

Q(z) |dz|

– середнє iнтегральне значення функцiї Q по колу S(z0, r) = {z ∈ C :
|z − z0| = r}.

Наведемо деякi допомiжнi вiдомостi про p-ємнiсть конденсатора.
Згiдно роботи [32], пару E = (A,C), де A ⊂ C – вiдкрита множина
i C – непорожня компактна множина, що мiститься в A, називаємо
конденсатором. Конденсатор E називається кiльцевим конденсато-
ром, якщо R = A \ C – кiльцева область, тобто, якщо R – область,
доповнення до якої C \R складається в точностi iз двох компонент.



Б. А. Клiщук 375

Конденсатор E називається обмеженим конденсатором, якщо мно-
жина A обмежена. Говорять також, що конденсатор E = (A,C) ле-
жить в областi D, якщо A ⊂ D. Очевидно, що якщо f : D → C –
неперервне, вiдкрите вiдображення i E = (A,C) – конденсатор в D,
то (fA, fC) також конденсатор в fD. Далi fE = (fA, fC).

Нехай E = (A,C) – конденсатор. Позначимо через C0(A) множину
неперервних функцiй u : A → R

1 з компактним носiєм. W0(E) =
W0(A,C) – сiм’я невiд’ємних функцiй u : A → R

1 таких, що 1) u ∈
C0(A), 2) u(x, y) > 1 для (x, y) ∈ C i 3) u належить класу ACL. При
p > 1 величину

capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E)

∫

A

|∇u|p dm(z) ,

де

|∇u| =

√(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

називають p-ємнiстю конденсатора E .
В подальшому ми будемо використовувати встановлену в роботi

[33] рiвнiсть
capp E = Mp(∆(∂A, ∂C;A \ C)), (1.2)

де для множин F1, F2 i F в C, ∆(F1,F2;F) позначає сiм’ю всiх непе-
рервних кривих, що з’єднують F1 i F2 в F .

При p > 2 має мiсце нерiвнiсть

capp (A,C) > 2π
p
2

(
p− 2

p− 1

)p−1 [
m

p−2
2(p−1) (A)−m

p−2
2(p−1) (C)

]1−p
(1.3)

(див., напр., нерiвнiсть 8.7 в [34]). Тут m – мiра Лебега в C.

2. Основнi результати

Для фiксованих чисел α > 0, r0 > 0, p > 2, z0 ∈ C та функцiї
qz0(t) визначимо наступну величину

µq = µq(α, p, r0) = lim
R→∞

1

R
α(p−2)
p−1

R∫

r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0 (t)

,

де qz0(t) =
1

2π t

∫
S(z0,t)

Q(z) |dz| – середнє iнтегральне значення по колу

S(z0, t) = {z ∈ C : |z − z0| = t}.
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Теорема 1. Нехай f : C → C – Q-гомеоморфiзм вiдносно p-
модуля в точцi z0 при p > 2, де z0 – деяка точка в C. Тодi вико-
нується оцiнка

Pf (z0, α) >

(
p− 2

p− 1
· µq(α, p, r0)

) p−1
p−2

. (2.1)

Доведення. Нехай 0 < r0 < R < ∞ та A = A(z0, r0, R). Розглянемо
конденсатор E = (A,C) в C, де

A = {z ∈ C : |z − z0| < R} , C = {z ∈ C : |z − z0| 6 r0} .

Тодi fE = (fA, fC) – кiльцевий конденсатор в C i згiдно (1.2) маємо
рiвнiсть

capp fE = Mp (∆(∂fA, ∂fC; f(A \ C))) . (2.2)

Внаслiдок нерiвностi (1.3) одержимо

capp (fA, fC) > cp

[
m

p−2
2(p−1) (fA)−m

p−2
2(p−1) (fC)

]1−p
, (2.3)

де cp = 2π
p
2

(
p−2
p−1

)p−1
.

Позначимо функцiю

ψ(t) =





1

t
1
p−1 q

1
p−1
z0

(t)

, t ∈ (r0, R)

0, t /∈ (r0, R)

та функцiю ̺(z) = ψ(|z−z0|)
I , де I =

R∫
r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0

(t)

. Легко перевiрити,

що функцiя ̺ є допустимою для сiм’ї кривих

ΓA = ∆(S(z0, R), S(z0, r0);A).

За означенням Q-гомеоморфiзму вiдносно p-модуля маємо

Mp(fΓA) 6

∫

A(z0,r0,R)

Q(z) ̺p(z) dm(z) .

Далi, зауважимо
∫

A(z0,r0,R)

Q(z) ̺p(z) dm(z) =
1

Ip

∫

A(z0,r0,R)

Q(z)ψp(|z − z0|) dm(z) .
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З останньої рiвностi за теоремою Фубiнi (див. [35], c. 119) отримаємо

∫

A(z0,r0,R)

Q(z) ̺p(z) dm(z) =
2π

Ip−1
.

Таким чином, приходимо до оцiнки

Mp(fΓA) 6
2π

Ip−1
.

Внаслiдок рiвностi (2.2), маємо

capp (fA, fC) 6
2π

(
R∫
r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0

(t)

)p−1 . (2.4)

Комбiнуючи нерiвностi (2.3) i (2.4), одержимо

cp

[
m

p−2
2(p−1) (fA)−m

p−2
2(p−1) (fC)

]1−p
6

2π
(
R∫
r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0

(t)

)p−1 ,

де cp = 2π
p
2

(
p−2
p−1

)p−1
. Останню оцiнку можна переписати у насту-

пному виглядi

c′p

[
m

p−2
2(p−1) (fA)−m

p−2
2(p−1) (fC)

]1−p
6




R∫

r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0 (t)




1−p

,

де c′p = π
p
2
−1
(
p−2
p−1

)p−1
. Таким чином, отримаємо

m(fA) > π

(
p− 2

p− 1

) 2(p−1)
p−2




R∫

r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0 (t)




2(p−1)
p−2

. (2.5)

Застосовуючи оцiнку

m(fB(z0, R)) 6 π

(
max

|z−z0|=R
|f(z)− f(z0)|

)2

,

iз нерiвностi (2.5) випливає
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max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)| >

(
p− 2

p− 1

) p−1
p−2




R∫

r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0 (t)




p−1
p−2

.

Подiливши останню нерiвнiсть на Rα, отримаємо

max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|

Rα
>

(
p− 2

p− 1

) p−1
p−2


 1

R
α(p−2)
p−1

R∫

r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0 (t)




p−1
p−2

.

Перейшовши в останнiй нерiвностi до нижньої границi при R → ∞,
приходимо до висновку

Pf (z0, α) >

(
p− 2

p− 1
· µq(α, p, r0)

) p−1
p−2

,

де µq(α, p, r0) = lim
R→∞

1

R
α(p−2)
p−1

R∫
r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0

(t)

.

Наслiдок 1. Якщо виконуються умови теореми 1 при µq(α, p, r0)=

∞, то lim
R→∞

Mf (z0,R)
Rα = ∞.

Приклад. Нехай f0 : C → C, де

f0(z) = k z |z|α−1 , α > 1 .

Покажемо, що вiдображення, визначене таким чином, є Q-гоме-
оморфiзмом вiдносно p-модуля з Q(z) = k2−p α |z|(α−1)(2−p). Дiйсно,

l(z, f0) =
|f0(z)|

|z|
= k |z|α−1 , L(z, f0) =

∂|f0(z)|

∂|z|
= k α |z|α−1 .

Далi, знаходимо якобiан та внутрiшню p-дилатацiю вiдображення f0 .

J(z, f0) = l(z, f0) · L(z, f0) = k2 α |z|2α−2 ,

KI, p(z, f0) =
J(z, f0)

lp(z, f0)
= k2−p α |z|(α−1)(2−p) .

Згiдно з теоремою 1.1 з роботи [36] вiдображення f0 є Q-гомео-
морфiзмом вiдносно p-модуля з функцiєю

Q(z) = KI, p(z, f0) = k2−p α |z|(α−1)(2−p) .
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Очевидно, що

max
|z|=R

|f0(z)| = k Rα , Pf0(z0, α) = lim
R→∞

max
|z|=R

|f0(z)|

Rα
= k

та

qz0(r) =
1

2π r

∫

|z|=r

Q(z) |dz| = k2−p α r(α−1)(2−p), z0 = 0.

Звiдси знаходимо

µq(α, p, r0) = lim
R→∞

1

R
α(p−2)
p−1

R∫

r0

dt

t
1
p−1 q

1
p−1
z0 (t)

=
p− 1

(p − 2) k
2−p
p−1 α

p
p−1

.

Очевидно, що нерiвнiсть (2.1) виконується для вiдображення f0 .
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