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Диференцiально-символьний метод

розв’язування задачi Дiрiхле
у нескiнченнiй смузi для системи

диференцiальних рiвнянь зi зсувами

Зiновiй М. Нитребич

(Представлена I. I. Скрипнiком)

Анотацiя. Видiлено клас квазiполiномiв як клас iснування та єди-
ностi розв’язку задачi Дiрiхле у нескiнченнiй смузi {(t, x) : t ∈ (0, τ ),
x ∈ R}. Задача полягає у знаходженнi розв’язку системи двох одно-
рiдних диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними другого
порядку за часом та зсувами за просторовою змiнною. Розв’язок на
межi смуги задовольняє неоднорiднi умови Дiрiхле. Запропоновано
диференцiально-символьний метод побудови розв’язку. Подано при-
клади реалiзацiї методу.
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Ключовi слова та фрази. Диференцiально-символьний метод, за-
дача Дiрiхле, диференцiальнi рiвняння зi зсувами, квазiполiномнi
розв’язки.

1. Вступ

Вивчення крайових задач для диференцiальних рiвнянь зi зсува-
ми становить iнтерес не лише з точки зору побудови загальної теорiї
крайових задач. Дослiдження таких задач стимулюється проблема-
ми практики. Крайовi задачi зi зсувами аргументiв виникають при
моделюваннi рiзноманiтних процесiв, зокрема, процесiв бiологiчної
енергетики [1], газової динамiки [2], лазерних систем [3] та iнших.

Диференцiальним рiвнянням зi зсувами, а також їх узагальнен-
ням присвячено чимало лiтератури (див. монографiї [1, 4] та бiблiо-
графiю в них).
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Розв’язностi задач для рiвнянь зi зсувами за просторовими змiн-
ними у шкалi просторiв Соболєва з нелокальними умовами присвя-
ченi працi [5–7], з iнтегральними умовами – [8], з умовами типу Дiрi-
хле – [9].

У цiй працi за допомогою диференцiально-символьного методу
[10–12] дослiджено розв’язнiсть задачi Дiрiхле для системи диферен-
цiальних рiвнянь iз частинними похiдними зi зсувами та вказано ме-
тод побудови розв’язку задачi.

2. Формулювання задачi

У нескiнченнiй смузi Sτ = {(t, x) : t ∈ (0, τ), x ∈ R}, де τ > 0,
дослiджується розв’язнiсть задачi Дiрiхле для системи диференцi-
альних рiвнянь зi зсувами

∂2Uj(t, x)

∂t2
+
∂

∂t

{
2∑

k=1

ajkUk(t, x+ cjk)

}

+
2∑

k=1

bjkUk(t, x+ djk) = 0, j = 1, 2, (t, x) ∈ Sτ , (2.1)

з неоднорiдними умовами на межi смуги

Uk((j − 1)τ, x) = Φjk(x), j, k = 1, 2, x ∈ R. (2.2)

У системi (2.1) ajk, bjk, cjk, djk ∈ R, в умовах (2.2) Φjk(x) – заданi
функцiї, j, k = 1, 2.

З урахуванням формули

ec
d
dxF (x) = F (x+ c), c ∈ R, (2.3)

яка справджується для довiльної аналiтичної в точцi x = 0 функцiї
F (x), систему (2.1) можна записати у виглядi

D
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) ≡

[ ∂2
∂t2

E2+
∂

∂t
A
( ∂
∂x

)
+B

( ∂
∂x

)]
U(t, x) = O, (2.4)

де

A

(
∂

∂x

)
=

(
a11e

c11
∂
∂x a12e

c12
∂
∂x

a21e
c21

∂
∂x a22e

c22
∂
∂x

)
, B

(
∂

∂x

)
=

(
b11e

d11
∂
∂x b12e

d12
∂
∂x

b21e
d21

∂
∂x b22e

d22
∂
∂x

)
,

E2 =

(
1 0
0 1

)
, O =

(
0
0

)
, U(t, x) =

(
U1(t, x)
U2(t, x)

)
.
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Замiнивши похiдну ∂
∂x на параметр ν, запишемо матричне звичай-

не диференцiальне рiвняння

D
( d
dt
, ν
)
L(t, ν) ≡

[ d2
dt2

E2 +
d

dt
A(ν) +B(ν)

]
L(t, ν) = O2, (2.5)

де O2 – нульова матриця другого порядку. Вважаючи, що ν – компле-
ксний параметр, маємо, що елементи матриць A(ν) та B(ν) є цiлими
функцiями.

Позначимо через L(t, ν) =
(
L0(t, ν) L1(t, ν)

)
нормальну фунда-

ментальну систему розв’язкiв рiвняння (2.5), де L0(t, ν) та L1(t, ν) –
матрицi другого порядку. Отже, цi матрицi є розв’язками рiвняння
(2.5) i задовольняють початковi умови

L0(0, ν) = E2,
dL0

dt

∣∣∣∣
t=0

= O2,

L1(0, ν) = O2,
dL1

dt

∣∣∣∣
t=0

= E2.

(2.6)

Розглянемо тепер таку фундаментальну систему M(t, ν) =(
M0(t, ν) M1(t, ν)

)
розв’язкiв матричного рiвняння (2.5), що задо-

вольняє умови

M0(0, ν) = E2, M0(τ, ν) = O2,

M1(0, ν) = O2, M1(τ, ν) = E2.
(2.7)

Шукаючи M0(t, ν) та M1(t, ν) у виглядi лiнiйної комбiнацiї ма-
триць L0(t, ν) та L1(t, ν), тобто у виглядi

Mj(t, ν) =

1∑

k=0

Lk(t, ν)Cjk(ν), j = 0, 1,

де Cjk(ν) – невiдомi матрицi, залежнi вiд параметра ν, згiдно з умо-
вами (2.7) знаходимо

M0(t, ν) = L0(t, ν)− L1(t, ν)L
−1
1 (τ, ν)L0(τ, ν), (2.8)

M1(t, ν) = L1(t, ν)L
−1
1 (τ, ν). (2.9)

Очевидно, що матрицi M0(t, ν), M1(t, ν) можна побудувати лише
для тих ν, якi належать до множини вигляду

P = {ν ∈ C : detL1(τ, ν) 6= 0} . (2.10)
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Зауважимо, що нормальну фундаментальну систему
{L0(t, ν), L1(t, ν)} можна побудувати у такий спосiб. Спочатку L1(t, ν)
знайдемо за формулою

L1(t, ν) = D̃
( d
dt
, ν
)(
W (t, ν)E2

)
, (2.11)

де D̃(λ, ν) – приєднана матриця для D(λ, ν) = λ2E2 + λA(ν) + B(ν),

оператор-матриця D̃
( d
dt
, ν
)

одержується з D̃(λ, ν) замiною λ на
d

dt
, а

W (t, ν) – розв’язок такої задачi Кошi:

[
det D̃

( d
dt
, ν
)]
W (t, ν) = 0, (2.12)

W (0, ν) =
dW

dt
(0, ν) =

d2W

dt2
(0, ν) = 0,

d3W

dt3
(0, ν) = 1. (2.13)

Матрицю L0(t, ν) знайдемо через L1(t, ν) за такою формулою:

L0(t, ν) =
dL1(t, ν)

dt
+ L1(t, ν)A(ν). (2.14)

Функцiя W , а також елементи матриць L0 та L1 є цiлими фун-
кцiями параметра ν. Елементи ж матриць M0 i M1 – аналiтичнi в
областi P , якщо P 6= ∅.

3. Приклади побудови фундаментальних систем для

матричного рiвняння

У цьому пунктi розглянемо побудову матриць L0(t, ν), L1(t, ν),
M0(t, ν), M1(t, ν) для випадкiв P 6= C та P = C.

Випадок 1. Нехай A(ν) = O2, B(ν) =

(
−2e2ν e5ν

−e−ν 0

)
, τ = 1.

Тодi маємо:

D(λ, ν) =

(
λ2 − 2e2ν e5ν

−e−ν λ2

)
, D̃(λ, ν) =

(
λ2 −e5ν

e−ν λ2 − 2e2ν

)
,

det D̃(λ, ν) =

∣∣∣∣
λ2 −e5ν

e−ν λ2 − 2e2ν

∣∣∣∣ =
(
λ2 − e2ν

)2
.

Звичайне диференцiальне рiвняння (2.12) набуває вигляду

(
d2

dt2
− e2ν

)2

W (t, ν) = 0. (3.1)
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Розв’язком задачi Кошi для рiвняння (3.1) з умовами (2.13) є така
функцiя

W (t, ν) =
eν t ch(eνt)− sh(eνt)

2e3ν
.

Знайдемо матрицю L1(t, ν) за формулою (2.11):

L1(t, ν)=




d2

dt2
−e5ν

e−ν
d2

dt2
− 2e2ν


 (W (t, ν)E2)=

(
W ′′ −e5νW
e−νW W ′′ − 2e2νW

)
,

де W ≡W (t, ν), W ′′ ≡
d2

dt2
W (t, ν).

Неважко переконатися безпосередньо, щоW ′′ = e2νW+e−νsh(eνt),
тому

L1(t, ν) =

(
e2νW + e−νsh(eνt) −e5νW

e−νW −e2νW + e−νsh(eνt)

)
.

За формулою (2.14) знаходимо

L0(t, ν) =
dL1(t, ν)

dt
=

(
e2νW ′ + ch(eνt) −e5νW ′

e−νW ′ −e2νW ′ + ch(eνt)

)
,

де W ′ ≡
d

dt
W (t, ν).

Обчислюємо цiлу функцiю – визначник

detL1(1, ν) = e−2νsh2(eν).

Множина (2.10) має такий вигляд:

P =
{
ν ∈ C : e−2νsh2(eν) 6= 0

}
=
{
ν ∈ C : sh(eν) 6= 0

}
.

Ця множина не збiгається з C, оскiльки iснує злiченна множина комп-
лексних чисел ν ∈

{
ln(πk) + 1

2 iπ(4r ± 1), (k, r) ∈ N × Z
}
, для яких

sh(eν) = 0.
Для ν ∈ P побудуємо тепер матрицю M1(t, ν) за формулою (2.9):

M1(t, ν) = L1(t, ν)L
−1
1 (1, ν) =

(
m1

11(t, ν) m1
12(t, ν)

m1
21(t, ν) m1

22(t, ν)

)
,

m1
11(t, ν) =

eν

2 sh2(eν)

{
t ch(eνt) sh(eν)− sh(eνt) ch(eν)

}
+

sh(eνt)

sh(eν)
,

m1
12(t, ν) =

e4ν

2 sh2(eν)

{
sh(eνt) ch(eν)− t ch(eνt) sh(eν)

}
,
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m1
21(t, ν) =

1

2 e2νsh2(eν)

{
t ch(eνt) sh(eν)− sh(eνt) ch(eν)

}
,

m1
22(t, ν) =

eν

2 sh2(eν)

{
sh(eνt) ch(eν)− t ch(eνt) sh(eν)

}
+

sh(eνt)

sh(eν)
.

Обчислюємо тепер M0(t, ν) за формулою (2.8):

M0(t, ν) = L0(t, ν)−M1(t, ν)L0(1, ν) =

(
m0

11(t, ν) m0
12(t, ν)

m0
21(t, ν) m0

22(t, ν)

)
,

m0
11(t, ν) =

t eν

2 sh(eν)

{
sh(eνt) sh(eν)− ch(eνt) ch(eν)

}
+ ch(eνt)

+
sh(eνt)

2 sh2(eν)

{
eν ch2(eν)− eν sh2(eν)− 2 ch(eν) sh(eν)

}
,

m0
12(t, ν) =

t e4ν

2 sh(eν)

{
ch(eνt) ch(eν)− sh(eνt) sh(eν)

}

+
e4ν sh(eνt)

2 sh2(eν)

{
sh2(eν)− ch2(eν)

}
,

m0
21(t, ν) =

t

2e2ν sh(eν)

{
sh(eνt) sh(eν)− ch(eνt) ch(eν)

}

+
sh(eνt)

2e2ν sh2(eν)

{
ch2(eν)− sh2(eν)

}
,

m0
22(t, ν) =

t eν

2 sh(eν)

{
ch(eνt) ch(eν)− sh(eνt) sh(eν)

}
+ ch(eνt)

+
sh(eνt)

2 sh2(eν)

{
eν sh2(eν)− eν ch2(eν)− 2 ch(eν) sh(eν)

}
.

Випадок 2. Нехай A(ν) =

(
−2eν −2e2ν

2 2eν

)
, B(ν) = O2, τ – до-

вiльне додатне число. Тодi

D(λ, ν) =

(
λ2 − 2λeν −2λe2ν

2λ λ2 + 2λeν

)
,

D̃(λ, ν) =

(
λ2 + 2λeν 2λe2ν

−2λ λ2 − 2λeν

)
,

det D̃(λ, ν) = λ4, det D̃
( d
dt
, ν
)
=

d4

dt4
.
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Розв’язком задачi (2.12), (2.13) є функцiя W (t, ν) = t3/6, яка не
залежить вiд ν. За формулами (2.11) i (2.14) знаходимо:

L1(t, ν) =




d2

dt2
+ 2eν

d

dt
2e2ν

d

dt

−2
d

dt

d2

dt2
− 2eν

d

dt







t3

6
0

0
t3

6




=

(
t+ eνt2 e2νt2

−t2 t− eνt2

)
,

L0(t, ν) =
dL1(t, ν)

dt
+ L1(t, ν)A(ν) = E2.

Тодi

detL1(τ, ν) =

∣∣∣∣
τ + eντ2 e2ντ2

−τ2 τ − eντ2

∣∣∣∣ = τ2 > 0.

Отже, множина (2.10), тобто

P = {ν ∈ C : detL1(τ, ν) 6= 0},

збiгається з C. Тому для довiльного ν ∈ C матрицi M0(t, ν) i M1(t, ν)
знаходимо однозначно за формулами (2.8) i (2.9):

M1(t, ν) = L1(t, ν)L
−1
1 (τ, ν) =

t

τ

(
1− (τ − t)eν −(τ − t)e2ν

τ − t 1 + (τ − t)eν

)
,

M0(t, ν) =




1−
t

τ
+
t

τ
(τ − t)eν

t

τ
(τ − t)e2ν

−
t

τ
(τ − t) 1−

t

τ
−
t

τ
(τ − t)eν


 .

4. Клас iснування та єдиностi розв’язку задачi Дiрiхле

Розглянемо такi класи квазiполiномiв: KE – клас квазiполiномiв
вигляду

ϕ(x) =

m∑

j=1

Qj(x)e
αjx, x ∈ R, m ∈ N,

де α1, . . . , αm – попарно рiзнi комплекснi числа з множини E ⊆ C,
Q1(x), . . . , Qm(x) – ненульовi полiноми з комплексними коефiцiєнта-
ми; KC, E – клас квазiполiномiв вигляду

f(t, x) =

m∑

j=1

N∑

i=1

Rij(t, x)e
βit+αjx, (t, x) ∈ R

2, m,N ∈ N,
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де (β1, α1), . . . , (βN , αm) – довiльнi попарно рiзнi вектори з C × E,
R11(t, x), . . . , RNm(t, x) – ненульовi полiноми змiнних t та x.

Вважаємо також, що функцiї ϕ(x) ≡ 0 i f(t, x) ≡ 0 належать до
класiвKE таKC, E вiдповiдно. Отже, цi класи є лiнiйними просторами
для довiльної множини E.

Кожному квазiполiному ϕ(x) з KE можна поставити у вiдповiд-
нiсть диференцiальний вираз ϕ

(
d
dν

)
, дiю якого на аналiтичну в деякiй

областi функцiю χ(ν) задає формула

ϕ
( d
dν

)
χ(ν) =

m∑

j=1

[
Qj

( d
dν

)
eαj

d
dν

]
χ(ν) =

m∑

j=1

Qj

( d
dν

)
χ(ν + αj).

Теорема 4.1. Нехай для задачi (2.1), (2.2) множина P вигляду
(2.10) є непорожньою. Якщо функцiї Φ11(x),Φ12(x),Φ21(x),Φ22(x) в
умовах (2.2) належать до KP , то у класi вектор-функцiй U(t, x),
компоненти яких належать до KC, P , iснує єдиний розв’язок задачi
(2.1), (2.2), який можна знайти за формулою

UT (t, x) =

{(
Φ11

( ∂
∂ν

)
Φ12

( ∂
∂ν

))[
MT

0 (t, ν)e
νx
]}∣∣∣∣

ν=0

+

{(
Φ21

( ∂
∂ν

)
Φ22

( ∂
∂ν

))[
MT

1 (t, ν)e
νx
]}∣∣∣∣

ν=0

,

(4.1)

де T – символ транспонування.

Доведення. Покажемо спочатку, що вектор-функцiя (4.1) задоволь-
няє систему (2.1). Для цього у нижчеподаному ланцюжку рiвностей
використаємо: 1) комутування диференцiальних виразiв зi сталими

коефiцiєнтами, що мiстять символи
∂

∂t
,
∂

∂ν
та

∂

∂x
;

2) матричну рiвнiсть

D
[
ΦKT

]T
=
[
Φ
(
DK

)T ]T
,

в якiй D,K – квадратнi матрицi, Φ – рядок;

3) неперервнiсть вiдповiдних функцiй вiдносно ν в околi ν = 0.
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Маємо

D
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x)

=

{(
Φ11

( ∂
∂ν

)
Φ12

( ∂
∂ν

))[
D
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
M0(t, ν)e

νx
]T ∣∣∣∣

ν=0

}T

+

{(
Φ21

( ∂
∂ν

)
Φ22

( ∂
∂ν

))[
D
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
M1(t, ν)e

νx
]T ∣∣∣∣

ν=0

}T

=

{(
Φ11

( ∂
∂ν

)
Φ12

( ∂
∂ν

))[
eνxD

( d
dt
, ν
)
M0(t, ν)

]T ∣∣∣∣
ν=0

}T

+

{(
Φ21

( ∂
∂ν

)
Φ22

( ∂
∂ν

))[
eνxD

( d
dt
, ν
)
M1(t, ν)

]T ∣∣∣∣
ν=0

}T
= O.

Отже, вектор-функцiя (4.1) задовольняє систему рiвнянь (2.1).
Крiм того, для (4.1) справджуються умови (2.2). Дiйсно,

UT (0, x) =

{(
Φ11

( ∂
∂ν

)
Φ12

( ∂
∂ν

))[
MT

0 (0, ν)e
νx
]}∣∣∣∣

ν=0

+

{(
Φ21

( ∂
∂ν

)
Φ22

( ∂
∂ν

))[
MT

1 (0, ν)e
νx
]}∣∣∣∣

ν=0

=

{(
Φ11

( ∂
∂ν

)
Φ12

( ∂
∂ν

))[
eνxE2

]}∣∣∣∣
ν=0

+

{(
Φ21

( ∂
∂ν

)
Φ22

( ∂
∂ν

))[
eνxO2

]}∣∣∣∣
ν=0

=
(
Φ11(x) Φ12(x)

)
.

В останнiх рiвностях використано спiввiдношення

ϕ
( ∂
∂ν

){
eνx
}∣∣∣
ν=0

= ϕ(x),

яке справджується для довiльного квазiполiнома ϕ(x).

Аналогiчно доводиться, що UT (τ, x) =
(
Φ21(x) Φ22(x)

)
.

Доведемо єдинiсть розв’язку задачi (2.1), (2.2) у класi вектор-
функцiй U(t, x), компоненти яких належать до KC, P .

Припустимо, що iснує два розв’язки U1(t, x), U2(t, x) задачi (2.1),
(2.2). Тодi їх рiзниця U(t, x) = U1(t, x)−U2(t, x) задовольняє систему
(2.1) та однорiднi умови Дiрiхле

U(0, x) = U(τ, x) = O.

Позначимо
∂U

∂t
(0, x) = Φ(x). Тодi компоненти вектор-функцiї Φ(x)

належать до KP .
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Вектор-функцiю U(t, x) як єдиний розв’язок задачi Кошi для си-
стеми (2.1) з початковими умовами

U(0, x) = O,
∂U

∂t
(0, x) = Φ(x)

запишемо за допомогою диференцiально-символьного методу у ви-
глядi

U(t, x) =
{
ΦT
( ∂
∂ν

)[
MT

1 (t, ν)e
νx
]∣∣∣
ν=0

}T
.

Оскiльки U(τ, x) = O, то маємо таку тотожнiсть:

{
ΦT
( ∂
∂ν

)[
MT

1 (τ, ν)eνx
]∣∣∣
ν=0

}T
≡ O.

Для ν ∈ P iснує матриця M−1
1 (τ, ν). Подiємо на лiву та праву

частини останньої тотожностi матричним диференцiальним виразом
M−1

1

(
τ, ∂∂ν

)
. Маємо

O ≡
{
ΦT
( ∂
∂ν

)[
M−1

1 (τ, ν)M1(τ, ν)e
νx
]T ∣∣∣

ν=0

}T

≡
{
ΦT
( ∂
∂ν

)[
eνxE2

]∣∣∣
ν=0

}T
≡ Φ(x).

Отже, Φ(x) = O, а тому U(t, x) = O. Теорему доведено.

5. Приклади розв’язування задач Дiрiхле

Вкажемо приклади дослiдження задач Дiрiхле для конкретних
систем диференцiальних рiвнянь зi зсувами за змiнною x.

Приклад 5.1. Розв’язати задачу Дiрiхле

∂2U1(t, x)

∂t2
− 2U1(t, x+ 1) + U2(t, x+ 5) = 0,

∂2U2(t, x)

∂t2
− U1(t, x− 1) = 0, (t, x) ∈ S1,

(5.1)

U1(0, x) = U2(0, x) = 0, U1(1, x) = ex, U2(1, x) = x, x ∈ R. (5.2)

Систему (5.1) запишемо у виглядi (2.3), у якiй

A
( ∂
∂x

)
= O2, B

( ∂
∂x

)
=

(
−2e

∂
∂x e5

∂
∂x

−e−
∂
∂x 0

)
.

Для дослiдження задачi (5.1), (5.2) використаємо Випадок 1.
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Оскiльки множина P не є порожньою, то згiдно з теоремою 4.1
iснує єдиний розв’язок задачi (5.1), (5.2) у класi вектор-функцiй, ком-
поненти яких належать до KC, P , якщо ex та x належать до KP . Оста-
ння умова справджується, бо для квазiполiномiв ex = e1·x та x = xe0·x

не дорiвнюють нулевi вирази e−2sh2(e), e0sh2(1).
Розв’язок задачi (5.1), (5.2) знаходимо за формулою (4.1):

U(t, x) =

{(
e
∂
∂ν

∂

∂ν

)[
MT

1 (t, ν)e
νx
]∣∣∣∣
ν=0

}T

=

{(
e
∂
∂ν

∂

∂ν

)[
eνx




m1
11(t, ν) m1

21(t, ν)

m1
12(t, ν) m1

22(t, ν)



]∣∣∣∣∣
ν=0

}T

=




e
∂
∂ν

[
eνxm1

11(t, ν)
]∣∣∣
ν=0

+
∂

∂ν

[
eνxm1

12(t, ν)
]∣∣∣
ν=0

e
∂
∂ν

[
eνxm1

21(t, ν)
]∣∣∣
ν=0

+
∂

∂ν

[
eνxm1

22(t, ν)
]∣∣∣
ν=0




=




exm1
11(t, 1) + xm1

12(t, 0) +
∂m1

12(t, ν)

∂ν

∣∣∣
ν=0

exm1
21(t, 1) + xm1

22(t, 0) +
∂m1

22(t, ν)

∂ν

∣∣∣
ν=0


 .

Враховуючи вигляд функцiйm1
11(t, ν), m

1
12(t, ν), m

1
21(t, ν) im1

22(t, ν),
якi знайдено у Випадку 1, маємо:

m1
11(t, 1) =

e

2 sh2(e)

{
t ch(et) sh(e)− sh(et) ch(e)

}
+

sh(et)

sh(e)
,

m1
12(t, 0) =

1

2 sh2(1)

{
sh(t) ch(1)− t ch(t) sh(1)

}
,

∂m1
12(t, ν)

∂ν

∣∣∣
ν=0

=
2 sh(1) − ch(1)

sh3(1)

{
sh(t) ch(1) − t ch(t) sh(1)

}

+
(1− t2)sh(t)

2 sh(1)
,

m1
21(t, 1) =

1

2e2 sh2(e)

{
t ch(et) sh(e)− sh(et) ch(e)

}
,

m1
22(t, 0) =

1

2 sh2(1)

{
sh(t) ch(1)− t ch(t) sh(1)

}
+

sh(t)

sh(1)
,

∂m1
22(t, ν)

∂ν

∣∣∣
ν=0

=
−sh(1)− 2 ch(1)

2 sh3(1)

{
sh(t) ch(1)− t ch(t) sh(1)

}

+
(1− t2)sh(t)

2 sh(1)
.
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Приклад 5.2. Розв’язати задачу для системи рiвнянь вигляду

∂2U1(t, x)

∂t2
− 2

∂U1

∂t
(t, x+ 1)− 2

∂U2

∂t
(t, x+ 2) = 0,

∂2U2(t, x)

∂t2
+ 2

∂U1

∂t
(t, x) + 2

∂U2

∂t
(t, x+ 1) = 0, (t, x) ∈ Sτ ,

(5.3)

з умовами Дiрiхле (2.2).

Згiдно з Випадком 2 множина P збiгається з C. Тому за теоремою
4.1 для довiльних квазiполiномних правих частин умов (2.2) розв’я-
зок задачi (5.3), (2.2) iснує i є єдиним у класi вектор-функцiй, компо-
ненти яких є квазiполiномами. За формулою (4.1) маємо:

Uj(t, x) = Φ11

( ∂
∂ν

){
m0
j1(t, ν)e

νx
}∣∣∣
ν=0

+Φ12

( ∂
∂ν

){
m0
j2(t, ν)e

νx
}∣∣∣
ν=0

+ Φ21

( ∂
∂ν

){
m1
j1(t, ν)e

νx
}∣∣∣
ν=0

+ Φ22

( ∂
∂ν

){
m1
j2(t, ν)e

νx
}∣∣∣
ν=0

, j = 1, 2.

Враховуючи вигляд функцiй m0
jk(t, ν) та m1

jk(t, ν), де j, k = 1, 2,
знаходимо:

U1(t, x) =

(
1−

t

τ

)
Φ11(x) +

t

τ
(τ − t)Φ11(x+ 1) +

t

τ
(τ − t)Φ12(x+ 2)

+
t

τ
Φ21(x)−

t

τ
(τ − t)Φ21(x+ 1)−

t

τ
(τ − t)Φ22(x+ 2),

U2(t, x) = −
t

τ
(τ − t)Φ11(x) +

(
1−

t

τ

)
Φ12(x)−

t

τ
(τ − t)Φ12(x+ 1)

+
t

τ
(τ − t)Φ21(x) +

t

τ
Φ22(x) +

t

τ
(τ − t)Φ22(x+ 1).

Зауваження 5.1. Знайдений розв’язок задачi (5.3), (2.2) iснує не
лише для довiльних квазiполiномних функцiй Φ11(x), Φ12(x), Φ21(x),
Φ22(x). Розв’язок задачi iснує також для довiльних неперервних на
R правих частин умов (2.2).

Висновки

Дослiджено розв’язнiсть задачi Дiрiхле у нескiнченнiй смузi для
системи двох однорiдних диференцiальних рiвнянь другого порядку
за t зi зсувами за змiнною x. Видiлено клас вектор-функцiй квазiпо-
лiномного вигляду, у якому розв’язок задачi iснує i є єдиним. Вказано
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диференцiально-символьний метод побудови розв’язку задачi. Пода-
но приклади застосування методу для конкретних систем рiвнянь.
У прикладi 5.2 показано, що для iснування розв’язку задачi досить
вимагати лише неперервностi вiд правих частин умов Дiрiхле.
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