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Анотацiя. У роботi пропонується векторне узагальнення основних
понять теорiї функцiй комплексної змiнної: поняття модуля й аргу-
менту комплексного числа. Автори вводять певне узагальнення по-
няття голоморфних функцiй i вiдображень на випадок континуаль-
них комплексних просторiв.
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1. Вступ

У роботах [1–3] розглянуто лiнiйний векторний простiр C∞, тобто
простiр впорядкованих зчислених послiдовностей комплексних чисел.
Таким чином C∞ є декартовий добуток зчисленого числа екземплярiв
комплексної площини C: C∞ = C× C× . . .× C× . . ..

У представленiй роботi результати, опублiкованi у першоджере-
лах [1–3] переносяться на лiнiйний векторний простiр Ccont, базис
якого має потужнiсть континууму.

Нехай N,R,C – вiдповiдно множини натуральних, дiйсних ком-
плексних чисел. R+ = [0,+∞), C – розширена комплексна площина.

2. Теорiя у просторi Ccont

Нехай Ccont є декартовим добутком континуального числа екзем-
плярiв C: Ccont = C× C× . . .× C× . . .. Аналогiчно, Rcont = R× R×
. . .× R× . . ., Rcont ⊂ Ccont.
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Базисом простору Ccont буде континуальний набiр векторiв

(1, 0, 0, ...), (0, 1, 0, ...), ...

iз континуальною кiлькiстю координат.
Нехай F (α) – вiдображення сегменту [0; 1] на базис простору Ccont,

Тобто кожнiй координатнiй площинi простору Ccont ставимо у вiдпо-
вiднiсть число α, α ∈ [0; 1].

Елементами простору Ccont будуть вектори iз континуальною кiль-
кiстю комплексних координат Z = {zα} ∈ Ccont, α ∈ [0; 1].

По аналогiї зi скiнченовимiрним та зчисленим випадками, можно
представити Ccont як пряму суму континуального числа екземплярiв
алгебри комплексних чисел C.

Перенесемо на випадок простору Ccont деякi поняття робiт [1–3].

1. Алгебра Ccont.

Визначення Бiнарную операцiю, яка дiє з Ccont × Ccont в Ccont
по правилу

Z ·W = {zα · wα}, α ∈ [0; 1] , (2.1)

де Z = {zα} ∈ Ccont, W = {wα} ∈ Ccont, будемо називати вектор-
ним добутком елементiв Ccont. Зауважимо, що ця операцiя пере-
творює Ccont в комутативну, асоцiативну алгебру з одиницей 1 =
(1, 1, ..., 1, . . .) ∈ Ccont.

Оборотними, вiдносно введеної таким чином операцiї добутку є
такi та тiльки такi елементи Z = {zα} ∈ Ccont у яких zα ̸= 0, для
довiльного α ∈ [0; 1].

Оберненими для таких елементiв Z ∈ Ccont є елементи Z−1 =
{z−1
α } ∈ Ccont, тому що Z · Z−1 = Z−1 · Z = 1.
Тому, множина Θ всiх елементiв A = {aα} ∈ Ccont, у яких хоча б

одна координата ak = 0, буде множиною елементiв, для яких не iснує
оборотних елементiв.

2. Спряження.

Визначення. Кожному елементу W = {wα} ∈ Ccont, α ∈ [0; 1],
поставимо у вiдповiднiсть векторно – спряжений елемент W = {wα} ∈
Ccont, де wα число, яке є комплексно спряженим wα у звичайному
розумiннi. Визначена таким чином вiдповiднiсть задає автоморфизм
Ccont, iз нерухомим пiдпростором Rcont.

3. Модуль (векторний).

У роботах [1–3] запропоновано векторне узагальнення поняття
модуля числа, перенесемо його на простiр Ccont. Нехай R+,cont =
R+ ×R+ × . . .×R+ . . ., де кiлькiсть R+ континуальна.
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Визначення. Векторним модулем довiльного елемента Z = {zα} ∈
Ccont будем називати вектор |Z| := {|zα|} ∈ R+,cont, α ∈ [0; 1].

Зауважимо, що для довiльного Z = {zα} ∈ Ccont, справедлива
рiвнiсть

Z · Z = |Z|2 = |Z|2. (2.2)

4. Векторна норма.

Визначення Вектор X = {xα} ∈ Rcont будемо називати невiд’єм-
ним (строго додатним) та писати X ≥ O (X > O), якщо xα ≥ 0 для
всiх α ∈ [0; 1] (xα > 0 хоча б для одного α ∈ [0; 1]), O = (0, 0, . . . , 0, . . .).

Визначення. Будемо казати, що вектор X = {xα} ∈ Rcont, α ∈
[0; 1], бiльше або дорiвнює (строго бiльше) вектора Y = {yα} ∈ Rcont,
α ∈ [0; 1], якщо X− Y ≥ O (X− Y > O).

Визначення. Векторний простiр Y будемо називати векторно
нормованим, якщо кожному y ∈ Y спiвставимо невiд’ємний вектор
∥y∥ ∈ R+,cont, який задовольняє умовам:

1) ∥y∥ ≥ O, причому ∥y∥ = O ⇐⇒ y = 0Y, (0Y – нуль простору Y);
2) ∥γy∥ = |γ|∥y∥, ∀y ∈ Y, ∀γ ∈ C;
3) ∥y1 + y2∥ ≤ ∥y1∥ + ∥y2∥, ∀y1, y2 ∈ Y.
Введене вище визначення модуля задовольняє визначенню норми.

Таким чином векторний модуль є векторною нормою в алгебрi Ccont :
∥·∥ = |·|. Тодi одиничною кулею в алгебрi Ccont є одиничний вiдкритий
полiкруг ∥z∥ < 1, (1 = (1, 1, . . . , 1, . . .), а одиничною сферою – Tcont =
{Z ∈ Ccont : ∥Z∥ = 1}. Вiдмiтимо, що

а) |Z1 · Z2| = ∥Z1 · Z2∥ = ∥Z1∥∥Z2∥ = |Z1||Z2|, ∀Z1, Z2 ∈ Ccont;
б) |1| = ∥1∥ = 1, (1 = (1, 1, . . . , 1, . . .)).

5. Векторний аргумент a ∈ Ccont.

Визначення. Векторним аргументом вектора A = {aα} ∈ Ccont\O,
α ∈ [0; 1], є нескiнченно вимiрний дiйсний вектор, який визначається
формулою

argA = {arg aα},

де arg aα, α ∈ [0; 1], є головним значення аргументу, або те значення,
яке випливає з конкретного змiсту задачi у якiй фiгурує вектор A ∈
Ccont.

6. Компактифiкация Ccont.
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У якостi компактифiкацiї Ccont = C × C × . . . × C × . . . вiзьмемо
простiр Ccont = C×C× . . .×C× . . ., який будемо називати нескiнче-
новимiрним простором теорiї функцiй. Нескiнченними точками Ccont
є точки, у яких хоча б одна координата нескiнченна.

Збiжнiсть в Ccont визначимо, як покоординатну збiжнiсть рiвно-
мiрну по номерам координат.

Введена збiжнiсть породжує при цьому топологiю в просторi Ccont.
Областю у Ccont будемо називати декартовий добуток B =

∏
α
Bα,

де Bα областi у C, α ∈ [0; 1].

7. Диференцiовнiсть.

Нехай дано область D ⊂ Ccont та вiдображення F : D → Ccont,
де F = {fα(Z)} = {fα(X + iY)}, α ∈ [0; 1], fα(X + iY) = Uα(X,Y) +
iVα(X,Y) = Uα({xβ}, {yβ}) + iVα({xβ}, {yβ}), β ∈ [0; 1]. F = U + iV,
U = U(X,Y) = {Uα(X,Y)}, α ∈ [0; 1], V = V(X,Y) = {Vα(X,Y)},
α ∈ [0; 1], Z = X + iY = {xα} + i{yα} ∈ D, α ∈ [0; 1].

Нехай функцiї Uk({xβ}, {yβ}), Vk({xβ}, {yβ}), β ∈ [0; 1] всюду в D
мають неперервнi частиннi похiднi по всiм змiнним xβ , yβ , β ∈ [0; 1].
Тодi матриця Якобi буде мати вигляд(

UX UY
VX VY

)
, (2.3)

де UX,UY,VX,VY є нескiнечними матрицями наступного виду UX =[
{U (α)

xβ }
]
, UY =

[
{U (α)

yβ }
]
, VX =

[
{V (α)

xβ }
]
, VY =

[
{V (α)

yβ }
]
, V (α)

xp =

∂
∂xβ

Vα, V (α)
yβ = ∂

∂yβ
Vα, U (α)

xβ = ∂
∂xβ

Uα, U (α)
yβ = ∂

∂xβ
Uα, α, β ∈ [0; 1].

У нашому випадку, символ [·] означає нескiнченну матрицю.
Тодi рiвняння Кошi–Рiмана набуде наступного вигляду{

UX = VY,

UY = −VX.
(2.4)

Визначення. Нехай D область простору Ccont Вiдображення F :
D → Ccont неперервно диференцiоване в D. яке задовольняє матри-
чному рiвнянню (2.4) в D будемо називати голоморфним вiдображе-
нням областi D.

Будемо вважати, що голоморфное вiдображення F : D → Ccont,
D ⊂ Ccont є бiголоморфним, якщо F має обернене вiдображення, го-
ломорфне в F(D).

Розглянемо визначення рiвномiрної збiжностi всерединi одини-
чного полiкруга деякої послiдовностi вiдображень.
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Нехай Ucontr = Ur × Ur × . . .× Ur × . . ., де Ur = {z : z ∈ C, |z| < r},
Ucont1 := Ucont. Ucontr = U r ×U r × . . .×U r × . . ., та Fp : Ucont → Ccont –
деяка послiдовнiсть вiдображень.

Визначення. Будемо вважати, що послiдовнiсть Fp, p = 1,∞ рiв-
номiрно всерединi Ucont збiжна до деякого вiдображення F0 : Ucont →
Ccont, якщо для довiльного ε > 0 та 0 < r < 1 iснує такий номер
n0 = n0(ε, r), n0 ∈ N, що

∥Fp(Z) − F0(Z)∥ ≤ ε · 1

для всiх Z ∈ Ucontr та всiх p > n0.

Визначення. Голоморфне вiдображення

F : Ucont → Ccont, F(Z) = {fα(zα)} , fα =

∞∑
p=1

a(α)p zpα,

будемо називати аналiтичною функцiєю векторного аргументу, якщо
рiвномiрно всерединi полiкруга Ucont збiгається ряд

F(Z) =

∞∑
p=1

ApZp, Ap = {a(α)p }, Z ∈ Ucont, p = 1,∞, α ∈ [0; 1] .

Визначення. Нехай δ ∈ (0; 1) – деяке фiксоване число. Тодi вiд-
ображення

F(Z) = {fα(zα)} , Z ∈ Ucont,

де кожне fα(zα), α ∈ [0; 1], є однолистою функцiєю в одиничному
колi такою, що δ < |f ′α(0)| < 1

δ , α ∈ [0; 1], будемо називати частково
конформним вiдображенням одиничного полiкруга.

При цьому δ = δ(F).
Зауважимо, що звуження частково – конформних вiдображень на

координатну площину є конформним вiдображенням.

8. Представлениня в векторно – декартовiй форм.

Нехай Z = {zα} ∈ Ccont. Тодi

Z = {zα} = {Rezα + iImzα} = {Rezα} + {iImzα} =

= {Rezα} + i{Imzα} = ReZ + iImZ = X + iY =

= {xα} + i{yα} ∈ Rcont + iRcont,
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де X = ReZ = {Rezα} = {xα}, Y = ImZ = {Imzα} = {yα}, α ∈ [0; 1].
Тобто Ccont = Rcont + iRcont.

9. Представлення у векторно – полярнiй формi.

Використовуючи вищенаведенi означення, отримаємо ланцюг рiв-
ностей:

Z = {zα} = {|zα|eiαα} = {|zα|}{eiαα} =

= |Z| [cos argZ + i sin argZ] = |Z|ei argZ,

де
cosβ = {cosβα}, sinβ = {sinβα},

exp iβ = {exp iβα}, β = {βα} ∈ Rcont, Z = {zα} ∈ Ccont,

α ∈ [0; 1].
Аналогiчним чином визначаємо lnZ, Z = {zα} ∈ Ccont \ Θ

lnZ = ln |Z| + i argZ = {ln |zα| + i arg zα}.

Приклади частково – конформних вiдображень, якi заданi еле-
ментарними функцiями.

1) Дробово – лiнiйна функцiя

T =
A1Z + A2

A3Z + A4
, Z ̸= −A4

A3
,A1A4 − A2A3 ̸= O,

де A1,A2,A3,A4 – фiксованi комплекснi числа, а Z = {zα} – компле-
ксна змiнна, α ∈ [0; 1].

2) W = Zn = {znα}, де n – натуральне число, cтепенева функцiя,
голоморфна у всiй площинi Ccont, α ∈ [0; 1].

3)W = 1
2

(
Z + 1

Z
)

– функцiя Жуковського, голоморфна в Ccont\Θ.

4) Pn(Z) =
n∑
k=0

AkZk – полiном, Z ∈ Ccont.

5) 1
Z−Z0

, Z− Z0 ∈ Ccont \ Θ.

6) expZ = {ezα} = 1+Z+ 1
2Z

2+. . .+ 1
k!Z

k+. . ., Z ∈ Ccont, α ∈ [0; 1].

7) (1 − Z)
1
2 = 1 − 1

2Z + 1
8Z

2 − . . .+
1
2( 1

2
−1)...( 12−k+1)

k! Zk − . . . , Z ∈
U∞ = {Z : ∥z∥ < 1}.

10. Полiцилиндрична теорема Рiмана.

Як вiдомо, область B ⊂ C є областю гiперболiчного типу, якщо
∂B (межа ∂B) – зв’язна множина, яка мiстить бiльше однiєї точки.
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Нехай 0 < δ < 1 та A = {aα} ∈ Ccont. Тодi B = B(δ) = Bδ(A) =∏
α
Bα ⊂ Ccont, A ∈ Bδ(A), де кожна область Bα є областю гiперболi-

чного типу, δ < r(Bα, aα) < 1
δ , α ∈ [0; 1]. Для довiльного 0 < δ < 1

область B(δ) = Bδ(A) називається скiнченою вiдносно A полiцилiн-
дричною областю гiперболiчного типу.

Теорема Рiмана. Нехай A ∈ Ccont и 0 < δ < 1. Тодi довiльна
скiнчена вiдносно A полiцилiндрична область B = Bδ(A) ⊂ Ccont гi-
перболiчного типi бiголоморфно еквiвалентна одиничному полiкругу
Ucont = {W ∈ Ccont : ∥W∥ < 1}.

Доведення. Нехай B = B(δ) =
∏
α
Bα – область, яка вказана у

теоремi Рiмана, A = {aα} ∈ B, aα ∈ Bα, α ∈ [0; 1] та wα = fα(zα)
– голоморфна в Bα функцiя, однолисто та конформно вiдображає
область Bα, α ∈ [0; 1] на одиничний круг |wα| < 1 так, що f(aα) = 0,
f ′(aα) > 0.

Тодi бiголоморфне вiдображення FB(Z) = {fα(zα)}, F′
B(Z) =

{f ′α}, α ∈ [0; 1], задовольняє нормуючим умовам

FB(A) = O, F′
B(A) = {f ′(aα)} > O

та є єдиним таким вiдображенням на одиничний полiкруг. Тодi обер-
нене вiдображення до вiдображення FB(A) є частково–конформним
вiдображенням одиничного полiкруга. Теорема доведена.

Отже, у алгебрi Ccont норма визначена рiвнiстю ∥Z∥ := |Z|. Ве-
кторна метрика в Ccont: ρ(Z1,Z2) = ∥Z1 − Z2∥. Будемо називати та-
ким чином визначену векторну норму та метрику – полiцилиндрi-
чними. Збiжнiсть по полiцилiндрiчнiй нормi рiвномiрно по номерам
задається спiввiдношенням Zp −→

p→∞
Z0 ⇐⇒ ∥Zp − Z0∥ −→

p→∞
O =

(0, 0, . . . 0, . . .) ⇐⇒ |z(α)p − z
(α)
0 | ⇒

p→∞
0,∀α ∈ [0; 1] . (Знак "⇒"позначає

рiвномiрну збiжнiсть по α ∈ [0; 1].)
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