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xε(t) = x+

∫ t

0
bε(xε(s))ds +

∫ t

0
σε(xε(s))dw(s).
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# ������ ^B` %��� ����������� ���%*�	�� �� 	������� ����� ���%���
�%������� 	�
��* 1���=�� ��	 ����&
���� =�* ���*�������* ����
��
	� ����&
��� ������� ���*��������� ����
��
 8��� � ������ � ������*
����	��*� 	�
 ���%��� �%������� ���=���� xε 	� �����������* 	�1�����
��* ���=����' � ^_� �B� ���	�� 888` %��� �����
���� �%������� 1���=��
bε(x) 	� δ−1���=��� �� ������	���� � ����� ��� σε(x) ≡ 1 �� %���
	���	��� ���%�� �%������� ����&
���� =���� ���*��������� ����
��

	� ������������� 	�1�������� ���=���' # ��%���* �' "�*�� ^e� i` %��
�� �������� ����� ���%��� �%������� ����&
���� 	�
��* ���*�������*
����
�� 8��� 	� ����&
��� ���*��������� ����
��
 � ��������� �����'

# ��%��� �����
	�
���
 ���*������� 	�1����=������ ����
��
� ��
����
�� ��������� ���' (�	�%�� ���*������� ����
��
 %��� ����>�
�����
���� <�' ���������� � |' ������ ^k` �� �'�}' |� ������ ^j`'
# =�* ��%���* ����&
��� ���*�������* ����
��� �� ����
�� ���������
���� %��� ���&
���� � �'��' ����� %����������� ��*�� f ����	�����
���=����� ���������� �' 8�� � �' "������� ^@?`' # ��	���>��� �
��%���* �'�}' |� ����� ^j`� �'��' ������%���� � #' ���	�� ^@@`�
�' "�*�� ^@/` %��� �������� 1������ ��&
��� ��� ����&
����� ����
*�������* ����
�� 8�� �� ����&
����� ���*�������* ����
��
 � ���
������� �����'

# 	���� ��%��� �� �����
	�)�� ���*������� 	�1����=������ ����
�
��
 8�� �� ���*������� 	�1����=������ ����
��
 � ��������� ���
��� �� � �������
����� ���1�=�)������ �� �������� ��	 ������ ���
������� ε' A������ �	�
 ��%��� ���
��) � ������������ ��	���* ���
��������� ��	� ���� ��������
 ���)����	��������� ��	����	����� ���
���*��������� ����
��
�� 8�� �� ���*��������� ����
��
�� � ���
������� �����' <����	��)���
 ���%�� �%������� ����&
���� !� �����
���%��� �%������� ���� ����	����* ���=����� �� ������� 1���=���
�������� ��������$ =�* ����
�� ��� ε→ 0'

�*��� ������
 �� %������ ���� 	� ��*� �� �����
���
 � 	����
��%���� %��� ����� �����
���� � ��%���* �' "�*�� ^@B`� ^@_� �����
Bfa`� ^@a� @e`� 8' ������� ^@if/@` �� 8' ������� � �' "�*�� ^//� /B`'

# �����* �' "�*�� ^@_`� <�' ����	� � L' ���
)�� ^/_`� }' (����
���� ^/a`� L' {���	��� � (' ��������� ^/e` ����
���
 	������� ���
	�
����������� ��>�* �������'

�� �
��������

K���	��� ���������
 �� ��������
� 
�� %�	��� �����������������
� ��	���>��� ������'

{�	��� ��������������� �������� ���������
2 (Ω,F,Ft,P) f 	�

������������� �������� � ������� σ�����%� Ft, t ∈ [0, T ] �� (w(t),Ft)
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	�
 ����	������� �	����������� ������������� ���=��� ��	����� ���
���� σ�����%� Ft'

8�	�������� 1���=�
 ������� A %�	��� ��������� I{A}(x)'
C����
���� �	��������� ���*������� 	�1����=������ ����
��
�

�� ������� ��������� ���

ξ(t) = x+ βLξ(t, 0) +

∫ t

0
b(ξ(s))ds +

∫ t

0
σ(ξ(s))dw(s), !@'@$

	� β ) ���������
� � b(x), σ(x) f ������� 1���=��'

78��$
��9 �� ~��	�� ^@@� ��������
 _'i !@$`� %�	��� ��������� ��
����
��
 !@'@$ ��) ���O��K ��D�&�D��� 
��� 	�
 	���* 1���=�� b(x)�
g(x) � σ(x) �� 	�
 ��������� β ����) ������������ ������� (Ω,F,Ft,P)
� ������� σ�����%� Ft, t ≥ 0� ����������� ������������� (ξ(t),Ft)
�� ����	������ �	���������� ������������ ���=�� (w(t),Ft) ����� ��
��������� ��� ���=��� ξ � ���=� 0 �� ��� t !%�	��� � ��	���>���
��������� ���� Lξ(t, 0)$� 
��� �������)���
 �������


Lξ(t, 0) = lim
δ→0

1

2δ

∫ t

0
I{(−δ,δ)}(ξ(s))σ2(ξ(s))ds !@'/$

����) ����� ������� � ����
��
 !@'@$ ������)���
 ����� �������'

~��������� �� � ��������� ���� �� �����������)�� �'��' ������
������������� !�%� �����������������$ ��������� ���� 
��� ��)
�������� ��	�������� ��	 %������������ ���������� ���� !� 	�������

��%�	���
 ������������������� ���������� ���� ����� ���������
���
 � ^/a� 7QOIF0H 8v`� � ������
�� =� �������� ���� ����� � ^/e�
7QOIF0H v`$'

K�*�� (C[0, T ], Ct), t ∈ [0, T ] �������) ������� ����������* 1����
=�� �� ��������� [0, T ]' (�������� ����� με ����� ����	���� ���=����
ξε �� 1���=���������� �������� (C[0, T ], Ct)'

{�	��� ������� ���%�� �%������� ���� ����	����* ���=�����'
��� ��� �%������� %�	��� ��������� ������ ⇒ .

78��$
��9 �� ����� Dh(x) %�	��� ��������� �������H�� �������
J������ h � ��H�� x �� ��������� �� �������


Dh(x) = lim
ε→0

h(x+ ε)− h(x− ε)

2ε
.

����� nh(dx) %�	��� ��������� ���G� ������� J������ h(x) � �����
��D������� �� ��������� �� 	�
 	�������� ����������� 	�1����=������
��� 1���=�� H(x) � ���������� ����)� �� 	�������
 1���=���������
�������� ∫

d2H(x)

dx2
h(x)dx =

∫
H(x)nh(dx).
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{�	��� ��������������� 1���=�
 sgnx ������ ����
	�2

sgnx =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, ��� x > 0,

0, ��� x = 0,

−1, ��� x < 0.

<�
 ���� �������* 1���=�� (f(x), g(x)) %�	��� ���������

(f, g) ∈ L(λ,Λ),


��� ����
�� 	�
�� ��������� λ,Λ� 0 < λ ≤ Λ < ∞ ����� �� 	�

	��������� x ������
���
 ����������

|f(x)| ≤ Λ , λ ≤ g(x) ≤ Λ .

�� ��
�� �� �
� �!�"���

K���	��� ��� �%������
 �� ���1�=�)��� ����
��� 
�� %�	��� ���
��������������� � ��	���>��� ������'

:��#� ;<=�

K�*�� f1(x), f2(x) f 	�
�� 	���� 	�1����=������� 1���=��� �� ���

�� �����������2

I1. f1(0) = f2(0) = 0; f ′1(x) > 0, f ′2(x) > 0; f ′1(0) = f1 , f
′
2(0) = f2 ;

I2. f(x) =

{
f1(x), x ≤ 0
f2(x), x ≥ 0

.

:��#� ;<<=�
K�*�� β �� γ f ���������� � g(x), σ(x) f 	�
�� ������� 1���=��� ��

��
�� �����������2

II1. |β| < 1� |γ| < 1'

II2. (��� 1���=�� (g, σ2) ∈ L(λ,Λ)'

:��#� ;<<<=�

K�*�� βε f ���������� gε(x), bε(x), σε(x) f 	�
�� ������� 1���=���
�� ��
�� �����������2

III1. (�� %�	��
���� ε > 0 |βε| < 1'

III2. (�� %�	��
���� ε > 0 ����) )	���� ���%��� ����&
��� ���*��
�������� ����
��
'
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III3. (��� 1���=�� (gε, σ
2
ε) ∈ L(λ,Λ).

III4. <�
 %�	��
���� x ∈ R ∣∣∣∣∫ x

0

bε(y)

σ2ε(y)
dy

∣∣∣∣ ≤ Λ .

�� #��$�� �$�
����� ��
%�������% ������� &�


C����
���� ����	����� ���=�� X(t) 
� ����&
��� ���*���������
����
��
 8��

X(t) = X(0) +

∫ t

0
α(X(s))ds+

∫ t

0
γ(X(s))dw(s). !B'@$

(���������� �� ���� 1���=�� (α, γ2) ∈ L(λ,Λ)� ��	� ���	�� ^@@� ����
���� _'Ba` ����
��
 !B'@$ ��) )	���� ���%��� ����&
���'

~ ^@@� 1������ _'B` �������)� �� 
��� 	�
 1���=�� f(x) ����
��
���	��� ����>� � ��������� / 1���=�� Df(x) �� nf (dx)� �� 	�
 1����
=�� f(x) �� ���=��� X(t) ��) ���=� 1������ ������ ^@_� ������� B�
����'@?B`� ^/i� ,Q0DH0W @'a� I' //B`� 
�� ) �����������
� 1������ 8��2

f(X(t)) = f(X(0)) +

∫ t

0
Df(X(s))dX(s) +

1

2

∫
LX(t, y)nf (dy). !B'/$

����� ��%�	�)�� 	�
�� 1���=�
 u(x)� 
�� ����	�)���
 � 	��* ���
���� !������� ��	 ����� ���������$' L ����� ����������� �� ui(x),
i = 1, 2 f 	�
�� 	���� 	�1����=������� 1���=��� �� ��	������

��
����� !8$' ��	� %�	��� ����

Du(x) =
1

2
(u′2(x) + u′1(x)) +

1

2
(u′2(x)− u′1(x))sgnx;

nu(dx) = (u2 − u1)δ0(x)dx+ Au(x)dx;

	� �� ��������� 1���=�
 Au(x) ����� �����

Au(x) =
1

2

[
(u′′2(x) + u′′1(x)) + (u′′2(x)− u′′1(x))sgnx

]
, !B'B$

� δ0(x) f =� δ−1���=�
 <������ �� ������	���� � ����'
<��� ��*�� 1���=�
 v(x) = u−1(x) ����������� �%������ 1���=�


	�
 1���=�� u(x)'
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�
�� �� ����K ���������K ������ X(t) D����� ��������� !B'@$� �
J������ u(x) D���������L 	���� A
E� B���������� F� ��� �����G�
���������G� ������� Y (t) ��L ����� �������� Y (t) = u(X(t))� S���
����������� �������� ��������

LY (t, 0) =
u1 + u2

2
LX(t, 0), !B'_$

Y (t) = Y (0) +
u2 − u1
u2 + u1

LY (t, 0) +

∫ t

0
α̂(Y (s))ds+

∫ t

0
γ̂(Y (s))dw, !B'a$

�� J������ Au(x) ��D��H��� !B'B$� �

α̂(x) = Du(v(x))α(v(x)) +
1

2
γ2(v(x))Au(v(x)) ,

γ̂(x) = Du(v(x))γ(v(x)).

Q��������� <�
 1���=�� u(x) �� 	�
 ���=��� X(t) �� 1������
 ���
���� !B'/$ ������)�� ��������2

Y (t) = Y (0)+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Au(X(s))

]
ds+

+

∫ t

0
Du(X(s))γ(X(s))dw +

u2 − u1
2

LX(t, 0).

!B'e$

A�������X(s) = v(Y (s))� �� �������� !B'a$ �������) � !B'e$ �� !B'_$'
<�
 	���	���
 !B'_$ �������)�� 1������ ������ !B'/$ 	� ���=��� !B'@$
�� 1���=�� u(x) = |u(x)|' {�	��� ����2

Du(x) =
1

2

(
u′2(x)− u′1(x)

)
+

1

2

(
u′2(x) + u′1(x)

)
sgnx;

nu(dx) = (u2 + u1)δ0(x)dx+ Bu(x)dx;

	� �� ��������� ����� Bu(x) �������� 1���=�
2

Bu(x) =
1

2

[(
u′′2(x)− u′′1(x)

)
+
(
u′′2(x) + u′′1(x)

)
sgnx

]
. !B'i$

����� �����

|Y (t)| = |Y (0)|+

+

t∫
0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Bu(X(s))

]
ds+

+

t∫
0

Du(X(s))γ(X(s))dw +
u2 + u1

2
LX(t, 0).

!B'k$
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~� 1�������� !B'/$ �� !B'k$ ��)��2

LY (t, 0) =
u2 + u1

2
LX(t, 0)+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Bu(X(s))

]
ds+

+

∫ t

0
Du(X(s))γ(X(s))dw −

∫ t

0
sgnY (s)dY (s).

A������� �������� � =�� �������� ����	��� � 1������ !B'e$ �� �
�����������
� ��������� ����������� ���=����2 sgnX(s) = sgnY (s)'
{�	��� ����

LY (t, 0) =
u2 + u1

2
LX(t, 0)+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Bu(X(s))

]
ds+

+

∫ t

0
Du(X(s))γ(X(s))dw +

∫ t

0

u2 − u1
2

sgnX(s)LX(ds, 0)−

−
∫ t

0
sgnX(s)

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Au(X(s))

]
ds−

−
∫ t

0
sgnX(s)Du(X(s))γ(X(s))dw.

!B'j$

A������� 1���=�
 LX(s, 0) ������) ��>� � �����* s ����*� ��
X(s) = 0� ��

t∫
0

sgnX(s)LX(ds, 0) = 0.

����� �����	��� ��	�%�� � ������ ������� !B'j$� ��������� ��

Du(X(s)) − sgnX(s)Du(X(s)) = I{0}(X(s))
u′2(X(s))− u′1(X(s))

2
;

Bu(X(s))− sgnX(s)Au(X(s)) = I{0}(X(s))
u′′2(X(s)) − u′′1(X(s))

2
,

�� ���	������ �����������
 ����������� �� 	�	�
���
 	� ����������
���� � ������ ������� !B'j$2

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Bu(X(s))−
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−sgnX(s)
[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Au(X(s))

]]
ds+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))γ(X(s)) − sgnX(s)Du(X(s))γ(X(s))

]
dw =

=

∫ t

0

(
α(X(s))I{0}(X(s))

u′2(X(s)) − u′1(X(s))

2
+

+
1

2
γ2(X(s))I{0}(X(s))

u′′2(X(s)) − u′′1(X(s))

2

)
ds+

+

∫ t

0
I{0}(X(s))

u′2(X(s)) − u′1(X(s))

2
γ(X(s))dw =

=

∫ t

0
I{0}(X(s))

u′2(X(s))− u′1(X(s))

2
dX(s)+

+
1

4

∫ t

0
I{0}(X(s))γ2(X(s))(u′′2(X(s)) − u′′1(X(s))ds =

=
u2 − u1

2

∫ t

0
I{0}(X(s))dX(s)+

+
1

4
γ2(0)

(
u′′2(0)− u′′1(0)

) ∫ t

0
I{0}(X(s))ds = 0 ,

�������� � ^/k� |��� a� ����' aj?` ��)��
∫ t

0
I{0}(X(s))dX(s) = 0� �

�������� ���
 	������ 	�	���� �������) � ���������� ����������2∫ t

0
I{0}(X(s))dX(s) =

∫ t

0
I{0}(X(s))

α(X(s))

γ2(X(s))
γ2(X(s))ds =

=

∫
R

I{0}(y)
α(y)

γ2(y)
LX(t, y)dy = 0.

��� ���>� �������� f ��������� � ^/i� ����' /@i`� � 	���� ��������
�������) � ^/i� C��	�� v8� K����	�� @'e`'

78��$
��9 �� <�
 	�
��� ������ |β| < 1 ��������� 1���=�
 κ(x)
��������� �����

κ(x) =

{
(1− β)x, x < 0

(1 + β)x, x ≥ 0
!B'@?$

� �����

ϕ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
x

1− β
, x < 0

x

1 + β
, x ≥ 0
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%�	��� ��������� 1���=�
� �%������ 	� 1���=�� κ(x)' # ��	���>���
	�
 %�	��
��� 1���=�� f %�	��� ��������� ����� f̃ 1���=�
� ��������
�� ���2

f̃(x) =
f(κ(x))

1 + βsgnx
. !B'@@$

C����
���� 	�� ��������* ���*�������* ����
��
2

ξ(t) = x+ βLξ(t, 0) +

∫ t

0
g(ξ(s))ds+

∫ t

0
σ(ξ(s))dw(s), !B'@/$

ζ(t) = ϕ(x) +

∫ t

0
g̃(ζ(s))ds+

∫ t

0
σ̃(ζ(s))dw(s). !B'@B$

<�%�� ��	��� ! ^@@� ������� _'Ba`� ^/j`$� �� 
��� ����� !88$ �����
��)���
� �� � ����
��
 !B'@/$� � ����
��
 !B'@B$ ��
�� )	���� ���%���
����&
���'

K������� ���� �������) � ���� @'

�
�� �� B���������� F� ���J���L��� �������� !B'@/$ D���������@
��� 	���� A

E � ζ(t) N ��D�&�D�� �������� !B'@B$� S��� ������ κ(ζ(t))
L ��D�&�D��� �������� !B'@/$�

~ ��� @ �� / �������) �������� ����'

�
�� �� B���������� F� J������ u(x) D���������L 	���� A
E� � ��@
�J���L��� ������� !B'@/$ D������������ 	���� A

E� S��� ������ η(t)�
��D��H���K �������� η(t) = u(ξ(t))� D���������L �������� ��������

η(t) =u(x) +
u2 − u1 + β(u2 + u1)

u2 + u1 + β(u2 − u1)
Lη(t, 0)+

+

∫ t

0
g∗(η(s))ds+

∫ t

0
σ∗(η(s))dw(s),

!B'@_$

�� ����������� ��D��H����

g∗(x) = Du
(
u−1(x)

)
g
(
u−1(x)

)
+
σ2
(
u−1(x)

)
2

Au

(
u−1(x)

)
,

σ∗(x) = Du
(
u−1(x)

)
σ
(
u−1(x)

)
.

Q��������� ~��������� �� 	�
 1���=�� τ(x)� ����������

τ(x) = u(κ(x)) =

{
u1
(
(1− β)x

)
, x ≤ 0

u2
(
(1 + β)x

)
, x ≥ 0

,
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������
���
 �������� η(t) = u(ξ(t)) = u(κ(ζ(t))) = τ(ζ(t)).
��	� ��)�� ���� ����������2

τ1(0) = τ2(0) = 0 ;

τ ′1(x) = (1− β)u′1
(
(1− β)x

)
> 0 , τ ′2(x) > 0 ;

τ ′1(0) = τ1 = (1− β)u1 , τ
′
2(0) = τ2 = (1 + β)u2 ;

	�
 1���=�� τ(x) ����) �%������ 1���=�
2 τ−1(x) = ϕ(u−1(x)) ; ��
����
�� 	���� ��*�	�� τ ′′1 (x) , τ ′′2 (x) .

<��� ��)��2

Dτ(x) = (1 + βsgnx)Du(κ(x));

Aτ (x) = (1 + βsgnx)2Au(κ(x));

nτ (dx) = (τ2 − τ1)δ0(x)dx + (1 + βsgnx)2Au(κ(x))dx.

����� ������ ���*�	��� 	� ��������� �� ������
���
 ������
���� @ �� ���=��� !B'@B$ �� !B'@_$ � 1���=�)
 τ(x)' {�	��� ����2

α̂(x) = Dτ(τ−1(x))g̃(τ−1(x)) +
1

2
σ̃2(τ−1(x))Aτ (τ

−1(x)) =

= (1 + βsgnτ−1(x))Du(κ(τ−1(x)))
g(κ(τ−1(x)))

1 + βsgnτ−1(x)
+

+
σ2(κ(τ−1(x)))

2(1 + βsgn(τ−1(x)))2
(1 + βsgnτ−1(x))2Au(κ(τ

−1(x))) =

= Du(u−1(x))g(u−1(x)) +
σ2(u−1(x))

2
Au(u

−1(x)) = g∗(x);

γ̂(x) = Dτ(τ−1(x))σ̃(τ−1(x)) =

= (1 + βsgnτ−1(x))Du(κ(τ−1(x)))
σ(κ(τ−1(x)))

1 + βsgnτ−1(x)
=

= Du(u−1(x))σ(u−1(x)) = σ∗(x).

~���������>� ����� ���� @� ������)�� ����	����
 ���� B'

����� �����
���� �������� ���*������� 	�1����=������ ����
��

8��2

vε(t) = x+

∫ t

0

(
bε(vε(s)) + gε(vε(s))

)
ds+

∫ t

0
σε(vε(s))dw(s). !B'@a$

K�*�� 	�
 ���1�=�)���� !B'@a$ ������)���
 ����� !888$u ���=��� vε
�� �������� (C[0, T ], CT ) ��	����	�) ���� νε'



@*A* ./06$( ji

#��	��� 1���=�� Fε(x) �� fε(x)

Fε(x) = exp
{
− 2

x∫
0

bε(y)

aε(y)
dy
}
, fε(x) =

x∫
0

Fε(y)dy. !B'@e$

A������� fε(x)� 
� 1���=�
 x� ��������� ������)� �� ���� ��) �%���
����� 
�� %�	��� ��������� f−1

ε (x)' (���������� ��

lim
ε→0

fε(x) = f(x) =

{
f1(x), x ≤ 0
f2(x), x ≥ 0

. !B'@i$

~� ����� III4 �����=
 � !B'@i$ ����) ���������� �� ��������*' ��	�
���������� �� ��������* lim

ε→0
f−1
ε (x) = f−1(x) � f−1(x) ) �%������


1���=�)
 	� 1���=�� f(x)'
�������� ���� ν �� (C[0, T ], CT ) %�	� ��	����	��� ���=���

v(t) = x+ αLv(t, 0) +

∫ t

0
g(v(s))ds +

∫ t

0
σ(v(s))dw(s). !B'@k$

�
��
�� �� ����K ��� J������ f(x) D !B'@i$ �� ��� ���J���L����
������� !B'@k$� !B'@a$ ����������� 	���� A
E� A

E� A


E �����������
Q�� ��G�� F�O νε ⇒ ν ��� ε → 0 ���O����� K ���������� F�O ����@
�������� �������� �����U


= α =
f1 − f2
f1 + f2

;



= lim
ε→0

x∫
0

1

Fε(y)σ2ε(y)
dy =

x∫
0

1

σ2(y)Df(y)
dy ��� ���� x ∈ R;




= lim
ε→0

x∫
0

gε(y)

σ2ε(y)
dy =

x∫
0

[ g(y)
σ2(y)

+
1

2

Af (y)

Df(y)

]
dy ��� ���� x ∈ R.

Q��������� K�*�� ���=�� πε(t) = fε(vε(t)) � ςε f ����� �� ��	����	�)
���� �� (C[0, T ], Ct)' ~ 1������ 8�� �������)� �� ���=�� πε(t) ��	��
�����
) ����
��


πε(t) = πε(0) +

∫ t

0
ĝε(πε(s))ds +

∫ t

0
σ̂ε(πε(s))dw(s). !B'@j$

��� ĝε(x) = Fε(f
−1
ε (x))gε(f

−1
ε (x)) , σ̂ε(x) = Fε(f

−1
ε (x))σε(f

−1
ε (x))'

K�*�� π(t) = f(v(t)) � ��������� ����� ς ����� �� ��	����	�) ���=���
π �� (C[0, T ], Ct)'
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~��	�� ^i� ���� a`� ���%� ����������� �� ������ 
=� 

=� 


= ���%*�	��
� 	������� 	�
 ���%��� �%������� ��� ςε 	� ���� ς' # ���� ����� !888$
���� (ĝε, σ̂ε

2) ∈ L(k,K) � 	�
���� ����������� k,K'
~ ���� B �������)� �� ���=�� π(t) = f(v(t)) ��	������
) ����
��


!B'@_$ � ��	����	��� ������� 	�
 ���1�=�)��� ��� ���������� ���� !�
������
 �������� u1, u2, β �� f1, f2, α, ��	����	��$2

π(t) = π(0) +
f2 − f1 + α(f2 + f1)

f2 + f1 + α(f2 − f1)
Lπ(t, 0)+

+

∫ t

0
ĝ(π(s))ds+

∫ t

0
σ̂(π(s))dw(s),

	� ��������� ĝ(x) = Df(f−1(x))g(f−1(x)) +
σ2(f−1(x))

2
Af (f

−1(x)),

σ̂(x) = Df(f−1(x))σ(f−1(x)).

~ ��>��� %���� � ����������� ��%��� ^e` �������)� �� ��������� ����
=�� 	�
 πε(t) ���� %��� ��>� ����&
���� ����
��
 8��� ��%�� � ����
1�=�)���� ? ��� ���������� ����' ~��	�� ������ �������� �������

	�
 ��������� α f ���� ������)���
 ������ 
='

#��*���
�� =�� � ^e� ������� @` ������)��� �� �������� �����
���%*�	�� � 	������� 	�
 �%������� ςε ⇒ ς2∫ x

0

1

σ̂ε
2(y)

dy =

∫ x

0

1

F 2
ε (f

−1
ε (y))σ2ε (f

−1
ε (y))

dy =

=

∫ f−1
ε (x)

0

1

Fε(z)σ2ε (z)
dz →

∫ f−1(x)

0

1

Df(z)σ2(z)
dz =

=

∫ x

0

1

σ2(f−1(y))
[
Df(f−1(y))

]2 dy =

∫ x

0

1

σ̂2(y)
dy ;

∫ x

0

ĝε(y)

σ̂ε
2(y)

dy =

∫ x

0

gε(f
−1
ε (y))

Fε(f
−1
ε (y))σ2ε (f

−1
ε (y))

dy =

∫ f−1
ε (x)

0

gε(z)

σ2ε(z)
dz →

→
∫ f−1(x)

0

[ g(z)
σ2(z)

+
1

2

Af (z)

Df(z)

]
dz =

=

∫ x

0

[ g(f−1(y))

σ2(f−1(y))
+

1

2

Af (f
−1(y))

Df(f−1(y))

] dy

Df(f−1(y))
=

=

∫ x

0

[ g(f−1(y))

σ2(f−1(y))Df(f−1(y))
+

1

2

Af (f
−1(y))[

Df(f−1(y))
]2 ]dy =

∫ x

0

ĝ(y)

σ̂2(y)
dy ,

�� ������������ ������� 

= �� 


= ��	����	��'
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'� #��$�� �$�
����� ��
%�������% �� ����!������%

�������( )
 ������� �
������� ���

C����
���� ���*������� 	�1����=������ ����
��
� �� ������� ���
������� ���� �� � ���1�=�)������ �� �������� ��	 ������ ���������2

ξε(t) = x+ βεL
ξε(t, 0)+

∫ t

0

(
bε(ξε(s)) + gε(ξε(s))

)
ds+

+

∫ t

0
σε(ξε(s))dw(s).

!_'@$

(�������� ����� με ���� �� (C[0, T ], CT )� ����	���� ���=���� ξε'
K�*�� ξ(t) f %�	� ���%��� ����&
���� ����
��
 ���������� ���*��

�������� 	�1����=�������� ����
��
� �� ������� ��������� ���2

ξ(t) = x+ γLξ(t, 0) +

t∫
0

g(ξ(s))ds +

t∫
0

σ(ξ(s))dw(s). !_'/$

(�������� ����� ����	���� ξ �� �������� (C[0, T ], CT )� ����� μ'
~ ^@@� ������� _'Ba` �������)� �� � �����* ��������� ������� ����

�
��
 !_'/$ ��) )	���� ���%��� ����&
���'

�
��
�� �� ����K ��� J������ f(x) D !B'@i$ �� ��� ��������H���
������� !_'/$� !_'@$ ����������� ���������� 	���� A
E� A

E� A


E �
βε −→ β ��� ε → 0� Q�� ��G�� F�O με ⇒ μ ���O����� K ����������
F�O ������������ �������� �����U

>= γ =
f1 − f2 + β(f1 + f2)

f1 + f2 + β(f1 − f2)
;

>>= lim
ε→0

x∫
0

1

Fε(y)σ2ε(y)
dy =

x∫
0

1

σ2(y)Df(y)
dy ��� ���� x ∈ R;

>>>= lim
ε→0

x∫
0

gε(y)

σ2ε(y)
dy =

x∫
0

[ g(y)
σ2(y)

+
1

2

Af (y)

Df(y)

]
dy ��� ���� x ∈ R.

Q��������� L��������� 1������� !B'@?$f!B'@@$� 	�
 |βε| < 1 ���	���
1���=�� κε, ϕε, g̃ε, σ̃ε2

κε(x) =

{
(1− βε)x, x ≤ 0
(1 + βε)x, x ≥ 0

;

ϕε(x) f �%������ 1���=�
 	� κε(x)�

g̃ε(x) =
gε(κε(x))

1 + βεsgnx
, b̃ε(x) =

bε(κε(x))

1 + βεsgnx
, σ̃ε(x) =

σε(κε(x))

1 + βεsgnx
.
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#��	��� ���=�� ηε(t) f ����&
��� ����
��


ηε(t) = ϕε(x) +

∫ t

0

(
b̃ε(ηε(s)) + g̃ε(ηε(s))

)
ds+

∫ t

0
σ̃ε(ηε(s))dw(s).

(��������

F̃ε(x) = exp

{
− 2

x∫
0

b̃ε(y)

σ̃2ε(y)
dy

}
, f̃ε(x) =

x∫
0

F̃ε(y)dy.

��	�

F̃ε(x) = exp
{
− 2

x∫
0

bε(κε(y))

σ2ε(κε(y))
(1 + βεsgny)dy

}
= Fε(κε(x));

f̃ε(x) =

x∫
0

F̃ε(y)dy =

x∫
0

Fε(κε(y))dy =

=

κε(x)∫
0

Fε(z)

1 + βεsgnz
dz =

fε(κε(x))

1 + βεsgnx
.

~ !B'@i$ �� � ���� �� lim
ε→0

βε = β� ��)��� ��

lim
ε→0

f̃ε(x) = lim
ε→0

fε(κε(x))

1 + βεsgnx
=

⎧⎪⎨⎪⎩
f1(κ(x))

1− β
, x ≤ 0

f2(κ(x))

1 + β
, x ≥ 0

=

=

{
f̃1(x), x ≤ 0

f̃2(x), x ≥ 0
=: f̃(x).

~������2

f̃1(0) = f̃2(0) = 0 ; f̃ ′1(x) = f ′1(κ(x)) , f̃
′
2(x) = f ′2(κ(x)) ,

f̃ ′1(0) = f̃1 = f1 , f̃
′
2(0) = f̃2 = f2 ;

����
�� 	���� ��*�	�� f̃ ′′1 (x) = (1−β)f ′′1 (κ(x)), f̃ ′′2 (x) = (1+β)f ′′2 (κ(x))u
�� ����) �%������ f̃−1(x) = ϕ(f−1(κ(x)))'

~��	�� � ����
 /� ξε(t) = κε(ηε(t)) f ) ����&
���� ����
��
 !_'@$'
~ ������� @ �������)� �� ϑε f ����� ����	���� ηε� �%���
���
 	� ϑ
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f ����� ����	����� η� ��� ��������� ���� ������� @ ��	����� ���1��
=�)���� η(t)� 	� η(t) ��	����	�� ��	������
) ����
��


η(t) = ϕ(x) + αLη(t, 0) +

∫ t

0
g̃(η(s))ds +

∫ t

0
σ̃(η(s))dw(s).

<��� ��)��

Df̃(x) =
f̃ ′2(x) + f̃ ′1(x)

2
+
f̃ ′2(x)− f̃ ′1(x)

2
sgnx = Df(κ(x));

n
˜f
(dx) = (f̃ ′2(0) − f̃ ′1(0))δ0(x)dx+

1

2
A

˜f
(x)dx = (f2 − f1)δ0(x)dx+

+
1

2

[(
(1 + β)f ′′2 (κ(x)) + (1− β)f ′′1 (κ(x))

)
+

+
(
(1 + β)f ′′2 (κ(x)) − (1− β)f ′′1 (κ(x))

)
sgnx

]
dx =

= (f2 − f1)δ0(x)dx+
(1 + βsgnx)

2
Af (κ(x))dx ,

���	�� A
˜f
(x) = (1 + βsgnx)Af (κ(x))'

A��� � ����� ������� / �������)� �� ������
���
 ������ ������
�� @' ����� ����������� �� ����� � ������� f �� � ����� ������� /
�������
�� ������ 
=� 

=� 


= ������� @' "�)�� 2

f 
= 2 α =
f̃1 − f̃2

f̃1 + f̃2
=
f1 − f2
f1 + f2

;

A��� ������ 
= ����������� ������ >='

f 

= 2 lim
ε→0

x∫
0

1

F̃ε(y)σ̃2ε(y)
dy = lim

ε→0

x∫
0

(1 + βεsgny)
2

Fε(κε(y))σ2ε (κε(y))
dy =

= lim
ε→0

κε(x)∫
0

(1 + βεsgnz)

Fε(z)σ2ε (z)
dz = !�������) � >>=$

=

κ(x)∫
0

1 + βsgny

σ2(y)Df(y)
dy =

x∫
0

(1 + βsgnz)2

σ2(κ(z))Df(κ(z))
dz =

x∫
0

dz

σ̃2(z)Df̃(z)
.

A��� ������ 

= ����������� ������ >>='
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f 


= 2 lim
ε→0

x∫
0

g̃ε(y)

σ̃2ε(y)
dy = lim

ε→0

x∫
0

gε(κε(y))(1 + βεsgny)

σ2ε(κε(y))
dy =

= lim
ε→0

κε(x)∫
0

gε(z)

σ2ε(z)
dz = !�������) � >>>=$ =

κ(x)∫
0

[ g(y)
σ2(y)

+
1

2

Af (y)

Df(y)

]
dy =

=

x∫
0

[ g(κ(z))
σ2(κ(z))

+
1

2

Af (κ(z))

Df(κ(z))

]
(1 + βsgnz)dz =

x∫
0

[ g̃(z)
σ̃2(z)

+
1

2

A
˜f
(z)

Df̃(z)

]
dz.

A��� ������ 


= ����������� ������ >>>='
����� ������ ��) ���=� ����	����
 ������� @ ��	� ���� ���%���

�%������� ���� ����	����* ���=����� ηε� 	� ����� ����	����� ���=��
��� η'

<���� �������� 1���=�� κε(x) � ϕε(x) �%���
���
 ���������� �� ����
�����* 	� �*��* ��	����	��* �����=� κ(x) � ϕ(x)� �� ξ(t) = κ(η(t)) f
��������� ���=�� 	�
 ξε(t)'

~��	�� ���� /� η(t) = κα(ζ(t)) 	�
 |α| < 1� 	�

κα(x) =

{
(1− α)x, x ≤ 0
(1 + α)x, x ≥ 0

,

� ϕα(x) f �%������ 	� κα(x)u ���=�� ζ(t) ��	������
) ����
��


ζ(t) = ϕα(ϕ(x)) +

∫ t

0
g∗(ζ(s))ds+

∫ t

0
σ∗(ζ(s))dw(s),

	� ��������� g∗(x) =
g̃(κα(x))

1 + αsgnx
; σ∗(x) =

σ̃(κα(x))

1 + αsgnx
.

~������ ξ(t) = κ(η(t)) = κ(κα(ζ(t))) = θ(ζ(t)), 	�

θ(x) = κ(κα(x)) =

{
(1− α)(1 − β)x, x ≤ 0
(1 + α)(1 + β)x, x ≥ 0

,

� �%������ 	� ��� 1���=�
 θ−1(x) = ϕα(ϕ(x))'
<���� Aθ(x) = 0' ��	�� �� ����
 @ %�	��� ���� !	�
 ��������


������ %�	��� ������ � ������* ��������* 1������* ��	 �����������
ξ ������� ξ(s) $2

ξ(t) = θ(ζ(t)) = κ(κα(ϕα(ϕ(x))))+

+
(1 + β)(1 + α)− (1− β)(1− α)

(1 + β)(1 + α) + (1− β)(1− α)
Lξ(t, 0)+
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+

t∫
0

Dθ(θ−1(ξ))g∗(θ−1(ξ))ds+

t∫
0

Dθ(θ−1(ξ))σ∗(θ−1(ξ))dw(s).

<��� ���*�)�� ��� �� Dθ(x) = (1 + αsgnx)(1 + βsgnx)� ���������)��
����������� 1���=�� θ−1� f̃−1 � A

˜f
�� ��	������� 1���=�� g∗ � σ∗'

{�	��� ���� 2

ξ(t) = x+
α+ β

1 + αβ
Lξ(t, 0)+

+

∫ t

0

[
(1 + αsgnξ)(1 + βsgnξ)

g̃(κα(ϕα(ϕ(ξ))))

1 + αsgnξ

]
ds+

+

∫ t

0
(1 + αsgnξ)(1 + βsgnξ)

σ̃
(
κα
(
ϕα(ϕ(ξ))

))
1 + αsgnξ

dw =

= x+
α+ β

1 + αβ
Lξ(t, 0)+

+

∫ t

0
(1 + βsgnξ)g̃(ϕ(ξ))ds +

∫ t

0
(1 + βsgnξ)σ̃(ϕ(ξ))dw =

= x+
α+ β

1 + αβ
Lξ(t, 0) +

∫ t

0
g(ξ(s))ds +

∫ t

0
σ(ξ(s))dw(s).

(�	������� ����� �������
 ���1�=�)��� α� �������� � ������� @�

��%�� α =
f1 − f2
f1 + f2

� �����
α+ β

1 + αβ
f ������)�� 1�����
����
 ������

>=2
α+ β

1 + αβ
=
f1 − f2 + β(f1 + f2)

f1 + f2 + β(f1 − f2)
.

A�������� ��������� ���=�� ξ(t) ��) ����
	

ξ(t) = x+ γLξ(t, 0) +

t∫
0

g(ξ(s))ds +

t∫
0

σ(ξ(s))dw(s),

��%�� ξ(t) ��	������
) ����
��
 !_'/$'

*� �������

<����	��� �%������� ����&
���� ����* ���*�������* 	�1�����
=������* ����
�� 2

ξε(t) = x+ βεL
ξε(t, 0) +

1

ε

∫ t

0
b
(ξε(s)

ε

)
+

+

∫ t

0
g
(ξε(s)

ε

)
ds+

∫ t

0
σ
(ξε(s)

ε

)
dw(s).

!a'@$
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(���������� �� ��������� |βε| < 1 ��� %�	��
���� ε� |β| < 1�
βε → β ��� ε→ 0 �∣∣∣∣∣

x∫
0

b(y)

σ2(y)
dy

∣∣∣∣∣ < Const ,

0∫
−∞

b(y)

σ2(y)
dy = B1 ,

∞∫
0

b(y)

σ2(y)
dy = B2

�� ����
�� �����=�

lim
|x|→∞

1

x

x∫
0

g(y)

σ2(y)
dy = A1 , lim

|x|→∞
1

x

x∫
0

dy

σ2(y)
= A2 > 0 .

��	� ������
���
 ������ ������� / � 	�
 ���*�	����
 ���1�=�)��
��� ���������� ���=��� �%����
)��2

f1 = exp(2B1), f2 = exp(−2B2), Af (x) ≡ 0,

σ2(x) =
1

A2
, g(x) =

A1

A2
,

γ =
β + th(B1 +B2)

1 + βth(B1 +B2)
,

	� ����� th(x) ��������� �����%������� ������� x'
���� ��������� ���=���� 	�
 ����&
���� !a'@$ %�	� ���=��

ξ(t) = x+
β + th(B1 +B2)

1 + βth(B1 +B2)
Lξ(t, 0) +

A1

A2
t+

1√
A2
w(t).

�
����

L���� �������
) ���	���� �	
������ ��������� %��=
� ~%�����*
��� �������� 
�� � /?@_�� ���� ��*���
�� ������ �� ���� ��	��* �
%������* ��	 �������* ���������* ������������* ������'

����� ����� �������
) �	
������ ���������� ��=������� ��
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