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Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨àïðîêñèìàöi¨ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ �óíêöiéáàãàòüîõ çìiííèõ òèïó Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâàÑâiòëàíà Á. �åìáàðñüêà, Iãîð À. �îìàíþê,Îêñàíà Â. Ôåäóíèê-ßðåì÷óê(Ïðåäñòàâëåíà �. Ì. Òðèãóáîì)Àíîòàöiÿ. Îäåðæàíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè äåÿêèõ õàðàêòå-ðèñòèê ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ içîòðîïíèõ êëàñiâ òèïóÍiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà Bω

p,θ ïåðiîäè÷íèõ �óíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ óïðîñòîðàõ Bq,1, 1 ≤ q ≤ ∞. Îñîáëèâiñòþ öèõ ïðîñòîðiâ, ÿê ëiíiéíèõïiäïðîñòîðiâ Lq ¹ òå, ùî íîðìà â íèõ �ñèëüíiøà� íiæ Lq-íîðìà.2010 MSC. 42B99.Êëþ÷îâi ñëîâà òà �ðàçè. Êëàñè òèïó Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà, íàé-êðàùi îðòîãîíàëüíi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ, ïîïåðå÷íèêè.1. ÂñòóïÓ ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ ëiíiéíi òà íåëiíiéíi ìåòîäè íàáëèæåííÿiçîòðîïíèõ êëàñiâ òèïó Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà Bω
p,θ ïåðiîäè÷íèõ �óíê-öié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòîðàõ Bq,1, 1 ≤ q ≤ ∞. Ìîòèâàöi¹þ äîäîñëiäæåííÿ âiäïîâiäíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê ó öèõ ïðî-ñòîðàõ ¹ íàñòóïíà îáñòàâèíà.Ó íèçöi ðîáiò [1�11℄ âèâ÷àëèñÿ ïèòàííÿ íàáëèæåííÿ êëàñiâ ïå-ðiîäè÷íèõ �óíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ç ìiøàíîþ ãëàäêiñòþ, à ñàìåêëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà B r

p,θ, Ñîáîë¹âà W r
p,α òà ¨õíiõ àíàëîãiâ óïðîñòîðàõ ç äåùî ìîäè�iêîâàíèìè íîðìàìè, ó ïîðiâíÿííi ç íîðìàìèïðîñòîðiâ Bq,1, q ∈ {1,∞}.Ïðè öüîìó âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî â çãàäàíèõ ðîáîòàõ â áàãàòüîõñèòóàöiÿõ áóëî âèÿâëåíî âiäìiííîñòi â ïîðÿäêîâèõ îöiíêàõ àïðîêñè-ìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê ó ïðîñòîðàõ Lq i Bq,1, q ∈ {1,∞}. I äðóãàÑòàòòÿ íàäiéøëà â ðåäàêöiþ 04.05.2023ISSN 1810 � 3200. © Iíñòèòóò ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
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162 Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨îáñòàâèíà, íà ÿêó ñëiä çâåðíóòè óâàãó, ïðîÿâèëàñÿ â òîìó, ùî îïòè-ìàëüíèìè ç òî÷êè çîðó ïîðÿäêîâèõ îöiíîê, ðîçãëÿíóòèõ òàì àïðîê-ñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê, âèÿâèëèñÿ òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè çiñïåêòðîì â òàê çâàíèõ ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòàõ.Ïðèíöèïîâî iíøà ñèòóàöiÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè äîñëiäæåííi içî-òðîïíèõ êëàñiâ òèïó Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà Bω
p,θ ó ïðîñòîðàõ Bq,1, 1 ≤

q ≤ ∞. À ñàìå, äëÿ âñiõ ðîçãëÿíóòèõ íàìè àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàê-òåðèñòèê ¨õíi îöiíêè ó ïðîñòîðàõ Bq,1, 1 ≤ q ≤ ∞, ñïiâïàäàþòü çàïîðÿäêîì ç âiäïîâiäíèìè îöiíêàìè ó ïðîñòîðàõ Lq. Áiëüøå òîãî, öiîöiíêè ðåàëiçóþòüñÿ çà íàáëèæåííÿ �óíêöié ç êëàñiâ Bω
p,θ òðèãîíî-ìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè çi ñïåêòðîì ó êóái÷íèõ îáëàñòÿõ.Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìiñòÿòüñÿ â òåîðåìàõ 2.3, 3.3 i 3.6. Âîíèäîïîâíþþòü i óçàãàëüíþþòü âiäïîâiäíi òâåðäæåííÿ ðîáiò [12�19℄, ïðîùî äåòàëüíiøå áóäå éòè ìîâà â êîìåíòàðÿõ.Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî �îðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ îäåðæàíèõ ðå-çóëüòàòiâ, ââåäåìî íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ i äàìî îçíà÷åííÿ �óíêöiî-íàëüíèõ êëàñiâ, ÿêi áóäóòü äîñëiäæóâàòèñÿ.Íåõàé R

d, d � âèìiðíèé ïðîñòið ç åëåìåíòàìè x = (x1, . . . , xd) i
(x, y) = x1y1 + . . . + xdyd � ñêàëÿðíèé äîáóòîê åëåìåíòiâ x, y ∈ R

d.×åðåç Lp(Td), Td = d∏
j=1

[0, 2π), ïîçíà÷èìî ïðîñòið 2π - ïåðiîäè÷íèõ çàêîæíîþ çìiííîþ �óíêöié f , äëÿ ÿêèõ
||f ||p := ||f ||Lp(Td) =

(
(2π)−d

∫

Td

|f(x)|p dx
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ := ||f ||L∞(Td) = ess sup
x∈Td

|f(x)| <∞.Äëÿ f ∈ Lp(T
d) ïîçíà÷èìî
∆hf(x) := f(x+ h)− f(x), h ∈ R

d.Òîäi êðàòíó ðiçíèöþ ïîðÿäêó l ∈ N, �óíêöi¨ f(x) â òî÷öi x =
(x1, . . . , xd) ç êðîêîì h = (h1, . . . , hd) âèçíà÷èìî çà �îðìóëîþ

∆l
hf(x) := ∆h∆

l−1
h f(x), ∆0

hf(x) := f(x).Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä êðàòíî¨ ðiçíèöi ∆l
hf(x), çàäàìî ìîäóëü íåïå-ðåðâíîñòi l - ãî ïîðÿäêó �óíêöi¨ f ∈ Lp(T
d) çãiäíî ç �îðìóëîþ

ωl(f, t) := sup
|h|≤t

‖∆l
hf(·)‖p, äå |h| =

√
h21 + · · ·+ h2d.



Ñ.Á. �åìáàðñüêà, I.À. �îìàíþê, Î.Â. Ôåäóíèê-ßðåì÷óê 163Íåõàé ω(t) � �óíêöiÿ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó l, òîáòî
ω(t) äëÿ t ≥ 0 çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:1) ω(0) = 0; ω(t) > 0 äëÿ t > 0;2) ω(t) íåïåðåðâíà;3) ω(t) çðîñòà¹;4) äëÿ âñiõ n ∈ Z+ = N ∪ {0}, ω(nt) ≤ C1n

lω(t), äå ñòàëà C1 > 0íå çàëåæèòü âiä n i t.Áóäåìî ââàæàòè, ùî ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ óìîâè (Sα) i (Sl), ÿêiíàçèâàþòü óìîâàìè Áàði-Ñò¹÷êiíà [20℄. Öå îçíà÷à¹ íàñòóïíå.Ôóíêöiÿ ω(τ) ≥ 0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα), ÿêùî ω(τ)
τα ìàéæå çðîñ-òà¹ ïðè äåÿêîìó α > 0, òîáòî iñíó¹ òàêà íåçàëåæíà âiä τ1 i τ2 ñòàëà

C2 > 0, ùî
ω(τ1)

τα1
≤ C2

ω(τ2)

τα2
, 0 < τ1 ≤ τ2.Ôóíêöiÿ ω(τ) ≥ 0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sl), ÿêùî ω(τ)

τγ ìàéæå ñïàäà¹ïðè äåÿêîìó 0 < γ < l, òîáòî iñíó¹ òàêà íåçàëåæíà âiä τ1 i τ2 ñòàëà
C3 > 0, ùî

ω(τ1)

τγ1
≥ C3

ω(τ2)

τγ2
, 0 < τ1 ≤ τ2.Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî �óíêöiÿ f ∈ Lp(T

d) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó
B ω
p,θ, 1 ≤ p, θ ≤ ∞ (äèâ., íàïðèêëàä, [12℄), ÿêùî:

( ∞∫

0

(
ωl(f, t)p
ω(t)

)θ
dt

t

) 1
θ

<∞, 1 ≤ θ <∞;

sup
t>0

ωl(f, t)p
ω(t)

<∞, θ = ∞,äå ω(t) � �óíêöiÿ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó l.Íîðìà ó ïðîñòîði B ω
p,θ âèçíà÷à¹òüñÿ çà �îðìóëîþ

‖f‖B ω
p,θ

=





‖f‖p +




∞∫

0

(
ωl(f, t)p
ω(t)

)θ dt
t




1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

‖f‖p + sup
t>0

ωl(f, t)p
ω(t)

, θ = ∞.ßêùî ω(t) = tr, 0 < r < l, òî ïðîñòîðè B ω
p,θ çáiãàþòüñÿ ç ïðîñòî-ðàìè Î.Â. Á¹ñîâà B r

p,θ [21℄ i, çîêðåìà, ïðè θ = ∞ B r
p,∞ ≡ Hr

p , äå Hr
p� ïðîñòîðè ââåäåíi Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèì [22℄.



164 Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨Çàçíà÷èìî, ùî iç çáiëüøåííÿì ïàðàìåòðà θ ïðîñòîðè B ω
p,θ ðîçøè-ðþþòüñÿ, òîáòî ïðè 1 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ ∞ ñïðàâåäëèâi âêëàäåííÿ

B ω
p,1 ⊂ B ω

p,θ1 ⊂ B ω
p,θ2 ⊂ B ω

p,∞ ≡ H ω
p .Ó ïîäàëüøîìó íàì áóäå çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ åêâiâàëåíòíèì (çòî÷íiñòþ äî àáñîëþòíèõ ñòàëèõ) îçíà÷åííÿì íîðìè ïðîñòîðó B ω

p,θ.Íåõàé Vm(t), m ∈ N, t ∈ R, � ÿäðî Âàëëå Ïóññåíà âèãëÿäó
Vm(t) = 1 + 2

m∑

k=1

cos kt+ 2

2m∑

k=m+1

(
2m− k

m

)
cos kt.Òîäi áàãàòîâèìiðíå ÿäðî Vm(x), m ∈ N, x ∈ T

d, âèçíà÷èìî çãiäíîç �îðìóëîþ
Vm(x) =

d∏

j=1

Vm(xj).Íåõàé Vm � îïåðàòîð, ÿêèé çàäà¹ çãîðòêó �óíêöi¨ f ∈ Lp(T
d) çáàãàòîâèìiðíèì ÿäðîì Vm(x), òîáòî

Vmf(x) := (f ∗ Vm)(x) = Vm(f, x) := Vm(f).Äëÿ f ∈ L1(T
d) ïîêëàäåìî

σ0(f) := V1(f), σs(f) := V2s(f)− V2s−1(f), s = 1, 2, . . .Òîäi äëÿ �óíêöié iç ïðîñòîðiâ B ω
p,θ ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ(äèâ., íàïðèêëàä, [23℄):

‖f‖B ω
p,θ

≍
( ∞∑

s=0

ω−θ(2−s) ‖σs(f)‖θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞, (1.1)
‖f‖B ω

p,∞
≍ sup

s∈Z+

‖σs(f)‖p
ω(2−s)

, θ = ∞, (1.2)ïðè óìîâi, ùî �óíêöiÿ ω(t) ¹ �óíêöi¹þ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòiïîðÿäêó l i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Sα) i (Sl).Òóò i äàëi ïî òåêñòó äëÿ äîäàòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé a(n) i b(n), n ∈
N, âæèâà¹òüñÿ çàïèñ a(n) ≍ b(n), ÿêèé îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü ñòàëi
0 < C4 ≤ C5 òàêi, ùî C4a(n) ≤ b(n) ≤ C5a(n). ßêùî òiëüêè b(n) ≤
C5a(n) (b(n) ≥ C4a(n)), òî ïèøåìî b(n) ≪ a(n) (b(n) ≫ a(n)).Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó 1 < p <∞ ìîæíà çàïèñàòè åêâiâàëåíòíi(ç òî÷íiñòþ äî àáñîëþòíèõ ñòàëèõ) îçíà÷åííÿ íîðì �óíêöié ç ïðî-ñòîðiâ B ω

p,θ, âèêîðèñòîâóþ÷è â (1.1) òà (1.2) çàìiñòü ‖σs(f)‖p íîðìèâiäïîâiäíèõ äâiéêîâèõ �áëîêiâ� ðÿäó Ôóð'¹ �óíêöi¨ f .
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d) i s ∈ Z+ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

f(0) := f(0)(x) = f̂(0),

f(s) := f(s)(x) =
∑

2s−1≤max{|kj |,1≤j≤d}<2s

f̂(k) ei(k,x), s = 1, 2, . . . ,äå (k, x) = k1x1 + · · · + kdxd, à f̂(k) = (2π)−d
∫

Td

f(t)e−i(k,t)dt � êîå�i-öi¹íòè Ôóð'¹ �óíêöi¨ f .Òîäi ïðè 1 < p <∞ i âèêîíàííi óìîâ 1) � 4), (Sα), ç äåÿêèì α > 0,òà (Sl), ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ
‖f‖Bω

p,θ
≍
( ∞∑

s=0

ω−θ(2−s) ‖f(s)‖θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞, (1.3)
‖f‖Bωp,∞ ≍ sup

s∈Z+

‖f(s)‖p
ω(2−s)

, θ = ∞. (1.4)Ó ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè êëàñè �óíêöiéBω
p,θ ç ïðîñòîðiâ B ω

p,θ, ÿêi îçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîìBω
p,θ := {f ∈ B ω

p,θ : ‖f‖B ω
p,θ

≤ 1}.Çàçíà÷èìî, ùî êëàñè Bω
p,θ ç òî÷êè çîðó ¨õ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàê-òåðèñòèê äîñëiäæóâàëèñü ó íèçöi ðîáiò [12�19, 23℄, äå ìîæíà îçíàéî-ìèòèñÿ ç áiëüø ïîâíîþ áiáëiîãðà�i¹þ.Òåïåð îçíà÷èìî || · ||Bq,1 ó ïðîñòîðàõ Bq,1, 1 ≤ q ≤ ∞, �óíêöié f ∈

Lq(T
d), ÿêà ¹ ïîäiáíîþ íà äåêîìïîçèöiéíó íîðìó �óíêöié iç ïðîñòîðiâòèïó Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà B ω

p,θ (äèâ. (1.1)).Îòæå, äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ t çà êðàòíîþ òðèãîíîìåò-ðè÷íîþ ñèñòåìîþ {ei(k,x)}k∈Zd íîðìà ‖t‖Bq,1 , 1 ≤ q ≤ ∞, âèçíà÷à¹òüñÿ�îðìóëîþ
‖t‖Bq,1 :=

∑

s

‖σs(t)‖q.Àíàëîãi÷íî îçíà÷à¹òüñÿ íîðìà ‖f‖Bq,1 , 1 ≤ q ≤ ∞, äëÿ áóäü-ÿêî¨�óíêöi¨ f ∈ Lq(T
d), òàêî¨, ùî ðÿä ∑

s∈Z+

‖σs(f)‖q çáiãà¹òüñÿ. Çàçíà÷èìî,ùî äëÿ f ∈ Bq,1, 1 ≤ q ≤ ∞, âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:
‖f‖q ≪ ‖f‖Bq,1 ; ‖f‖B1,1 ≤ ‖f‖Bq,1 ≤ ‖f‖B∞,1 . (1.5)Çàóâàæèìî, ùî â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ââåäåíi íîðìè ó ïðîñòî-ðàõ Bq,1 , ïðè q ∈ {1,∞}, ñïiâïàäàþòü ç ïåâíèì ÷èíîì ìîäè�iêîâà-íèìè íîðìàìè, ÿêi ðîçãëÿäàëèñÿ ó ðîáîòàõ [1�11℄.



166 Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨2. Íàéêðàùi îðòîãîíàëüíi òðèãîíîìåòðè÷íiíàáëèæåííÿÎçíà÷èìî àïðîêñèìàöiéíó õàðàêòåðèñòèêó, ÿêó áóäåìî äîñëiäæó-âàòè ó öié ÷àñòèíi ðîáîòè.Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið ç íîðìîþ ‖ · ‖X i Θm ⊂ Z
d �ñêií÷åííà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü m åëåìåíòiâ, òîáòî |Θm| = m. Òóòi äàëi ÷åðåç |N| ïîçíà÷à¹ìî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè

N. Äëÿ f ∈ X ïîêëàäåìî
SΘm(f) := SΘm(f, x) =

∑

k∈Θm
f̂(k) ei(k,x)i ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

e⊥m(f)X := inf
Θm

‖f − SΘm(f)‖X .Äëÿ �óíöiîíàëüíîãî êëàñó F ⊂ X ïîêëàäåìî
e⊥m(F )X := sup

f∈F
e⊥m(f)X .Âåëè÷èíó e⊥m(F )X íàçèâàþòü íàéêðàùèì îðòîãîíàëüíèì òðèãî-íîìåòðè÷íèì íàáëèæåííÿì êëàñó F ó ïðîñòîði X . Îçíà÷åíà âåëè÷è-íà äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ �óíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ, ÿê ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà

Lq(T
d), òàê i â äåÿêèõ ¨õíiõ ïiäïðîñòîðàõ äîñëiäæóâàëàñÿ â áàãàòüîõðîáîòàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [16, 24�29℄), à òàêîæ â ìîíîãðà�i¨ [30℄.Íàâåäåìî äâà âiäîìèõ òâåðäæåííÿ, ÿêi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè.Òåîðåìà 2.1. [16℄ Íåõàé 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) ∈ {(1, 1), (∞,∞)}i ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > d

(
1
p − 1

q

)
+
, à òàêîæóìîâó (Sl). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ m ∈ N ñïðàâåäëèâà îöiíêà

e⊥m(Bω
p,θ)q := e⊥m(Bω

p,θ)Lq(Td) ≍ ω(m− 1
d )m

( 1
p
− 1
q
)+ ,äå a+ = max{a; 0}.Òåîðåìà 2.2. [22℄ Íåõàé

t(x) =
∑

|kj |≤nj

cke
i(k,x), nj ∈ N, j = 1, d.Òîäi äëÿ 1 ≤ p < q ≤ ∞ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

‖t‖q ≤ 2d
d∏

j=1

n
1
p
− 1
q

j ‖t‖p. (2.1)



Ñ.Á. �åìáàðñüêà, I.À. �îìàíþê, Î.Â. Ôåäóíèê-ßðåì÷óê 167Íåðiâíiñòü (2.1) îòðèìàíà Ñ.Ì. Íiêîëüñüêèì i ìà¹ íàçâó �íåðiâ-íiñòü ðiçíèõ ìåòðèê�.Ïåðåéäåìî äî �îðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.Òåîðåìà 2.3. Íåõàé 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) ∈ {(1, 1), (∞,∞)} i ω(t)çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > d
(
1
p − 1

q

)
+
, à òàêîæ óìîâó

(Sl). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ m ∈ N ñïðàâåäëèâà îöiíêà
e⊥m(Bω

p,θ)Bq,1 ≍ ω(m− 1
d )m

( 1
p
− 1
q
)+ , (2.2)

a+ = max{a; 0}.Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêó çâåðõó. Çàóâàæèìî, ùî âíà-ñëiäîê âêëàäåííÿ Bω
p,θ ⊂ Hω

p , 1 ≤ θ < ∞, ¨ ¨ äîñòàòíüî îòðèìàòè äëÿâåëè÷èíè e⊥m(Hω
p )Bq,1 .�îçãëÿíåìî êiëüêà âèïàäêiâ.à) Íåõàé 1 ≤ p < q ≤ ∞. Òîäi çà çàäàíèì m ïiäáåðåìî ÷èñëî n(m)iç ñïiââiäíîøåííÿ 2nd ≤ m ≤ 2(n+1)d (2n ≍ m

1
d ), i ðîçãëÿíåìî äëÿ

f ∈ Hω
p ¨ ¨ íàáëèæåííÿ êóái÷íîþ ñóìîþ Ôóð'¹ Sn(f) âèãëÿäó

Sn(f) := Sn(f, x) =
n∑

s=0

f(s)(x). (2.3)Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì íîðìè ó ïðîñòîði Bq,1 i âëàñòèâiñòþ çãîðòêèìîæåìî çàïèñàòè
e⊥m(f)Bq,1 ≪ ‖f − Sn(f)‖Bq,1 =

∥∥∥∥
∞∑

s=n+1

f(s)

∥∥∥∥
Bq,1

=
∞∑

s=0

∥∥∥∥σs ∗
∞∑

s′=n+1

f(s′)

∥∥∥∥
q

≤
∞∑

s=n

∥∥∥∥σs ∗
s+1∑

s′=s

f(s′)

∥∥∥∥
q

≤
∞∑

s=n

‖σs‖1
∥∥∥∥
s+1∑

s′=s

f(s′)

∥∥∥∥
q

= J1. (2.4)Äàëi, ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì
‖Vs‖p ≍ 2sd(1−

1
p
), 1 ≤ p ≤ ∞,(äèâ., íàïðèêëàä, [31℄, ãë.1, �1), ìà¹ìî

‖σs‖1 = ‖V2s − V2s−1‖1 ≤ ‖V2s‖1 + ‖V2s−1‖1 ≤ C6, C6 > 0. (2.5)



168 Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨Îòæå, îöiíêà (2.4) íàáóâà¹ âèãëÿäó
J1 ≪

∞∑

s=n

∥∥∥∥
s+1∑

s′=s

f(s′)

∥∥∥∥
q

≤
∞∑

s=n

s+1∑

s′=s

‖f(s′)‖q ≪
∞∑

s=n

‖f(s)‖q = J2. (2.6)Äëÿ ïîäàëüøî¨ îöiíêè âåëè÷èíè J2 âèáåðåìî äåÿêå ÷èñëî q0 ç óìî-âè p < q0 < q. Òîäi ç îãëÿäó íà òå, ùî äëÿ f ∈ Hω
p , 1 ≤ p ≤ ∞, âèêî-íàíå ñïiââiäíîøåííÿ ‖σs(f)‖p ≪ ω(2−s) (äèâ. (1.2)), ñêîðèñòàâøèñüíåðiâíiñòþ (2.1) áóäåìî ìàòè

J2 ≪
∞∑

s=n

2
sd( 1

q0
− 1
q
)‖f(s)‖q0 ≪

∞∑

s=n

2
sd( 1

q0
− 1
q
)‖σs(f)‖q0

≪
∞∑

s=n

2
sd( 1

q0
− 1
q
)
2
sd( 1

p
− 1
q0

)‖σs(f)‖p =
∞∑

s=n

2sd(
1
p
− 1
q
)‖σs(f)‖p

≪
∞∑

s=n

2sd(
1
p
− 1
q
)ω(2−s) = J3. (2.7)Îñêiëüêè ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç α > d
(
1
p − 1

q

)
+
, òî âèêî-íó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ω(2−s)
2−αs

≤ ω(2−n)
2−αn

, s = n, . . . , (2.8)i òîìó
J3 =

∞∑

s=n

2sd(
1
p
− 1
q
)ω(2

−s)
2−αs

2−αs ≪ ω(2−n)
2−αn

∞∑

s=n

2
−s

(
α−d( 1

p
− 1
q
)
)

≪ ω(2−n)2nd(
1
p
− 1
q
) ≍ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1
q . (2.9)Îá'¹äíàâøè (2.4), (2.6), (2.7) i (2.9) ïðèõîäèìî äî øóêàíî¨ îöiíêèçâåðõó âåëè÷èíè e⊥m(Bω

p,θ)Bq,1 ó âèïàäêó 1 ≤ p < q ≤ ∞.b) Íåõàé 1 < p = q <∞. Òîäi äëÿ f ∈ Hω
p áóäåìî ìàòè

e⊥m(f)Bq,1 ≪ ‖f − Sn(f)‖Bp,1 =

∞∑

s=0

∥∥∥∥σs ∗
∞∑

s′=n+1

f(s′)

∥∥∥∥
p

≤
∞∑

s=n

∥∥∥∥σs ∗
s+1∑

s′=s

f(s′)

∥∥∥∥
p

≤
∞∑

s=n

‖σs‖1
∥∥∥∥
s+1∑

s′=s

f(s′)

∥∥∥∥
p

≪
∞∑

s=n

‖f(s)‖p ≪
∞∑

s=n

ω(2−s)
2−αs

2−αs ≪ ω(2−n)
2−αn

∞∑

s=n

2−αs

≪ ω(2−n) ≍ ω(m− 1
d ). (2.10)
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) Íåõàé 1 < q < p < ∞. Òîäi ñêîðèñòàâøèñü (2.10) i âêëàäåííÿìHω
p ⊂ Hω

q ìîæåìî çàïèñàòè
e⊥m(Hω

p )Bq,1 ≪ e⊥m(Hω
q )Bq,1 ≍ ω(m− 1

d ). (2.11)d) Íåõàé 1 < q < ∞, p = ∞. Îöiíêà çâåðõó âåëè÷èíè e⊥m(Hω
∞)Bq,1âèïëèâà¹ ç (2.11) çãiäíî ç âêëàäåííÿì Hω

∞ ⊂ Hω
p , 1 ≤ p <∞, òîáòî

e⊥m(Hω
∞)Bq,1 ≪ e⊥m(Hω

p )Bq,1 ≪ ω(m− 1
d ).e) Íåõàé 1 < p ≤ ∞, q = 1. Îöiíêà çâåðõó âåëè÷èíè e⊥m(Hω

p )B1,1âèïëèâà¹ ç (2.11) çãiäíî ç íåðiâíiñòþ ‖ · ‖B1,1 < ‖ · ‖Bq,1 , q > 1, iâêëàäåííÿì Hω
∞ ⊂ H r

p .Îöiíêè çâåðõó âåëè÷èíè e⊥m(Bω
p,θ)Bq,1 â óñiõ âèïàäêàõ òåîðåìè äî-âåäåíi.Ñòîñîâíî îöiíêè çíèçó â (2.2) çàóâàæèìî, ùî âîíà ¹ íàñëiäêîìòåîðåìè 2.1 i ñïiââiäíîøåííÿ ‖ · ‖Bq,1 ≫ ‖ · ‖q, òîáòî

e⊥m(Bω
p,θ)Bq,1 ≫ e⊥m(Bω

p,θ)q ≍ ω(m− 1
d )m( 1

p
− 1
q
)+ .Çàóâàæåííÿ 2.1. Ó îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó (d = 1) ïîðÿäîê âåëè-÷èíè e⊥m(Bω

p,θ)B∞,1 , 1 ≤ θ ≤ ∞, âñòàíîâëåíèé ó ðîáîòàõ [32℄ i [33℄ ïðè
1 < p <∞ i p = 1 âiäïîâiäíî.Çàóâàæåííÿ 2.2. Ïðè ω(t) = tr, r > d

(
1
p − 1

q

)
+
òî÷íà çà ïîðÿäêîìîöiíêà âåëè÷èíè e⊥m(B r

p,θ)Bq,1 , 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, îäåðæàíà â ðîáîòi [34℄i, çîêðåìà, ó âèïàäêó d = 1 ïîðÿäîê âåëè÷èíè e⊥m(B r
p,θ)B∞,1 , 1 ≤ θ ≤

∞, âñòàíîâëåíî ó ðîáîòàõ [6, 35℄ ïðè 1 < p <∞ i p = 1 âiäïîâiäíî.Ïðîàíàëiçóâàâøè äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3 i ïîðiâíÿâøè îäåðæàíèéâ íié ðåçóëüòàò ç îöiíêîþ âiäïîâiäíî¨ àïðîêñèìàöiéíî¨ õàðàêòåðèñòè-êè ðîçãëÿíóòî¨ â òåîðåìi 2.1, ìîæíà çàïèñàòè ñïiââiäíîøåííÿ
e⊥m(Bω

p,θ)Bq,1 ≍ e⊥m(Bω
p,θ)q,

1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) ∈ {(1, 1), (∞,∞)}, α > d
(
1
p − 1

q

)
+
.Äàëi íàâåäåìî íàñëiäîê ç òåîðåìè 2.3, ÿêèé ñòîñó¹òüñÿ íàáëèæåí-íÿ �óíêöié ç êëàñiâ Bω

p,θ ó ïðîñòîði Bq,1 ¨õíiìè êóái÷íèìè ñóìàìèÔóð'¹ Sn(f).Äëÿ �óíêöiîíàëüíîãî êëàñó Bω
p,θ ïîçíà÷èìî

En(Bω
p,θ)Bq,1 = sup

f∈Bω
p,θ

‖f − Sn(f)‖Bq,1 .



170 Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) ∈ {(1, 1), (∞,∞)} i ω(t)çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > d
(
1
p − 1

q

)
+
, à òàêîæ óìîâó

(Sl). Òîäi äëÿ n ∈ N ñïðàâåäëèâà îöiíêà
En(Bω

p,θ)Bq,1 ≍ ω(2−n)2nd(
1
p
− 1
q
)+ . (2.12)Îöiíêà çâåðõó â (2.12) âñòàíîâëåíà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.3.Âiäïîâiäíà îöiíêà çíèçó ¹ íàñëiäêîì òàêîæ öi¹¨ òåîðåìè çà óìîâè

2nd ≍ m, îñêiëüêè ïðè òàêîìó ñïiââiäíîøåííi ìiæ ÷èñëàìè m i n
En(Bω

p,θ)Bq,1 ≫ e⊥m(Bω
p,θ)Bq,1 ≍ ω(2−n)2nd(

1
p
− 1
q
)+ .Çàóâàæåííÿ 2.3. Ñïiâñòàâèâøè ðåçóëüòàòè òåîðåìè 2.3 i íàñëiäêó2.1 ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó ïðî ñïðàâåäëèâiñòü ïðè m ≍ 2nd ñïiââiä-íîøåííÿ

e⊥m(Bω
p,θ)Bq,1 ≍ En(B r

p,θ)Bq,1 ,

1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) ∈ {(1, 1), (∞,∞)}, r > d
(
1
p − 1

q

)
+
.3. Íàéêðàùi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ iïîïåðå÷íèêèÓ öié ÷àñòèíi ðîáîòè îäåðæèìî ñïî÷àòêó òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöií-êè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Bω

p,θ ó ïðîñòîði Bq,1 òðèãîíîìåò-ðè÷íèìè ïîëiíîìàìè çi ñïåêòðîì â êóái÷íèõ îáëàñòÿõ Cd(2n). Äàëiç âèêîðèñòàííÿì îäåðæàíèõ i ðàíiøå âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ âñòàíîâè-ìî ïîðÿäêè íàñòóïíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Bω
p,θ óïðîñòîði Bq,1:1) íàáëèæåííÿ ñóìàìè Âàëëå Ïóññåíà;2) íàéêðàùi m-÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ;3) ïîïåðå÷íèêè.Îòæå, íåõàé T (Cd(2n)), n ∈ Z+ � ìíîæèíà òðèãîíîìåòðè÷íèõïîëiíîìiâ âèãëÿäó

t := t(x) =
∑

k∈Cd(2n)
cke

i(k,x), ck ∈ C,äå Cd(2n) := {k : k = (k1, . . . , kd) ∈ Z
d, |kj | < 2n, j = 1, d}.Äëÿ f ∈ X i n ∈ N ïîêëàäåìî

En(f)X := inf
t∈T (Cd(2n))

‖f − t‖X
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En(F )X := sup

f∈F
En(f)X .Âåëè÷èíè En(f)X i En(F )X íàçèâàþòü íàéêðàùèìè íàáëèæåí-íÿìè �óíêöi¨ f ∈ X i êëàñó F ⊂ X âiäïîâiäíî, òðèãîíîìåòðè÷íèìèïîëiíîìàìè ç ìíîæèíè T (Cd(2n)) ó ïðîñòîði X .Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó X = Lq(T

d), 1 ≤ q ≤ ∞, âåëè÷èíà
En(Bω

p,θ)q := En(Bω
p,θ)Lq(Td) äîñëiäæóâàëàñÿ ó ðîáîòi [17℄ i ïðè öüîìóáóëî îäåðæàíî òàêå òâåðäæåííÿ.Òåîðåìà 3.1. Íåõàé 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ i ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα)ç äåÿêèì α > d
(
1
p − 1

q

)
+
, à òàêîæ óìîâó (Sl). Òîäi ñïðàâåäëèâåñïiââiäíîøåííÿ

En(Bω
p,θ)q ≍ ω(2−n)2nd(

1
p
− 1
q
)+ ,

a+ = max{a; 0}.Òåïåð, ïåðåõîäÿ÷è äî �îðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ îäåðæàíèõ íà-ìè ðåçóëüòàòiâ ñ�îðìóëþ¹ìî ñïî÷àòêó òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ íàñëiäêîìòåîðåì 2.3, 3.1.Òåîðåìà 3.2. Íåõàé 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q)∈{(1, 1), (∞,∞)} i ω(t)çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > d
(
1
p − 1

q

)
+
, à òàêîæ óìîâó

(Sl). Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà
En(Bω

p,θ)Bq,1 ≍ ω(2−n)2nd(
1
p
− 1
q
)+ , (3.1)

a+ = max{a; 0}.Äîâåäåííÿ. Îöiíêà çâåðõó â (3.1) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.3, çãiäíî çíåðiâíiñòþ En(Bω
p,θ)Bq,1 ≤ En(Bω

p,θ)Bq,1 . Îöiíêà çíèçó ¹ íàñëiäêîì òåî-ðåìè 3.1 i ñïiââiäíîøåííÿ ‖ · ‖Bq,1 ≫ ‖ · ‖q .Çâåðíåìî óâàãó, ùî â òåîðåìi 3.2 íå ðîçãëÿíóòî âèïàäîê (p, q) ∈
{(1, 1), (∞,∞)}. Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi âñòàíîâèìî ïîðÿäîê âåëè-÷èíè En(Bω

p,θ)Bq,1 ó öüîìó âèïàäêó.Òåîðåìà 3.3. Íåõàé 1 ≤ θ ≤ ∞, p ∈ {1,∞} i ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(Sα) ç äåÿêèì α > 0, à òàêîæ óìîâó (Sl). Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

En(Bω
p,θ)Bp,1 ≍ ω(2−n). (3.2)
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p .Îòæå, ðîçãëÿíåìî äëÿ f ∈ Hω

p íàáëèæàþ÷èé ïîëiíîì âèãëÿäó
tn(f) =

n−1∑

s=0

σs(f).Òîäi çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ‖ · ‖Bp,1 ìîæåìî çàïèñàòè
En(f)Bp,1 ≤ ‖f − tn(f)‖Bp,1 =

∥∥∥∥
∞∑

s=n

σs(f)

∥∥∥∥
Bp,1

=

∞∑

s=0

∥∥∥∥σs ∗
∞∑

s′=n

σs′(f)

∥∥∥∥
p

≤
∞∑

s=n−1

∥∥∥∥σs ∗
s+1∑

s′=s−1

σs′(f)

∥∥∥∥
p

= J4. (3.3)Äëÿ òîãî, ùîá ïðîäîâæèòè îöiíêó âåëè÷èíè J4 ðîçãëÿíåìî äâàâèïàäêè.Íåõàé p = 1. Òîäi ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ çãîðòêè i âçÿâøèäî óâàãè îöiíêè ‖σs‖1 ≤ C6 (äèâ. (2.5)) i ‖σs(f)‖1 ≪ ω(2−s), f ∈ Hω
1(äèâ. (1.2)), îäåðæèìî

J4 ≤
∞∑

s=n−1

‖σs‖1
∥∥∥∥

s+1∑

s′=s−1

σs′(f)

∥∥∥∥
1

≪
∞∑

s=n−1

s+1∑

s′=s−1

‖σs′(f)‖1

≪
∞∑

s=n−2

‖σs(f)‖1 ≪
∞∑

s=n−2

ω(2−s) =
∞∑

s=n−2

ω(2−s)
2−αs

2−αs

≪ ω(2−n)
2−αn

∞∑

s=n−2

2−αs ≪ ω(2−n). (3.4)Ó âèïàäêó p = ∞ âåëè÷èíà J4 îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì
J4 ≤

∞∑

s=n−1

‖σs‖1
∥∥∥∥

s+1∑

s′=s−1

σs′(f)

∥∥∥∥
∞

≪
∞∑

s=n−1

s+1∑

s′=s−1

‖σs′(f)‖∞

≪
∞∑

s=n−2

‖σs(f)‖∞ ≪
∞∑

s=n−2

ω(2−s) ≪ ω(2−n). (3.5)Ïî¹äíàâøè (3.3)�(3.5) ïðèõîäèìî äî øóêàíî¨ îöiíêè çâåðõó âåëè-÷èíè En(Bω
p,θ)Bp,1 , p ∈ {1,∞}.Îöiíêà çíèçó â (3.2) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.1 i ñïiââiäíîøåííÿ

‖ · ‖Bp,1 ≫ ‖ · ‖p, òîáòî
En(Bω

p,θ)Bp,1 ≫ En(Bω
p,θ)p ≍ ω(2−n).
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p,θ ó ïðîñòîði Bq,1 ñóìàìè Âàëëå Ïóññåíà.Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ i ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) çäåÿêèì α > d
(
1
p − 1

q

)
+
, à òàêîæ óìîâó (Sl). Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

sup
f∈Bω

p,θ

‖f − V2n−1(f)‖Bq,1 ≍ ω(2−n)2nd(
1
p
− 1
q
)+ . (3.6)Îöiíêà çâåðõó â (3.6) îäåðæàíà ïðè äîâåäåííi îöiíîê çâåðõó â òåî-ðåìàõ 3.2, 3.3, à îöiíêà çíèçó âèïëèâà¹ òàêîæ ç öèõ òåîðåì i íåðiâíîñòi

sup
f∈Bω

p,θ

‖f − V2n−1(f)‖Bq,1 ≥ En(Bω
p,θ)Bq,1 ≍ ω(2−n)2nd(

1
p
− 1
q
)+ .Íàñòóïíèé íàñëiäîê ñòîñó¹òüñÿ âàæëèâî¨ õàðàêòåðèñòèêè âæå íå-ëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨.Äëÿ f ∈ X i m ∈ N ïîçíà÷èìî

em(f)X := inf
kj ,cj

∥∥∥∥∥∥
f(·)−

m∑

j=1

cje
i(kj ,· )

∥∥∥∥∥∥
X

,äå {kj}mj=1 � ñèñòåìà âåêòîðiâ kj = (kj1, . . . , k
j
d) ç öiëî÷èñåëüíèìè êîîð-äèíàòàìè, à cj , j = 1,m, � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà. ßêùî F ⊂ X� äåÿêèé �óíêöiîíàëüíèé êëàñ, òî ïîêëàäåìî

em(F )X := sup
f∈F

em(f)X . (3.7)Îçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì àïðîêñèìàöiéíà õàðàêòåðèñòèêà em(F )Xíàçèâà¹òüñÿ íàéêðàùèì m - ÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷íèì íàáëèæåí-íÿì êëàñó F ó ïðîñòîði X .Âåëè÷èíà em(f)2 := em(f)L2(T) â áiëüø çàãàëüíié ñèòóàöi¨ áóëàââåäåíà Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì [36℄ ïðè �îðìóëþâàííi êðèòåðiþ àáñîëþò-íî¨ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ. Ïåðøi îöiíêè âåëè÷èí em(f)∞ :=
em(f)L∞(T) äëÿ äåÿêèõ iíäèâiäóàëüíèõ �óíêöié áóëè îäåðæàíi ó [37℄�.Ñ. Iñìàãiëîâèì. Çãîäîì äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí em(F )q :=em(F )Lq(Td),
d ≥ 1, äëÿ ðiçíèõ �óíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ ïðîâîäèëèñÿ â áàãàòüîõðîáîòàõ. Ç äåòàëüíîþ áiáëiîãðà�i¹þ ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ â ðîáî-òàõ [25�28, 38, 39℄, à òàêîæ â ìîíîãðà�iÿõ [30, 31, 40�42℄.Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç îçíà÷åííÿìè àïðîêñèìàöiéíà õàðàêòåðè-ñòèêà (3.7) i íàéêðàùå îðòîãîíàëüíå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ
e⊥m(F )X ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

em(F )X ≤ e⊥m(F )X .



174 Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨Ñ�îðìóëþ¹ìî âiäîìèé ðåçóëüòàò, ÿêèé áóäå íàìè âèêîðèñòîâóâà-òèñÿ.Òåîðåìà 3.4. [15℄ Íåõàé 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ i ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(Sα) ç äåÿêèì α > α(p, q), à òàêîæ óìîâó (Sl), äå

α(p, q) =





d

(
1

p
− 1

q

)

+

, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 àáî 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞,

max

{
d

p
;
d

2

}
, â iíøèõ âèïàäêàõ.Òîäi äëÿ m ∈ N ñïðàâåäëèâà îöiíêà

em(Bω
p,θ)q ≍ ω(m− 1

d )m

(
1
p
−max{ 1

q
; 1
2
}
)
+ . (3.8)Çàóâàæåííÿ 3.1. ßêùî ω(t) = tr, r > α(p, q) òî (3.8) íàáóâà¹ âèãëÿ-äó

em(Brp,θ)q ≍ m
− r
d
+
(

1
p
−max{ 1

q
; 1
2
}
)
+ .i öÿ îöiíêà âñòàíîâëåíà ó ðîáîòi [38℄.Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé 1 ≤ θ ≤ ∞, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 àáî 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞i ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > d
(
1
p − 1

q

)
+
, à òàêîæóìîâó (Sl). Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà

em(Bω
p,θ)Bq,1 ≍ ω(m− 1

d )m
( 1
p
− 1
q
)+ . (3.9)Îöiíêà çâåðõó â (3.9) âèïëèâà¹ ç òåîðåì 3.2, 3.3 ïðè óìîâim ≍ 2nd.Âiäïîâiäíà îöiíêà çíèçó ¹ íàñëiäêîì (3.8) i ñïiââiäíîøåííÿ ‖ · ‖Bq,1 ≫

‖ · ‖q.Çàóâàæåííÿ 3.2. Ïîðiâíÿâøè ðåçóëüòàòè òåîðåì 3.2, 3.3 ç îöiíêîþ(3.8) ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ íàñëiäêó 3.2,ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ
En(Bω

p,θ)Bq,1 ≍ em(Bω
p,θ)Bq,1 , m ≍ 2nd.Äëÿ òîãî, ùîá ñ�îðìóëþâàòè íàñòóïíèé íàñëiäîê îçíà÷èìî âiä-ïîâiäíi àïðîêñèìàöiéíi õàðàêòåðèñòèêè.Íåõàé Y � íîðìîâàíèé ïðîñòið ç íîðìîþ ‖ · ‖Y , Lm(Y ) � ñóêóï-íiñòü ïiäïðîñòîðiâ ó ïðîñòîði Y , âèìiðíîñòi, ùî íå ïåðåâèùó¹ m i

W � öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íà ìíîæèíà â Y .Âåëè÷èíà
dm(W,Y ) := inf

Lm∈Lm(Y )
sup
w∈W

inf
u∈Lm

‖w − u‖Y



Ñ.Á. �åìáàðñüêà, I.À. �îìàíþê, Î.Â. Ôåäóíèê-ßðåì÷óê 175íàçèâà¹òüñÿ êîëìîãîðîâñüêèì m-ïîïåðå÷íèêîì ìíîæèíè W ó ïðî-ñòîði Y [43℄.Íåõàé Y i Z � íîðìîâàíi ïðîñòîðè i L(Y,Z) � ñóêóïíiñòü ëiíiéíèõíåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü Y â Z.Âåëè÷èíà [44℄
λm(W,Y ) := inf

Lm∈Lm(Y )

Λ∈L(Y ,Lm)

sup
w∈W

‖w − Λw‖Y ,äå íèæíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ ïî âñiõ ïiäïðîñòîðàõ Lm â Lm(Y ) âèìið-íîñòi íå áiëüøî¨ íiæ m i âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðàõ, ùîäiþòü ç Y â Lm, íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì m-ïîïåðå÷íèêîì ìíîæèíè Wó ïðîñòîði Y .Íåõàé Y = Lq(T
d) àáî Y = Bq,1, 1 ≤ q ≤ ∞, i F ⊂ Y � äåÿêèé�óíêöiîíàëüíèé êëàñ.Òðèãîíîìåòðè÷íèé m - ïîïåðå÷íèê êëàñó F ó ïðîñòîði Y (ïîçíà-÷åííÿ dTm(F,Y )) âèçíà÷à¹òüñÿ �îðìóëîþ [37℄

dTm(F,Y ) := inf
{kj}mj=1

sup
f∈F

inf
{cj}mj=1

‖f(·)−
m∑

j=1

cje
i(kj , · )‖Y ,äå {kj}mj=1 � íàáið âåêòîðiâ kj = (kj1, . . . , k

j
d), j = 1,m, iç öiëî÷èñëîâî¨ãðàòêè Z

d, cj � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.Çãiäíî ç íàâåäåíèìè îçíà÷åííÿìè ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ:
dm(F,Y ) ≤ λm(F,Y );
dm(F,Y ) ≤ dTm(F,Y ).

(3.10)Ç iñòîði¹þ äîñëiäæåííÿ îçíà÷åíèõ ïîïåðå÷íèêiâ ðiçíîìàíiòíèõ êëà-ñiâ ïåðiîäè÷íèõ �óíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ â ìî-íîãðà�iÿõ [30, 31, 40�42℄.Íàâåäåìî âiäîìå òâåðäæåííÿ ñòîñîâíî êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷-íèêiâ êëàñiâ Bω
p,θ ó ïðîñòîði Bq,1, ÿêå áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè.Òåîðåìà 3.5. [12,19℄ Íåõàé 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ i ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(Sα) ç äåÿêèì α > α(p, q), à òàêîæ óìîâó (Sl), äå
α(p, q) =





d

(
1

p
− 1

q

)

+

, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 àáî 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞,

max

{
d

p
;
d

2

}
, â iíøèõ âèïàäêàõ.Òîäi äëÿ m ∈ N ñïðàâåäëèâà îöiíêà

dm(Bω
p,θ, Lq) ≍ ω(m− 1

d )m

(
1
p
−max{ 1

q
; 1
2
}
)
+ .



176 Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨Íàñëiäîê 3.3. Íåõàé 1 ≤ θ ≤ ∞, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 àáî 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞i ω(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > d
(
1
p − 1

q

)
+
, à òàêîæóìîâó (Sl). Òîäi äëÿ m ∈ N ñïðàâåäëèâi îöiíêè

dm(Bω
p,θ, Bq,1) ≍ λm(Bω

p,θ, Bq,1) ≍ dTm(Bω
p,θ, Bq,1)

≍ ω(m− 1
d )m

( 1
p
− 1
q
)+ . (3.11)Îöiíêè çâåðõó äëÿ êîæíîãî ç ðîçãëÿíóòèõ â (3.11) ïîïåðå÷íèêiââèïëèâàþòü ç òåîðåì 3.2, 3.3 çà óìîâè, ùî ÷èñëà m i n ïîâ'ÿçàíiñïiââiäíîøåííÿì 2nd ≍ m.Ñòîñîâíî îöiíîê çíèçó â (3.11) çàçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç (3.9) äî-ñòàòíüî âñòàíîâèòè îöiíêó çíèçó äëÿ êîëìîãîðîâñüêîãî ïîïåðå÷íèêà

dm(Bω
p,θ, Bq,1), ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.5 i ñïiââiäíî-øåííÿ ‖ · ‖Bq,1 ≫ ‖ · ‖q .Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïóíêòó, i ðîáîòè âöiëîìó, îäåðæèìî òî÷íiçà ïîðÿäêîì îöiíêè çãàäàíèõ ïîïåðå÷íèêiâ i íàéêðàùèõ m-÷ëåííèõòðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Bω

p,θ ó ïðîñòîði Bq,1 â îäíié içñèòóàöié, äå ¨õíi ïîðÿäêè íå ðåàëiçóþòüñÿ ïiäïðîñòîðîì òðèãîíîìåò-ðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç ìíîæèíè T (Cd(2n)).Òåîðåìà 3.6. Íåõàé 1 ≤ p < 2 ≤ q < p
p−1 , 1 ≤ θ ≤ ∞ i ω(t)çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > d, à òàêîæ óìîâó (Sl). Òîäiäëÿ m ∈ N ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

dm(Bω
p,θ, Bq,1) ≍ λm(Bω

p,θ, Bq,1) ≍ dTm(Bω
p,θ, Bq,1)

≍ ω(m− 1
d )m

1
p
− 1

2 . (3.12)Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî â (3.12) îöiíêó çâåðõó äëÿ òðèãî-íîìåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà dTm(Bω
p,θ, Bq,1). ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ¨¨ äî-ñòàòíüî îòðèìàòè äëÿ êëàñiâHω

p , òîáòî äëÿ ïîïåðå÷íèêà dTm(Hω
p , Bq,1).�îçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê 1 < p < 2.Âiçüìåìî äîâiëüíå m ∈ N i ïiäáåðåìî ÷èñëî n ∈ N òàêèì ÷èíîì,ùîá âèêîíóâàëèñü íåðiâíîñòi 2(n−1)d ≤ m ≤ 2nd, òîáòî m ≍ 2nd.Äëÿ s ∈ Z+ ïîêëàäåìî

ms =





2sd, 0 ≤ s < n,

[ω−1(2−n)2sdω(2−s)] + 1, n ≤ s ≤ n0,
0, s > n0,äå [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a i n0 = [n α

d
− 1
p
+ 1

2
α
d
− 1
p
+ 1
q

]
+ 1.
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s=0

ms ≪ m.Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ (2.8) i âðàõóâàâøè, ùî α > d ìîæåìîçàïèñàòè
∞∑

s=0

ms ≤
n−1∑

s=0

2sd +

n0∑

s=n

ω−1(2−n)2sdω(2−s) +
n0∑

s=n

1

≪ 2nd + ω−1(2−n)
n0∑

s=n

ω(2−s)
2−αs

2−s(α−d) + (n0 − n+ 1)

≤ 2nd + ω−1(2−n)
ω(2−n)
2−αn

n0∑

s=n

2−s(α−d) + (n0 − n+ 1)

≪ 2nd + 2αn2−n(α−d) + (n0 − n+ 1) ≪ 2nd + (n0 − n+ 1)

= 2nd
(
1 +

n0 − n+ 1

2nd

)
≪ 2nd ≍ m.Äëÿ ïðîäîâæåííÿ ìiðêóâàíü íàì çíàäîáèòüñÿ äîïîìiæíå òâåð-äæåííÿ.Ëåìà 3.1. [45℄ Íåõàé 2 ≤ q <∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî òðèãîíîìåò-ðè÷íîãî ïîëiíîìà

P (Θm) := P (Θm, x) =

m∑

j=1

ei(k
j , x)i áóäü-ÿêîãî n ≤ m çíàéäåòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì P̃ (Θn) :=

P̃ (Θn, x), ÿêèé ìiñòèòü íå áiëüøå íiæ n ãàðìîíiê i ñòàëà C7(q) > 0òàêi, ùî
‖P (Θm)− P̃ (Θn)‖q ≤ C7(q)mn

− 1
2 ,ïðè÷îìó Θn ⊂ Θm, âñi êîå�iöi¹íòè P̃ (Θn) îäíàêîâi i íå ïåðåâèùóþòüçà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ mn−1.Îòæå, ïîçíà÷èìî ÷åðåç µ(s), s ∈ Z+, ìíîæèíó

µ(s) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Z
d : 2s−1 ≤ max

j=1,d
|kj | < 2s}i ðîçãëÿíåìî òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì

ts := ts(x) =
∑

k∈µ(s)
ei(k,x).



178 Õàðàêòåðèñòèêè ëiíiéíî¨ òà íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨Çàóâàæèìî, ùî ïðè êîæíîìó s ∈ Z+ ïîëiíîì ts ìiñòèòü |µ(s)|äîäàíêiâ i ¨õíÿ êiëüêiñòü çà ïîðÿäêîì íå ïåðåâèùó¹ 2sd.Íåõàé t(Θms) := t(Θms , x) � òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì, ÿêèé íà-áëèæà¹ ïîëiíîì ts çãiäíî ç ëåìîþ 3.1, òîáòî
‖ts − t(Θms)‖q ≪ 2sdm

− 1
2

s ,i ïðè öüîìó Θms ⊂ µ(s).Ïîáóäó¹ìî ïiäïðîñòið òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç �íîìåðàìè�ãàðìîíiê ç îá'¹äíàííÿ ìíîæèí P =
⋃

0≤s≤n
µ(s) i Q =

⋃
n≤s≤n0

Θµs i ïåðåêî-íà¹ìîñÿ, ùî íàáëèæåííÿ ïîëiíîìàìè ç äàíîãî ïiäïðîñòîðó ðåàëiçó¹ïîðÿäîê òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà dTm(Hω
p , Lq) ïðè 1 < p <

2 ≤ q < p
p−1 .Íåõàé f � äîâiëüíà �óíêöiÿ iç êëàñó Hω

p . Áóäåìî çäiéñíþâàòè ¨¨íàáëèæåííÿ ïîëiíîìîì ç íîìåðàìè ãàðìîíiê ç P ∪Q âèãëÿäó
t := t(x) =

n−1∑

s=0

f(s)(x) +

n0∑

s=n

(f(s)(x) ∗ t(Θms , x)). (3.13)Òîäi ìîæåìî çàïèñàòè
‖f − t‖Bq,1 ≤

∥∥∥∥∥

n0∑

s=n

(
f(s) − (f(s) ∗ t(Θms))

)
∥∥∥∥∥
Bq,1

+

∥∥∥∥∥

∞∑

s=n0+1

f(s)

∥∥∥∥∥
Bq,1

= J5 + J6. (3.14)Îöiíèìî ñïî÷àòêó äîäàíîê J5.Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ çãîðòêè i ñïiââiäíîøåííÿì (2.5) áó-äåìî ìàòè
J5 =

∞∑

s=0

∥∥∥∥σs ∗
n0∑

s′=n

(
f(s′) − (f(s′) ∗ t(Θms′ ))

) ∥∥∥∥
q

=

n0−1∑

s=n−1

∥∥∥∥σs ∗
s+1∑

s′=s

(
f(s′) − (f(s′) ∗ t(Θms′ ))

) ∥∥∥∥
q

≤
n0−1∑

s=n−1

‖σs‖1
∥∥∥∥
s+1∑

s′=s

(
f(s′) − (f(s′) ∗ t(Θms′ ))

) ∥∥∥∥
q

≪
n0−1∑

s=n−1

∥∥∥∥
s+1∑

s′=s

(
f(s′) − (f(s′) ∗ t(Θms′ ))

) ∥∥∥∥
q
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≪

n0∑

s=n−1

∥∥f(s) − (f(s) ∗ t(Θms))
∥∥
q
= J7. (3.15)Äëÿ ïîäàëüøî¨ îöiíêè âåëè÷èíè J7 íàì çíàäîáèòüñÿ äîïîìiæíåòâåðäæåííÿ.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ts îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ íà �óíêöiþ f íàñòóïíèì÷èíîì

Tsf := (Ts ∗ f)(x) = f ∗ (ts − t(Θms)).Ëåìà 3.2. [46℄ Íåõàé 1 < p < 2 ≤ q < p
p−1 . Òîäi äëÿ íîðìè îïåðàòîðà

Ts, ÿêèé äi¹ iç Lp â Lq (‖Ts‖p→q) ñïðàâåäëèâà îöiíêà
‖Ts‖p→q = sup

‖f‖p≤1
‖Tsf‖q ≪ 2sdm

−( 1
2
+ 1
p′
)

s , (3.16)äå p′ = p
p−1 .Îòæå, ñêîðèñòàâøèñü îöiíêîþ (3.16), âðàõóâàâøè âèáið ÷èñåë ms,i âçÿâøè äî óâàãè (2.8), ïðîäîâæèìî îöiíêó âåëè÷èíè J7

J7 ≤
n0∑

s=n−1

‖Tsf(s)‖p→q ‖f(s)‖p ≪
n0∑

s=n−1

2sdm
−( 1

2
+ 1
p ′

)
s ‖f(s)‖p

≪
n0∑

s=n−1

2sdω
1
2
+ 1
p′ (2−n)2−sd(

1
2
+ 1
p′
)
ω
−( 1

2
+ 1
p′
)
(2−s)‖f(s)‖p

≤ ω
1
2
+ 1
p′ (2−n)

n0∑

s=n−1

ω
−( 1

2
+ 1
p′
)
(2−s)ω(2−s)2sd(

1
2
− 1
p′
)

= ω
3
2
− 1
p (2−n)

n0∑

s=n−1

ω
1
p
− 1

2 (2−s)2sd(
1
p
− 1

2
)

= ω
3
2
− 1
p (2−n)

n0∑

s=n−1

(
ω(2−s)
2−αs

) 1
p
− 1

2

2
−s(α−d)( 1

p
− 1

2
)

≤ ω
3
2
− 1
p (2−n)

(
ω(2−n)
2−αn

) 1
p
− 1

2 n0∑

s=n−1

2
−s(α−d)( 1

p
− 1

2
)

≪ ω(2−n)2αn(
1
p
− 1

2
)
2
−n(α−d)( 1

p
− 1

2
)

= ω(2−n)2nd(
1
p
− 1

2
) ≍ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1

2 . (3.17)
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J5 ≪ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1

2 , 1 < p < 2. (3.18)�îçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê p = 1.Íåõàé p0 � ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1 < p0 < 2. Éîãî çíà÷åí-íÿ óòî÷íèìî â õîäi ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü.Òîäi äëÿ âåëè÷èíè J7 áóäåìî ìàòè
J7 ≤

n0∑

s=n−1

‖Tsf(s)‖p0→q‖f(s)‖p0

≪
n0∑

s=n−1

‖Ts‖p0→q‖σs(f)‖p0 ≪
n0∑

s=n−1

2sdm
−( 1

2
+ 1
p′0

)

s ‖σs(f)‖p0 . (3.19)Äàëi çàñòîñóâàâøè äî ‖σs(f)‖p0 íåðiâíiñòü ðiçíèõ ìåòðèê (òåîðåìà2.2), ïiäñòàâèâøè çàìiñòü ms ¨õíi çíà÷åííÿ òà âðàõóâàâøè, ùî äëÿ
f ∈ Hω

1 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ‖σs(f)‖1 ≪ ω(2−s), ïðîäîâæèìîîöiíêó (3.19)
J7 ≪

n0∑

s=n−1

2sdm
−( 1

2
+ 1
p′0

)

s 2
sd(1− 1

p0
)‖σs(f)‖1

≤
n0∑

s=n−1

2sdω
1
2
+ 1
p′
0 (2−n)2

−sd( 1
2
+ 1
p′
0
)
ω
−( 1

2
+ 1
p′
0
)
(2−s)2

sd(1− 1
p0

)‖σs(f)‖1

≪ ω
1
2
+ 1
p′
0 (2−n)

n0∑

s=n−1

ω
1
2
− 1
p′
0 (2−s)2

sd
2

= ω
1
2
+ 1
p′0 (2−n)

n0∑

s=n−1

(
ω(2−s)
2−αs

) 1
2
− 1
p′
0

2
− s

2
(α− 2α

p′0
−d)

≤ ω
1
2
+ 1
p′
0 (2−n)

(
ω(2−n)
2−αn

) 1
2
− 1
p′0

n0∑

s=n−1

2
− s

2
(α− 2α

p′
0
−d)

= ω(2−n)2
αn( 1

2
− 1
p′
0
)

n0∑

s=n−1

2
− s

2
(α− 2α

p′
0
−d)

. (3.20)Òåïåð ïiäáåðåìî ÷èñëî p0 ç óìîâè α − 2α
p′0

− d > 0 (öå ìîæëèâî,îñêiëüêè α > d).
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J7 ≪ ω(2−n)2

αn( 1
2
− 1
p′
0
)
2
−n(α

2
− α

p′
0
− d

2
)

= ω(2−n)2
nd
2 ≍ ω(m− 1

d )m
1
2 . (3.21)Ñïiâñòàâèâøè (3.15), (3.19)�(3.21) îäåðæèìî

J5 ≪ ω(m− 1
d )m

1
2 , (3.22)ïðè p = 1.Ïåðåõîäÿ÷è äî îöiíêè äîäàíêà J6 çàóâàæèìî íàñòóïíå. Ïðîâiâøèìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi äî òèõ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïðè äîâåäåííiîöiíêè çâåðõó â òåîðåìi 2.3 (äèâ. âèïàäîê 1 ≤ p < q ≤ ∞) ìîæåìîçàïèñàòè äëÿ s > n0 > n

J6 =

∥∥∥∥
∞∑

s=n0+1

f(s)

∥∥∥∥
Bq,1

≪
∞∑

s=n0+1

ω(2−s)2sd(
1
p
− 1
q
)

=
∞∑

s=n0+1

ω(2−s)
2−αs

2−sd(
α
d
− 1
p
+ 1
q
) ≤ ω(2−n)

2−αn

∞∑

s=n0+1

2−sd(
α
d
− 1
p
+ 1
q
)

≪ ω(2−n)
2−αn

2
−n0d(

α
d
− 1
p
+ 1
q
) ≤ ω(2−n)

2−αn
2
−n

α
d
−

1
p+1

2
α
d
−

1
p+1

q

d(α
d
− 1
p
+ 1
q
)

=
ω(2−n)
2−αn

2
−nd(α

d
− 1
p
+ 1

2
)
= ω(2−n)2nd(

1
p
− 1

2
) ≍ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1

2 . (3.23)Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî (3.14), (3.17), (3.22) i (3.23) ïðèõîäèìî äîøóêàíî¨ îöiíêè çâåðõó òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà dTm(Hω
p , Bq,1),à îòæå, ÿê íàñëiäîê, i îöiíêè

dTm(Bω
p,θ, Bq,1) ≪ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1

2 , 1 ≤ θ ≤ ∞. (3.24)Âçÿâøè äî óâàãè ñïiâiäíîøåííÿ (3.10) i ñêîðèñòàâøèñü (3.24)îòðèìà¹ìî îöiíêó çâåðõó äëÿ êîëìîãîðîâñüêîãî ïîïåðå÷íèêà
dm(Bω

p,θ, Bq,1):
dm(Bω

p,θ, Bq,1) ≤ dTm(Bω
p,θ, Bq,1) ≍ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1

2 .Ñòîñîâíî îöiíêè çâåðõó ëiíiéíîãî ïîïåðå÷íèêà λm(Bω
p,θ, Bq,1) çà-çíà÷èìî íàñòóïíå.
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p,θ, Bq,1) íàìè �àêòè÷íî âèêîðèñòîâóâàâñÿ ëiíiéíèé îïå-ðàòîð Λm, ÿêèé äiÿâ íà �óíêöiþ f ∈ Hω

p çà �îðìóëîþ
Λmf := (Λmf)(x) :=

n−1∑

s=0

f(s)(x) +

n0∑

s=n

(t(θms , x) ∗ f(s)(x)).Ç îãëÿäó íà öþ îáñòàâèíó ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî îöiíêà çâåðõóäëÿ ëiíiéíîãî ïîïåðå÷íèêà λm(Bω
p,θ, Bq,1) ìà¹ âèãëÿä îöiíêè (3.24),òîáòî

λm(Bω
p,θ, Bq,1) ≪ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1

2 .Îòæå, îöiíêè çâåðõó äëÿ âñiõ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê ðîç-ãëÿíóòèõ â òåîðåìi 3.6 äîâåäåíi.Ùîäî îöiíîê çíèçó â (3.12) çàóâàæèìî, ùî äëÿ ¨õ âñòàíîâëåí-íÿ äîñòàòíüî îòðèìàòè âiäïîâiäíó îöiíêó êîëìîãîðîâñüêîãî ïîïåðå÷-íèêà dm(Bω
p,θ, Bq,1), ÿêà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 3.5 i ñïiââiäíîøåííÿ

‖ · ‖q ≪ ‖ · ‖Bq,1 .Íàñëiäîê 3.4. Íåõàé 1 ≤ p < 2 ≤ q < p
p−1 , 1 ≤ θ ≤ ∞ i ω(t)çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Sα) ç äåÿêèì α > d, à òàêîæ óìîâó (Sl). Òîäiäëÿ m ∈ N ñïðàâåäëèâà îöiíêà

em(Bω
p,θ)Bq,1 ≍ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1

2 . (3.25)Îöiíêà çâåðõó â (3.25) âèïëèâà¹ ç (3.12) i íåðiâíîñòi
em(Bω

p,θ)Bq,1 ≤ dTm(Bω
p,θ, Bq,1) ≍ ω(m− 1

d )m
1
p
− 1

2 .Âiäïîâiäíà îöiíêà çíèçó ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 3.4 i ñïiââiäíîøåííÿ
‖ · ‖q ≪ ‖ · ‖Bq,1 . Ëiòåðàòóðà[1℄ Òåìëÿêîâ, Â.Í. (1989). Îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êëàññîâ�óíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé èëè ðàçíîñòüþ. Òð. Ìàò.èí-òà ÀÍ ÑÑÑ�, 189, 138�168.[2℄ Êàøèí, Á.Ñ.,Òåìëÿêîâ, Â.Í. (1994). Î íàèëó÷øèõ m - ÷ëåííûõ ïðèáëèæåíè-ÿõ è ýíòðîïèè ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå L1. Ìàò. çàìåòêè, 56 (5), 57�86.[3℄ Belinsky, E.S. (1998). Estimates of entropy numbers and Gaussian measures for
lasses of fun
tions with bounded mixed derivative. J. Approxim. Theory, 93,114�127.[4℄ �îìàíþê, À.Ñ. (2016). Ýíòðîïèéíûå ÷èñëà è ïîïåðå÷íèêè êëàññîâ Brp,θ ïåðèî-äè÷åñêèõ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Óêð. ìàò. æóðí., 68 (10), 1403�1417.[5℄ �îìàíþê, À.Ñ., �îìàíþê, Â.Ñ. (2019). Àïðîêñèìàöiéíi õàðàêòåðèñòè-êè êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ �óíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòîði B∞,1.Óêð. ìàò. æóðí., 71 (2), 271�278.



Ñ.Á. �åìáàðñüêà, I.À. �îìàíþê, Î.Â. Ôåäóíèê-ßðåì÷óê 183[6℄ �îìàíþê, À.Ñ., �îìàíþê, Â.Ñ. (2019). Îöiíêè äåÿêèõ àïðîêñèìà-öiéíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ �óíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.Óêð. ìàò. æóðí., 71 (8), 1102�1115.[7℄ �îìàíþê, À.Ñ., �îìàíþê, Â.Ñ. (2020). Àïðîêñèìàöiéíi õàðàêòåðèñòèêè i âëà-ñòèâîñòi îïåðàòîðiâ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ êëàñiâ �óíêöié ç ïðîñòîðiâ Ñî-áîë¹âà òà Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà. Óêð. ìàò. âiñí., 17 (3), 372�395.[8℄ �îìàíþê, À.Ñ., ßí÷åíêî, Ñ.ß. (2021). Îöiíêè àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðè-ñòèê i âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ�óíêöié ó ïðîñòîði B1,1. Óêð. ìàò. æóðí., 73 (8), 1102�1119.[9℄ �åìáàðñüêèé, Ì.Â., �åìáàðñüêà, Ñ.Á. (2018). Ïîïåðå÷íèêè êëàñiâ BΩ
p,θ ïåðiî-äè÷íèõ �óíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ïðîñòîði B1,1. Óêð. ìàò. âiñí., 15 (1),43�57.[10℄ Hembarskyi, M.V., Hembarska, S.B., Soli
h, K.V. (2019). Íàéêðàùi íàáëèæåí-íÿ i ïîïåðå÷íèêè êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ �óíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ óïðîñòîði B∞,1. Ìàòåì. ñòóäi¨, 51 (1), 74�85.[11℄ Fedunyk-Yarem
huk, O.V., Hembarskyi, M.V., Hembarska, S.B. (2020).Approximative 
hara
teristi
s of the Nikol'skii-Besov-type 
lasses of periodi
fun
tions in the spa
e B∞,1. Carpathian Math. Publ., 12 (2), 376�391.[12℄ Guiqiao Xu. (2005). The n - widhts for a generalized periodi
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