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Íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ �óíêöié, çàäàíèõíà äiéñíié îñi, òðèãàðìîíiéíèìèîïåðàòîðàìè ÏóàññîíàÓëÿíà Ç. �ðàáîâà, Iííà Â. Êàëü÷óê(Ïðåäñòàâëåíà Â. Ï. Ìîòîðíèì)Àíîòàöiÿ. Âèâ÷àþòüñÿ àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi òðèãàðìîíié-íèõ îïåðàòîðiâ Ïóàññîíà íà êëàñàõ (ψ, β)-äè�åðåíöiéîâíèõ �óíê-öié ìàëî¨ ãëàäêîñòi, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi. Îäåðæàíî àñèìïòîòè÷-íi ðiâíîñòi, ÿêi â äåÿêèõ âèïàäêàõ çàáåçïå÷óþòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷iÊîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî äëÿ òðèãàðìîíiéíèõ îïåðàòîðiâ Ïóàññî-íà P3,σ(f ; x) íà êëàñàõ Ĉψβ,∞, β ∈ R, â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.2010 MSC. 42A05, 41A60.Êëþ÷îâi ñëîâà òà �ðàçè. Òðèãàðìîíiéíèé îïåðàòîð Ïóàññîíà,

(ψ,β)-ïîõiäíà, çàäà÷à Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà äåÿêi iñòîðè÷íi âiäîìîñòiÍåõàé L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞, � ïðîñòið ëîêàëüíî ñóìîâíèõ �óíêöié içñêií÷åííîþ íîðìîþ
‖f‖p̂ =





sup
a∈R

(
a+2π∫
a

|f(t)|p
)1/p

dt, 1 ≤ p <∞,

ess sup
t

|f(t)|, p = ∞,à Ĉ � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ, çàäàíèõ íà äiéñíié îñi �óíêöié iç ñêií÷åí-íîþ íîðìîþ
‖f‖Ĉ = max

t∈R
|f (t)|.Íåõàé, äàëi, ψ(v) � íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0 �óíêöiÿ i β � �iêñî-âàíå äiéñíå ÷èñëî, äëÿ ÿêèõ ìàéæå ïðè âñiõ t ∈ R iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ

ψ̂β(t) = ψ̂ (t;β) =
1

π

∞∫

0

ψ(v) cos(vt+
βπ

2
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Ó.Ç. �ðàáîâà, I.Â. Êàëü÷óê 187×åðåç L̂ψβ (äèâ. [1, ñ. 168℄) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó �óíêöié f ∈ L̂1,ÿêi ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ R çîáðàæàþòüñÿ çãîðòêîþ
f(x) = A0 +

∞∫

−∞

ϕ (x+ t) ψ̂β(t)dt = A0 +
(
ϕ ∗ ψ̂β

)
(x), (1.2)äå A0 � äåÿêà ñòàëà i ϕ ∈ L̂1, à iíòåãðàë ñëiä ðîçóìiòè ÿê ãðàíè-öþ iíòåãðàëiâ ïî ñèìåòðè÷íèõ ïðîìiæêàõ, ùî ðîçøèðþþòüñÿ. ßêùî

f ∈ L̂ψβ i ïðè öüîìó ϕ ∈ N, äå N ⊂ L̂1, òî áóäåìî çàïèñóâàòè, ùî
f ∈ L̂ψβN. Ïiäìíîæèíè íåïåðåðâíèõ �óíêöié iç L̂ψβ òà L̂ψβN ïîçíà-÷àþòü âiäïîâiäíî ÷åðåç Ĉψβ òà ĈψβN. Êîæíó �óíêöiþ åêâiâàëåíòíó
ϕ(·) ó ñïiââiäíîøåííi (1.2) íàçèâàþòü (ψ, β)-ïîõiäíîþ �óíêöi¨ f(·) iïîçíà÷àþòü fψβ (·).Ó ðîáîòi [1, ñ. 169℄ âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ìíîæèíàìè L̂ψβ i âiäïî-âiäíèìè ìíîæèíàìè 2π-ïåðiîäè÷íèõ �óíêöié Lψβ , ÿêi ðàíiøå ââåäåíîÎ.I. Ñòåïàíöåì (äèâ. [2℄). Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ÿêùî ψ(v) � íåïåðå-ðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0 �óíêöiÿ, β ∈ R i ïåðåòâîðåííÿ ψ̂β(t) âèäó (1.1) ¹ñóìîâíèì íà âñié äiéñíié îñi, òî

L̂ψβL
0
1 = Lψβ , L̂ψβN = LψβN, ĈψβN = CψβN, N ⊂ L0

1,äå L0
1 � ïiäìíîæèíà �óíêöié ϕ(·) ∈ L1, äëÿ ÿêèõ π∫

−π
ϕ(t) dt = 0.×åðåç Ĉψβ,∞ ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó �óíêöié f ∈ ĈψβN óâèïàäêó, êîëè N ¹ îäèíè÷íîþ êóëåþ ïðîñòîðó L̂∞, òîáòî N = Ŝ∞ =

{ϕ ∈ L̂∞ : ‖ϕ‖∞̂ ≤ 1}, à ÷åðåç L̂ψβ,p � ìíîæèíó �óíêöié f ∈ L̂ψβN, êîëè
N ¹ îäèíè÷íîþ êóëåþ ïðîñòîðó L̂p, òîáòî N = Ŝp = {ϕ ∈ L̂p : ‖ϕ‖p̂ ≤
1}, 1 ≤ p̂ <∞.Íåõàé Λ = {λσ

(
v
σ

)
} � ñóêóïíiñòü �óíêöié, íåïåðåðâíèõ ïðè v ≥

0, ùî çàëåæèòü âiä äiéñíîãî ïàðàìåòðà σ. Êîæíié �óíêöi¨ f ∈ L̂ψβïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü âèðàç âèãëÿäó
Uσ(Λ) = Uσ(f, x,Λ)

= A0 +

∞∫

−∞

fψβ (x+ t)
1

π

∞∫

0

ψ(v)λσ
( v
σ

)
cos
(
vt+

βπ

2

)
dv dt, σ > 0, (1.3)ùî îçíà÷à¹ �îðìóëó ïiäñóìîâóâàííÿ äëÿ iíòåãðàëó (1.2).ßêùî

λσ
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)
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1 +

1

4
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2
σ )(1− e−

2
σ )
( v
σ

)
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1
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(1− e−

2
σ )
( v
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e−
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188 Íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ �óíêöié...òî âèðàç (1.3) íàçèâàþòü òðèãàðìîíiéíèì îïåðàòîðîì Ïóàññîíà òàïîçíà÷àþòü ÷åðåç P3,σ(f, x). Â äàíié ðîáîòi òàêi îïåðàòîðè ðîçãëÿäà-þòüñÿ â ðîëi àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ äëÿ �óíêöié f ∈ L̂ψβ .Çàñòîñîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ òâåðäæåííÿ 1.1 ðîáîòè [1, ñ. 169℄ íåâàæ-êî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ÿêùî �óíêöiÿ f ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ, òî P3,σ(f ;x)ñïiâïàäàþòü iç âiäîìèìè òðèãàðìîíiéíèìè iíòåãðàëàìè Ïóàññîíà (äèâ,íàïðèêëàä, [3℄).Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ìíîæèíó íåïåðåðâíèõ îïóêëèõ äîíèçó ïðèâñiõ v ≥ 1 �óíêöié ψ(v), äëÿ ÿêèõ lim
v→∞

ψ(v) = 0. Îñêiëüêè �óíêöi¨ç ìíîæèíè M íåîäíîðiäíi çà øâèäêiñòþ ñïàäàííÿ äî íóëÿ, òî ç öi¹¨ìíîæèíè, çãiäíî ç Î.I. Ñòåïàíöåì, âèäiëèìî ïiäìíîæèíó �óíêöié ψ
M0 =

{
ψ ∈ M : 0 < µ (ψ; t) ≤ K, ∀t ≥ 1

}
,äå µ(t) = µ(ψ; t) = t

η(t)−t , η(t) = η (ψ; t) = ψ−1
(
1
2ψ(t)

), à K � äåÿêàñòàëà, ÿêà, ìîæëèâî, çàëåæèòü âiä ψ.Êîæíó �óíêöiþ ψ ∈ M ïðîäîâæèìî íà ïðîìiæîê [0, 1) òàê, ùîáîòðèìàíà �óíêöiÿ áóëà íåïåðåðâíîþ ïðè âñiõ v ≥ 0, ψ(0) = 0 i ¨ ¨ïîõiäíà ψ′(t) = ψ′(t+0) ìàëà îáìåæåíó âàðiàöiþ íà ïðîìiæêó [0,∞).Ìíîæèíó òàêèõ �óíêöié ïîçíà÷àþòü ÷åðåç A.Ïiäìíîæèíó �óíêöié ψ ∈ A, äëÿ ÿêèõ ∞∫
1

ψ(t)
t dt < ∞, ïîçíà÷àþòü÷åðåç A′.ßêùî ψ ∈ A i ïðè öüîìó íà iíòåðâàëi [1,∞) ψ ∈ M0, òî áóäåìîââàæàòè, ùî ψ ∈ A0.ßêùî ψ ∈ A

′ i β ∈ R, òî, ÿê ïîêàçàíî â [1, ñ.194℄, ïåðåòâîðåííÿ
ψ̂β(t) ¹ ñóìîâíèì íà âñié äiéñíié îñi, òîáòî

∞∫

−∞

|ψ̂β(t)|dt <∞.�îçãëÿíåìî òî÷íi âåðõíi ìåæi âiäõèëåíü âåëè÷èí Uσ(Λ) â ìåòðèöiïðîñòîðó X̂ (X̂ = Ĉ àáî X̂ = L̂p) âiä �óíêöié f ç êëàñiâ N ⊂ X̂, òîáòîíàñòóïíi âåëè÷èíè:
E (N, Uσ(Λ))X̂ = sup

f∈N
‖f(·)− Uσ(f, ·)‖X̂ . (1.4)ßêùî â ÿâíîìó âèãëÿäi çíàéäåíî �óíêöiþ ϕ(σ) = ϕ(N;σ) òàêó,ùî E (N;Uσ)X̂ = ϕ (σ)+o (ϕ (σ)) ïðè σ → ∞, òî, íàñëiäóþ÷è Î.I. Ñòå-ïàíöÿ [2, . 198℄, áóäåìî êàçàòè, ùî ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî äëÿ êëàñó N òà îïåðàòîðà Uσ â ìåòðèöi ïðîñòîðó X̂ .



Ó.Ç. �ðàáîâà, I.Â. Êàëü÷óê 189Â ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî äëÿ îïå-ðàòîðà P3,σ(f ;x) íà êëàñi Ĉψβ,∞ â ìåòðèöi ïðîñòîðó Ĉ, òîáòî çíàéäåíîàñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ âåëè÷èí
E
(
Ĉψβ,∞;P3,σ

)
Ĉ
= sup

f∈Ĉψ
β,∞

‖f(·)− P3,σ(f ; ·)‖Ĉ (1.5)ïðè σ → ∞ i ψ ∈ A0.Âëàñòèâîñòi êëàñiâ L̂ψβN i ĈψβN òà ïîâåäiíêà âåðõíiõ ìåæ âiäõè-ëåíü îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ Fσ äîñëiäæóâàëàñü â ðîáîòàõ [4, 5℄.Äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè âåëè÷èí (1.4) ó âèïàäêó, êîëè àãðåãàòà-ìè íàáëèæåííÿ Uσ(Λ) ¹ iíòåãðàëüíi àíàëîãè ïîëiíîìiàëüíèõ îïåðà-òîðiâ, ùî ïîðîäæóþòüñÿ λ-ìåòîäàìè ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, àñàìå, îïåðàòîðè Çèãìóíäà, Ñò¹êëîâà, �îãîçèíñüêîãî íà êëàñàõ Ĉψβ,∞òà L̂ψβ,1 â ðiâíîìiðíié òà iíòåãðàëüíié ìåòðèêàõ, âèâ÷àëàñü â ðîáîòàõ[6�8℄. Óçàãàëüíåííþ öèõ ðåçóëüòàòiâ íà iíøi ïîäiáíi àãðåãàòè àïðîê-ñèìàöi¨, çîêðåìà îïåðàòîðè Âàëëå Ïóññåíà, ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè [9�11℄,äå â ÿêîñòi îá'¹êòà äîñëiäæåííÿ âèñòóïàëè êëàñè L̂ψβ,p â ìåòðèêàõ ïðî-ñòîðiâ L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞.Ùî ñòîñó¹òüñÿ îïåðàòîðiâ, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ λ-ìåòîäàìè, îçíà-÷åíèìè ñóêóïíiñòþ Λ = {λσ(·)} íåïåðåðâíèõ íà [0,∞) �óíêöié, çà-ëåæíèõ âiä äiéñíîãî ïàðàìåòðà σ, òî òóò âiäìiòèìî ðîáîòè, ïîâ'ÿçàíiiç ðîçâ'ÿçàííÿì çàäà÷i Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî íà êëàñàõ Ĉψβ,∞òà L̂ψβ,1 äëÿ îïåðàòîðiâ Àáåëÿ�Ïóàññîíà [13, 14℄, áiãàðìîíiéíèõ îïå-ðàòîðiâ Ïóàññîíà [15, 16℄ òà îïåðàòîðiâ Âåé¹ðøòðàññà [17℄.Àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi òðèãàðìîíiéíèõ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíàíà êëàñàõ ïåðiîäè÷íèõ �óíêöié âèâ÷àëèñü â ðîáîòàõ [18�23℄.Íà êëàñàõ Ĉψβ,∞ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî ïîíàáëèæåííþ òðèãàðìîíiéíèìè îïåðàòîðàìè Ïóàññîíà â ðiâíîìiðíiéìåòðèöi çíàéäåíî íå áóëî. Òîìó äîñëiäæåííÿ ïî ðîçâ'ÿçàííþ âêàçàíî¨çàäà÷i, ç âèÿâëåííÿì ¨¨ îñîáëèâîñòåé ¹ àêòóàëüíèì.Çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñòàííÿ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà ¹ å�åêòèâíèìòà ïåðñïåêòèâíèì ìåòîäîì ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ùî îïè-ñó¹ çàêîíîìiðíîñòi �îðìóâàííÿ i ðîçâèòêó ÿâèù â òåîði¨ ãàðìîíi÷íèõ�óíêöié [24�27℄.2. Íàáëèæåííÿ êëàñiâ Ĉ
ψ
β,∞ òðèãàðìîíiéíèìèiíòåãðàëàìè ÏóàññîíàÏîêëàäåìî

τ(v) = τσ(v, ψ) =
(
1−

(
1 + γv + θv2

)
e−v
) ψ (σv)

ψ (σ)
, v ≥ 0, (2.1)
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4(3− e−

2
σ )(1− e−

2
σ )σ, θ = 1

8 (1− e−
2
σ )2σ2, �óíêöiÿ ψ(v) âèçíà-÷åíà i íåïåðåðâíà äëÿ âñiõ v ≥ 0. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ψ(v)¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ, îïóêëîþ äîíèçó íà [0, 1] i ìà¹ íåïåðåðâíóäðóãó ïîõiäíó ïðè âñiõ v ≥ 0 çà âèêëþ÷åííÿì òî÷êè v = 1. Ìíîæè-íó �óíêöié ψ ∈ A àáî ψ ∈ A0, ùî ìàþòü âêàçàíi âèùå âëàñòèâîñòiïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç A

∗ àáî A
∗
0.Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié ëåìi.Ëåìà (Â. I. �óêàñîâ [9, . 684℄. Íåõàé ψ ∈ A′, σ > 0, β ∈ R, λσ ∈

Λ, �óíêöi¨
τσ(v) = (1− λσ(v))ψ(v), v ≥ 0,íåïåðåðâíi, à iíòåãðàëè

A(τσ) =
1

π

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

τσ(v) cos

(
vt+

βπ

2

)
dv

∣∣∣∣∣∣
dt (2.2)çáiæíi. Òîäi

E
(
Ĉψβ,∞;Uσ

)
Ĉ
= A(τσ). (2.3)Äîìîâèìîñÿ äàëi ÷åðåç K, Ki, i = 1, 2, ..., ïîçíà÷àòè ñòàëi, âçàãàëiêàæó÷è, ðiçíi â ðiçíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ.Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.Òåîðåìà 2.1. Íåõàé ψ ∈ A∗

0∩A′, �óíêöiÿ g(v) = v3ψ(v) îïóêëà äîãîðèàáî äîíèçó íà [b,∞) , b ≥ 1. Òîäi ïðè σ → ∞ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
E(Ĉψβ,∞;P3,σ)Ĉ = ψ(σ)A(τσ), (2.4)äå iíòåãðàë A(τσ) âèçíà÷à¹òüñÿ �îðìóëîþ (2.2) i äëÿ íüîãî ñïðàâåä-ëèâà îöiíêà

A(τσ) =
2

π

∣∣∣∣ sin
βπ

2

∣∣∣∣
(

1

6σ3ψ(σ)

σ∫

1

v2ψ(v)dv +
1

ψ(σ)

∞∫

σ

ψ(v)

v
dv

)

+O

(
1 +

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

vψ(v)dv

)
. (2.5)Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâà¹ ç ëåìè Â.I. �óêàñîâà, ðiâíiñòü (2.3) âèêî-íó¹òüñÿ òîäi, êîëè iíòåãðàë A(τσ), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ �îðìóëîþ (2.2),çáiæíèé.Äîâåäåííÿ çáiæíîñòi iíòåãðàëà (2.2) áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìóòâåðäæåííi ðîáîòè [28℄.



Ó.Ç. �ðàáîâà, I.Â. Êàëü÷óê 191Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé �óíêöiÿ τ(v) çàäàíà íà [0,∞), àáñîëþòíîíåïåðåðâíà i τ(∞) = 0. Êàæóòü, ùî �óíêöiÿ τ(v) ∈ Ea, ÿêùî ïîõiäíó
τ ′(v) â òèõ òî÷êàõ, äå âîíà íå iñíó¹, ìîæíà äîîçíà÷èòè òàê, ùîáäëÿ äåÿêîãî a ≥ 0 iñíóâàëè iíòåãðàëè a

2∫
0

v|dτ ′(v)|,
∞∫
a
2

|v − a||dτ ′(v)|.Òâåðäæåííÿ A. (Ë. I. Áàóñîâ). Íåõàé τ(v) ∈ Ea i
sin βπ

2 τ(0) = 0. Òîäi äëÿ çáiæíîñòi iíòåãðàëà A(τ), ùî çàäà¹òüñÿðiâíiñòþ (2.2), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çáiãàëèñÿ iíòåãðàëè
∣∣∣∣sin

βπ

2

∣∣∣∣

∞∫

0

|τ(v)|
v

dv,

a∫

0

|τ(a− v)− τ(a+ v)|
v

dv.ßêùî 2
π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣
∞∫
0

|τ(v)|
v dv ≥ 4

π2

a∫
0

|τ(a−v)−τ(a+v)|
v dv, òî

∣∣∣∣A(τ)−
2

π

∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣

∞∫

0

|τ(v)|
v

dv

∣∣∣∣

≤ K

( a∫

0

|τ(a− v)− τ(a+ v)|
v

dv +H(τ)

)
. (2.6)À ÿêùî 2

π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣
∞∫
0

|τ(v)|
v dv ≤ 4

π2

a∫
0

|τ(a−v)−τ(a+v)|
v dv, òî

∣∣∣∣A(τ)−
4

π2

a∫

0

|τ(a− v)− τ(a+ v)|
v

dv

∣∣∣∣

≤ K

( ∣∣∣∣sin
βπ

2

∣∣∣∣

∞∫

0

|τ(v)|
v

dv +H(τ)

)
, (2.7)äå

H(τ) = |τ(0)| + |τ(a)|+

a
2∫

0

v
∣∣dτ ′(v)

∣∣+
∞∫

a
2

|v − a|
∣∣dτ ′(v)

∣∣ . (2.8)Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì À, ïåðåêîíà¹ìîñÿ â çáiæíîñòiíàñòóïíèõ iíòåãðàëiâ:
1
2∫

0

v
∣∣dτ ′(v)

∣∣ , (2.9)
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∞∫

1
2

|v − 1|
∣∣dτ ′(v)

∣∣ , (2.10)
∣∣∣∣sin

βπ

2

∣∣∣∣

∞∫

0

|τ(v)|
v

dv, (2.11)
1∫

0

|τ(1 − v)− τ(1 + v)|
v

dv, (2.12)äå τ(v) � íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0 �óíêöiÿ âèãëÿäó (2.1).Îöiíèìî iíòåãðàë (2.9). Äëÿ öüîãî ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê [0, 12] íà äâi÷àñòèíè: [0, 1σ ] i [ 1σ , 12] (σ > 2b). Âðàõîâóþ÷è, ùî τ ′′(v) ≥ 0 ïðè v ∈[
0, 1σ

], à òàêîæ íåðiâíîñòi
e−v ≤ 1, e−v ≤ 1− v +

v2

2
, v ≥ 0, (2.13)îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

1
σ∫

0

v
∣∣dτ ′(v)

∣∣ =
(
vτ ′(v) − τ(v)

) ∣∣∣
1
σ

0

=
ψ(1)

ψ(σ)

(
1

σ

(
1− γ +

1

σ
(γ − 2θ) +

θ

σ2

)
e−

1
σ − 1+ e−

1
σ +

γ

σ
e−

1
σ +

θ

σ2
e−

1
σ

)

+
ψ′(1− 0)

ψ(σ)

(
1−

(
1 +

γ

σ
+

θ

σ2
))
e−

1
σ

≤ ψ(1)

ψ(σ)

(
1

σ2
(
1

2
− θ) +

1

σ3
(
γ

2
+ θ)

)
+
ψ′(1− 0)

ψ(σ)

(
1−

(
1 +

γ

σ
+

θ

σ2
))
e−

1
σ .Âðàõîâóþ÷è îöiíêè 1

2 − θ ≤ 1
σ ,

γ
2 + θ ≤ 3

2 , òà íåðiâíiñòü
1− e−v − γve−v − θv2e−v ≤ 2

σ2
v +

2

σ
v2 + v3, v ≥ 0, (2.14)îäåðæó¹ìî

1
σ∫

0

v
∣∣dτ ′(v)

∣∣ = O

(
1

σ3ψ(σ)

)
, σ → ∞. (2.15)



Ó.Ç. �ðàáîâà, I.Â. Êàëü÷óê 193ßê âèïëèâà¹ iç ðiâíîñòåé (2.20), (2.21) òà (2.23) ðîáîòè [29℄, ïðè
v ∈

[
1
σ ,

1
2

] ñïðàâåäëèâà îöiíêà
1
2∫

1
σ

v|dτ ′(v)| = O

(
1 +

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

vψ(v)dv

)
, σ → ∞. (2.16)Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.15) òà (2.16), îòðèìó¹ìî

1
2∫

0

v|dτ ′(v)| = O

(
1 +

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

vψ(v)dv

)
, σ → ∞. (2.17)Àíàëîãi÷íî, âðàõîâóþ÷è (2.30) iç [29℄, âñòàíîâëþ¹ìî îöiíêó iíòå-ãðàëà (2.10):

∞∫

1
2

|v − 1||dτ ′(v)| = O(1), σ → ∞. (2.18)Äëÿ îöiíêè iíòåãðàëà (2.11) ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê iíòåãðóâàííÿ
[0,∞) íà äâi ÷àñòèíè: [0, 1σ ], [ 1σ ,∞).Âðàõîâóþ÷è �îðìóëó (2.1), íåðiâíîñòi (2.14) òà âëàñòèâîñòi �óíê-öi¨ ψ(v) (ψ(v) ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà [0, 1]), îòðèìó¹ìî

1
σ∫

0

|τ(v)|
v

dv =
1

ψ(σ)

1
σ∫

0

(1− e−v − γve−v − θv2e−v)ψ(σv)
dv

v

≤ ψ(1)

ψ(σ)

1
σ∫

0

(
2

σ2
+

2

σ
v + v2

)
dv ≤ K

σ3ψ(σ)
. (2.19)Òîäi, âðàõîâóþ÷è (2.19) òà îöiíêè (2.33) òà (2.35) ðîáîòè [29℄, ìà-òèìåìî

∞∫

0

|τ(v)|
v

dv =
1

6σ3ψ(σ)

σ∫

1

v2ψ(v)dv +
1

ψ(σ)

∞∫

σ

ψ(v)

v
dv

+O

(
1 +

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

vψ(v)dv

)
, σ → ∞. (2.20)



194 Íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ �óíêöié...Äîâåäåííÿ çáiæíîñòi iíòåãðàëà (2.12) ïðîâåäåìî çà ñõåìîþ, çàïðî-ïîíîâàíîþ â ðîáîòi [13℄. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.1) çíàõîäèìî
τ(1− v) =

(
1− (1 + γ(1− v) + θ(1− v)2)e−(1−v)ψ((σ(1 − v))

ψ(σ)
, v ≤ 1,(2.21)

τ(1 + v) =
(
1− (1 + γ(1 + v) + θ(1 + v)2)e−(1+v

)ψ((σ(1 + v))

ψ(σ)
, v ≥ −1.(2.22)Çàïèøåìî iíòåãðàë (2.11) ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ:

1∫

0

|τ(1− v)− τ(1 + v)|
v

dv

=

1− 1
σ∫

0

|τ(1 − v)− τ(1 + v)|
v

dv +

1∫

1− 1
σ

|τ(1− v)− τ(1 + v)|
v

dv. (2.23)Îöiíèìî ïåðøèé äîäàíîê iç ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.23). Ç öi¹þ ìåòîþäîäàìî i âiäíiìåìî ïiä çíàêîì ìîäóëÿ â ïiäiíòåãðàëüíié �óíêöi¨ âå-ëè÷èíó
(
1 + γ(1 − v) + θ(1− v)2

)
e−(1−v) −

(
1 + γ(1 + v) + θ(1 + v)2

)
e−(1+v),âíàñëiäîê ÷îãî îäåðæèìî

1− 1
σ∫

0

|τ(1− v)− τ(1 + v)|
v

dv ≤
1− 1

σ∫

0

|e−1+v − e−1−v

+γ(1− v)e−1+v − γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v|dv
v

+

1− 1
σ∫

0

|τ(1−v)−τ(1+v)+e−1+v−e−1−v+γ(1−v)e−1+v−γ(1+v)e−1−v

+θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v|dv
v
. (2.24)Äëÿ ïåðøîãî iíòåãðàëà iç (2.24) î÷åâèäíà îöiíêà

1− 1
σ∫

0

|e−1+v − e−1−v + γ(1 − v)e−1+v
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−γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v |dv

v
= O(1). (2.25)Îöiíèìî òåïåð äðóãèé iíòåãðàë ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (2.24).Çãiäíî ç (2.21) i (2.22), ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

(
1+γ(1−v)+θ(1−v)2

)
e−(1−v) = 1− ψ(σ)

ψ(σ(1 − v))
τ(1−v), v ≤ 1, (2.26)

(
1 + γ(1 + v) + θ(1 + v)2

)
e−(1+v) = 1− ψ(σ)

ψ(σ(1 + v))
τ(1 + v), v ≥ −1.(2.27)Òîìó

1− 1
σ∫

0

∣∣τ(1− v)− τ(1 + v) + e−1+v − e−1−v

+γ(1− v)e−1+v − γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v∣∣dv
v

≤
1− 1

σ∫

0

∣∣τ(1−v)
∣∣
∣∣∣1− ψ(σ)

ψ(σ(1 − v))

∣∣∣dv
v

+

1− 1
σ∫

0

∣∣τ(1+v)
∣∣
∣∣∣1− ψ(σ)

ψ(σ(1 + v))

∣∣∣dv
v
.(2.28)Äàëi íàì íåîáõiäíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.Òâåðäæåííÿ B. (Ë. I. Áàóñîâ [28℄). ßêùî τ(v) ∈ Ea, òî

|τ(v)| ≤ H(τ),äå âåëè÷èíà H(τ) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.8).Îñêiëüêè ç óðàõóâàííÿì îöiíîê (2.17) òà (2.18) ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî�óíêöiÿ τ(v) ∈ E1, òî, âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ Â, ìà¹ìî
1− 1

σ∫

0

|τ(1− v)|
∣∣∣∣1−

ψ(σ)

ψ(σ(1 − v))

∣∣∣∣
dv

v
+

1− 1
σ∫

0

|τ(1 + v)|
∣∣∣∣1−

ψ(σ)

ψ(σ(1 + v))

∣∣∣∣
dv

v

= H(τ)O

(1− 1
σ∫

0

|ψ(σ(1 − v))− ψ(σ)|
vψ(σ(1 − v))

dv +

1− 1
σ∫

0

|ψ(σ(1 + v)) − ψ(σ)|
vψ(σ(1 + v))

dv

)
.(2.29)



196 Íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ �óíêöié...Âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ íàâåäåíi ïðè îöiíþâàííi iíòåãðàëiâ(28) òà (29) ðîáîòè [13℄ îäåðæèìî, ùî ïðè σ → ∞

I1,σ :=

1− 1
σ∫

0

|ψ(σ(1 − v))− ψ(σ)|
vψ(σ(1 − v))

dv = O(1), (2.30)
I2,σ :=

1− 1
σ∫

0

|ψ(σ(1 + v))− ψ(σ)|
vψ(σ(1 + v))

dv = O(1), (2.31)äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî σ.Ïî¹äíóþ÷è (2.24)�(2.31), ïðè σ → ∞ îòðèìó¹ìî
1− 1

σ∫

0

|τ(1− v)− τ(1 + v) + e−1+v − e−1−v

≤ γ(1 − v)e−1+v − γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v|dv
v

= H(τ)O(1). (2.32)Çãiäíî ç (2.17), (2.18) äëÿ âåëè÷èíè H(τ), ùî îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ(2.8), ñïðàâåäëèâà îöiíêà
H(τ) = O

(
1 +

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

vψ(v)dv

)
, σ → ∞. (2.33)Iç (2.24), âðàõîâóþ÷è îöiíêè (2.25), (2.32) òà (2.33) ìà¹ìî

1− 1
σ∫

0

|τ(1 − v)− τ(1 + v)|
v

dv = O

(
1 +

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

vψ(v)dv

)
, σ → ∞.(2.34)Îöiíèìî äðóãèé iíòåãðàë iç (2.23). Äëÿ öüîãî âiäíiìåìî i äîäàìîïiä çíàêîì ìîäóëÿ â ïiäiíòåãðàëüíié �óíêöi¨ âåëè÷èíó

ψ(σ(1 − v))

ψ(1)
×

×
((

1+ γ(1− v)+ θ(1− v)2
)
e−(1−v) −

(
1+ γ(1+ v)+ θ(1+ v)2

)
e−(1+v)

)
.
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σ , 1
] �óíêöi¨ ψ (σ(1−v)),îäåðæèìî

1∫

1−1
σ

|τ(1−v)− τ(1+v)| dv
v

≤ 1

ψ(1)

1∫

1−1
σ

ψ (σ(1−v))
∣∣∣e−1+v − e−1−v

+γ(1− v)e−1+v − γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v
∣∣∣dv
v

+

1∫

1− 1
σ

∣∣∣τ(1− v)− τ(1 + v) +
ψ (σ(1− v))

ψ(1)

(
e−1+v − e−1−v

+γ(1− v)e−1+v − γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v
)∣∣∣dv
v

≤
1∫

1− 1
σ

∣∣∣e−1+v − e−1−v + γ(1− v)e−1+v − γ(1 + v)e−1−v

+θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v
∣∣∣dv
v

+

1∫

1− 1
σ

∣∣∣τ(1− v)− τ(1+ v)+
ψ (σ(1 − v))

ψ(1)

(
e−1+v − e−1−v+ γ(1− v)e−1+v

−γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v
)∣∣∣dv
v
. (2.35)Î÷åâèäíî, ùî ìà¹ ìiñöå îöiíêà

1∫

1− 1
σ

|e−1+v − e−1−v + γ(1− v)e−1+v

−γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v |dv
v

= O(1). (2.36)Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.26) òà (2.27), à òàêîæ òâåðäæåííÿÂ, îòðèìà¹ìî
1∫

1− 1
σ

∣∣∣τ(1− v)− τ(1 + v) +
ψ (σ(1− v))

ψ(1)

(
e−1+v − e−1−v + γ(1− v)e−1+v
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−γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v

)∣∣∣dv
v

= H(τ)O

( 1∫

1− 1
σ

∣∣∣∣1−
ψ(σ)

ψ(1)

∣∣∣∣
dv

v
+

1∫

1− 1
σ

∣∣∣∣1−
ψ (σ(1− v))ψ(σ)

ψ(1)ψ (σ(1 + v))

∣∣∣∣
dv

v

)
,(2.37)äå H (τ) îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.8). Òîäi, âðàõîâóþ÷è îöiíêè (34) i(35) ðîáîòè [13℄, îäåðæèìî

1∫

1− 1
σ

∣∣∣τ(1− v)− τ(1 + v) +
ψ (σ(1− v))

ψ(1)

(
e−1+v − e−1−v + γ(1− v)e−1+v

−γ(1 + v)e−1−v + θ(1− v)2e−1+v − θ(1 + v)2e−1−v
)∣∣∣dv

v

= H(τ)O(1), σ → ∞. (2.38)Âðàõîâóþ÷è (2.36), (2.38), à òàêîæ îöiíêè iíòåãðàëiâ (2.17), (2.18)îòðèìó¹ìî
1∫

1− 1
σ

|τ(1− v)− τ(1 + v)|
v

dv = O

(
1 +

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

vψ(v)dv

)
. (2.39)Ç ðiâíîñòi (2.23), ïî¹äíóþ÷è (2.34) òà (2.39) îäåðæèìî îöiíêó ií-òåãðàëà

1∫

0

|τ(1− v)− τ(1 + v)|
v

dv = O

(
1 +

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

vψ(v)dv

)
, σ → ∞.(2.40)Òàêèì ÷èíîì, çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ À, ïðèõîäèìî äî âèñíîâ-êó, ùî ïåðåòâîðåííÿ τ̂β(t) �óíêöi¨ τ(v), çàäàíî¨ �îðìóëîþ (2.1), ñó-ìîâíå íà âñié ÷èñëîâié îñi. Iç íåðiâíîñòåé (2.6) i (2.7), ç óðàõóâàí-íÿì �îðìóë (2.17), (2.18), (2.20) i (2.40), îòðèìó¹ìî îöiíêó âåëè÷èíè

A(τσ), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ �îðìóëîþ (2.4). Òåîðåìó äîâåäåíî.Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè äîâåäåííÿ, ùî âèêîðèñòàíi â ðîáîòàõ [29,30℄, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â ñïðàâåäëèâîñòi íàñòóïíèõ íàñëiäêiâ.
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2 6= 0 i

lim
t→∞

α(t) = ∞, äå α(t) = ψ(t)
t|ψ′(t)| , òî ïðè σ → ∞ ìà¹ ìiñöå àñèìïòî-òè÷íà ðiâíiñòü

E(Ĉψβ,∞;P3,σ)Ĉ =
2

π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣
∞∫

σ

ψ(v)

v
dv +O (ψ(σ)) . (2.41)Ïðèêëàäîì �óíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó 2.1 ¹ �óí-êöi¨ ψ ∈ A∗, ÿêi íà ïðîìiæêó [1,∞) ìàþòü âèãëÿä ψ(v) = 1

lnα(v+K) , äå
α > 1, K > 0.Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé ψ ∈ A

∗
0, sin βπ

2 6= 0, �óíêöiÿ v3ψ(v) îïóêëàäîãîðè àáî äîíèçó íà [b,∞), b ≥ 1, iñíó¹ lim
t→∞

α(t), äå α(t) = ψ(t)
t|ψ′(t)| , i

lim
v→∞

v3ψ(v) = ∞,

lim
σ→∞

1

σ3ψ(σ)

σ∫

1

v2ψ(v)du = ∞,òîäi ïðè σ → ∞ ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü
E(Ĉψβ,∞;P3,σ)Ĉ =

1

3π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣ 1
σ3

σ∫

1

v2ψ(v)dv +O (ψ(σ)) . (2.42)Âiäìiòèìî, ùî óìîâè íàñëiäêó 2.2 çàäîâîëüíÿþòü, íàïðèêëàä, �óí-êöi¨ ψ ∈ A∗, ÿêi ïðè v ≥ 1 ìàþòü âèãëÿä ψ(v) = 1
v3

lnα(v + K),
K > 0, α > 0.Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé ψ ∈ A

∗
0, sin βπ

2 6= 0, �óíêöiÿ v3ψ(v) îïóêëàäîíèçó íà [b,∞), b ≥ 1, i
lim
v→∞

v3ψ(v) = K <∞,

lim
σ→∞

σ∫

1

v2ψ(v)dv = ∞,òîäi ïðè σ → ∞ ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü
E(Ĉψβ,∞;P3,σ)Ĉ =

1

3π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣ 1
σ3

σ∫

1

v2ψ(v)dv +O

(
1

σ3

)
. (2.43)
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∗, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå íàñëiäîê 2.3,¹ �óíêöi¨, ÿêi ïðè v ≥ 1 ìàþòü âèãëÿä ψ(v) = 1

v3
arctg v, ψ(v) =

= 1
v3
(K + e−v), ψ(v) = 1

v3
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