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Ïðî ðîçâ'ÿçàííÿ óñêëàäíåííîãî áiãàðìîíi÷íîãîðiâíÿííÿ ó îäíi¹¨ ãiäðîïðóæíî¨ çàäà÷iÞðié Ì. Êîíîíîâ(Ïðåäñòàâëåíà �. Ì. Òàðàíöåì)Àíîòàöiÿ. Â ëiíiéíié ïîñòàíîâöi ðîçãëÿíóòà ãiäðîïðóæíà çàäà÷àïðî âiëüíi êîëèâàííÿ òîíêî¨ ïëàñòèíè, ÿêà ãîðèçîíòàëüíî ðîçäiëÿ¹iäåàëüíi íåñòèñëèâi ðiäèíè ðiçíî¨ ãóñòèíè â æîðñòêîìó öèëiíäðè÷íî-ìó ðåçåðâóàði äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ óñê-ëàäíåíîãî íåîäíîðiäíîãî áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ áóëî âèêîðèñòà-íî �óíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðiøåíü áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ (ÔÑ�)òà âëàñíi �îðìè êîëèâàíü iäåàëüíî¨ ðiäèíè â öèëiíäðè÷íié ïîðîæ-íèíi. Îòðèìàíî ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ äëÿ äîâiëüíèõ ñïîñîáiâ çàêðiï-ëåííÿ êîíòóðó ïëàñòèíè. Íà ïðèêëàäi çàòèñíóòî¨ ïëàñòèíè ïðîâåäå-íî ñïðîùåííÿ ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäàííÿ îäíî-ðiäíîãî áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ íà äâà ãàðìîíi÷íèõ ðiâíÿíü òà çàäîïîìîãîþ �îðìóëè �ðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïîêàçàíî, ùî âöüîìó âèïàäêó ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ íå çàëåæèòü âiä ÔÑ�, ùî çíà÷íîñïðîñòèëî öå ðiâíÿííÿ, òàê ÿê ÔÑ� çàëåæèòü âiä íåâiäîìî¨ ÷àñòîòè.Îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíó �îðìó äëÿ âèïàäêiâ ïðÿìîãî êðóãî-âîãî öèëiíäðó òà ïðÿìîêóòíîãî êàíàëó i äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ çái-ãà¹òüñÿ ç ðàíiøå îòðèìàíèìè ðiâíÿííÿìè. Ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿíåñèìåòðè÷íèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ïëàñòèíè òà ìåìáðàíè i îñåñèìåò-ðè÷íèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ìåìáðàíè â êðóãîâîìó öèëiíäði. Íàâåäåíîíàáëèæåíó �îðìóëó äëÿ âåëèêèõ ÷àñòîò, à òàêîæ íàáëèæåíi óìîâèñòiéêîñòi êîëèâàíü ïëàñòèíè i ìåìáðàíè.2010 MSC. 74E10.Êëþ÷îâi ñëîâà òà �ðàçè. �iäðîïðóæíiñòü, òîíêà ïëàñòèíà, ìåì-áðàíà, iäåàëüíà íåñòèñëèâà ðiäèíà, âiëüíà ïîâåðõíÿ, êðàéîâà çàäà-÷à, óñêëàäíåíå áiãàðìîíi÷íå ðiâíÿííÿ, �îðìóëè �ðiíà äëÿ îïåðàòîðàËàïëàñà, ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ, ñòiéêiñòü.1. ÂñòóïÊðàéîâi çàäà÷i ãiäðîïðóæíîñòi âiäíîñÿòüñÿ äî ÷èñëà äîñèòü ñêëàä-íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ �içèêè, îñêiëüêè ïîòðåáóþòü ñóìiñíî ðîçâ'ÿ-Ñòàòòÿ íàäiéøëà â ðåäàêöiþ 17.04.2023ISSN 1810 � 3200. © Iíñòèòóò ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
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204 Ïðî ðîçâ'ÿçàííÿ óñêëàäíåííîãî áiãàðìîíiéíîãî...çàííÿ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òåîði¨ ïðóæ-íîñòi òà ãiäðîìåõàíiêè. Â äàíèé ÷àñ ¹ äîñèòü âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò,â ÿêèõ ïðîâîäÿòüñÿ ðiçíi äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ãiäðîïðóæíîñòi. Íàâå-äåìî ëèøå ðîáîòè, ÿêi íàéáëèæ÷i äî ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i òà ñòàòòiîñòàííiõ ðîêiâ. Ó âñiõ ïåðåëi÷åíèõ äàëi ðîáîòàõ ãiäðîïðóæíà çàäà÷àðîçãëÿäà¹òüñÿ â ëiíiéíié ïîñòàíîâöi, ðiäèíà ââàæà¹òüñÿ âàæêîþ, iäå-àëüíîþ i íåñòèñëèâîþ, ïëàñòèíà � ïðóæíîþ i òîíêîþ, à ïîðîæíèíà� òâåðäîþ. Ó ìîíîãðà�i¨ [1℄ ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ïðî ðóõ òâåðäîãî òiëàç ïîðîæíèíîþ, ÿêà ìiñòèòü ðiäèíó íà âiëüíié ïîâåðõíi ÿêî¨ ðîçòàøî-âàíà ïðóæíà ïëàñòèíà. Äàíî ðîçâ'ÿçàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i ãiäðîïðóæ-íîñòi òà ðîçãëÿíóòî íèçêó îêðåìèõ âèïàäêiâ. Ñòàòòÿ [2℄ ïðèñâÿ÷åíàäîñëiäæåííþ âiëüíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü äâîøàðîâî¨ ðiäèíèó ïðÿìîìó êîàêñiàëüíîìó öèëiíäði ç ïðóæíèìè îñíîâàìè ó âèãëÿäiêiëüöåâèõ ïëàñòèí. Îòðèìàíî ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ i ïðîâåäåíî éîãî äî-ñëiäæåííÿ äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ. �îáîòà [3℄ óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàòèñòàòòi [2℄ íà âèïàäîê íåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü. Íà ïðèêëàäi îäíîðiä-íî¨ ðiäèíè ç âiëüíîþ ïîâåðõíåþ òà ïðóæíèì äíîì ó âèãëÿäi ìåìáðàíèàíàëiòè÷íî òà ÷èñåëüíî ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ÷àñòîòíîãî ñïåêòðó.Ó ñòàòòi [4℄ óçàãàëüíåíà çàäà÷à Ë. Ì. Ñðåòåíñüêîãî i çàäà÷à ïðî êîëè-âàííÿ �içè÷íîãî ìàÿòíèêà íà âèïàäîê áàãàòîøàðîâî¨ ðiäèíè, ðîçäi-ëåíî¨ ïðóæíèìè ïëàñòèíàìè. Ç äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ïîòåíöiàëüíî¨åíåðãi¨ (çàäà÷à Ë. Ì. Ñðåòåíñüêîãî) i çìiíåíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨(�içè÷íèé ìàÿòíèê) îòðèìàíî óìîâè ñòiéêîñòi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.Áiëüø äåòàëüíi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíi äëÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíèäîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó. Çàäà÷à ïðî âiëüíi îñåñèìåòðè÷íi êî-ëèâàííÿ êðóãîâî¨ ìåìáðàíè, ðîçòàøîâàíî¨ íà âiëüíié ïîâåðõíi ðiäèíèâ ïðÿìîìó êðóãîâîìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði, ðîçãëÿíóòà â [5℄. Çóðàõóâàííÿì äâîõ ÷ëåíiâ ó ðÿäi ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ îòðèìàíî íà-áëèæåíi óìîâè ñòiéêîñòi ñïiëüíèõ êîëèâàíü ìåìáðàíè i ðiäèíè. Çà-ïðîïîíîâàíî àëãîðèòì, ùî äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè òî÷íi óìîâè ñòiéêîñòi.Âiäçíà÷à¹òüñÿ, ùî óðàõóâàííÿ äâîõ ÷ëåíiâ ðÿäó ó ÷àñòîòíîìó ðiâ-íÿííi äà¹ äîñòàòíþ äëÿ ïðàêòèêè òî÷íiñòü. Çàäà÷à ïðî âiëüíi ïëîñêiêîëèâàííÿ ïëàñòèíè, ÿêà ãîðèçîíòàëüíî ðîçäiëÿ¹ ðiäèíè ðiçíî¨ ãóñòè-íè â ó òâåðäîìó ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi ç ïðóæíîþ âåðõíüîþ îñíîâîþó âèãëÿäi ïëàñòèíè, äîñëiäæåíà â [6℄. Çà âiäñóòíîñòi âåðõíüî¨ îñíîâè(âèïàäîê íàÿâíîñòi âiëüíî¨ ïîâåðõíi ó ðiäèíè) îòðèìàíi íàáëèæåíióìîâè ñòiéêîñòi ñïiëüíèõ êîëèâàíü ïëàñòèíè i ðiäèíè. Ó ñòàòòi [7℄ðîçâ'ÿçàíà ïëîñêà çàäà÷à ïðî âiëüíi êîëèâàííÿ ðiäèíè â òâåðäîìóïðÿìîêóòíîìó êàíàëi ç òâåðäîþ âåðõíüîþ îñíîâîþ i ïðóæíèì äíîìó âèãëÿäi ïðÿìîêóòíî¨ ìåìáðàíè. Äëÿ ïàðíèõ òà íåïàðíèõ ÷àñòîòâèâåäåíî íàáëèæåíó �îðìóëó ç ÿêî¨ îòðèìàíî íàáëèæåíi óìîâè ñòié-êîñòi êîëèâàíü ìåìáðàíè òà ðiäèíè. Âèâåäåíî òî÷íi óìîâè ñòiéêîñòi,



Þ. Ì. Êîíîíîâ 205ÿêi çáiãàþòüñÿ ç ãiäðîñòàòè÷íèìè óìîâàìè ñòiéêîñòi. �îáîòà [8℄ óçà-ãàëüíþþ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [7℄ íà âèïàäîê ïðóæíîãî äíà ó âèãëÿäiçàòèñíóòî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè.Âèêîðèñòàííÿ �óíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðiøåíü áiãàðìîíi÷íîãîðiâíÿííÿ (ÔÑ�) òà âëàñíèõ �îðì êîëèâàíü iäåàëüíî¨ ðiäèíè ó çàäà÷ãiäðîïðóæíîñòi âïåðøå áóëî âèêîðèñòàíî ó ðîáîòàõ Ë. Ñ. Ëåéáåíçîíà(1951), à ïîòiì ó ðîáîòàõ Ë. Â. Äîêó÷à¹âà (1971) [1℄. Öåé ïiäõiä áóâçàñòîñîâàíèé â ñòàòòÿõ [1�8℄ òà â áàãàòüîõ iíøèõ. Îñíîâíà ñêëàäíiñòüçàñòîñóâàííÿ öüîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ÔÑ� çàëåæèòü âiäíåâiäîìî¨ ÷àñòîòè êîëèâàíü ïëàñòèíè òà ðiäèíè i ïîòðåáó¹ ðîçãëÿäà-òè óñi ìîæëèâi âàðiàíòè ÔÑ�. Âïåðøå ñïðîùåííÿ ÷àñòîòíîãî ðiâíÿí-íÿ áóëî âèêîíàíî ó ñòàòòi [9℄ â ïëîñêié çàäà÷i î êîëèâàííi ïðóæíî¨ìåìáðàíè íà âiëüíié ïîâåðõíi iäåàëüíî¨ ðiäèíè ó ïðÿìîêóòíîìó êà-íàëi, êîëè òðèãîíîìåòðè÷íi �óíêöi¨ áóëè ðîçêëàäåíi íà íàéïðîñòiøiäðîáè, à òàêîæ ó ðîáîòi [10℄.Öÿ ñòàòòÿ óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [5℄ íà âèïàäîê æîðñòêîãîöèëiíäðè÷íîãî ðåçåðâóàðó äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó òà âåðõ-íüî¨ ðiäèíè ç âiëüíîþ ïîâåðõíåþ. Ó íié ïðîäîâæåíi äîñëiäæåííÿ, ÿêiáóëè ðîçïî÷àòi ó ðîáîòàõ [1�9℄ ó ÿêèõ áóâ çàñòîñîâàíèé ïiäõiä âèêî-ðèñòàííÿ ÔÑ�, ùî óñêëàäíþâàëî, à ÷àñîì óíåìîæëèâëþâàëî ïðîâå-äåííÿ àíàëiòè÷íèõ äîñëiäæåíü ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ. Â äàíié ðîáîòiíà ïðèêëàäi çàòèñíóòî¨ ïëàñòèíè ïðîâåäåíî ñïðîùåííÿ ÷àñòîòíîãîðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäàííÿ îäíîðiäíîãî áiãàðìîíi÷íîãî ðiâ-íÿííÿ íà äâà ãàðìîíi÷íèõ ðiâíÿíü òà çà äîïîìîãîþ �îðìóëè �ðiíàäëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïîêàçàíî, ùî â öüîìó âèïàäêó ÷àñòîòíå ðiâ-íÿííÿ íå çàëåæèòü âiä ÔÑ�, ùî çíà÷íî ñïðîñòèëî öå ðiâíÿííÿ, òàêÿê ÔÑ� çàëåæèòü âiä íåâiäîìî¨ ÷àñòîòè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i�îçãëÿíåìî êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ òîíêî¨ ïëàñòèíè, ÿêà ãîðèçîíòàëü-íî ïîäiëÿ¹ iäåàëüíi íåñòèñëèâi ðiäèíè ç ãóñòèíîþ ρi (i = 1, 2) â òâåðäî-ìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó. Ïëà-ñòèíà ìà¹ ïîñòiéíó çãèíàëüíó æîðñòêiñòü D i ñõèëüíà äî ðîçòÿãóþ÷èõòà ñòèñêàþ÷èõ çóñèëü â ñåðåäèííié ïîâåðõíi iíòåíñèâíîñòi T . Êîíòóðïëàñòèíè ìîæå ìàòè äîâiëüíå çàêðiïëåííÿ, íàïðèêëàä, áóòè çàòèñíå-íèì, îïåðòèì àáî âiëüíèì. Âåðõíÿ ðiäèíà ãóñòèíè ρ1 çàïîâíþ¹ êàíàëäî ãëèáèíè h1, à íèæíÿ ðiäèíà ãóñòèíè ρ2 äî ãëèáèíè h2. Âåðõíÿðiäèíà ìà¹ âiëüíó ïîâåðõíþ. Ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ðîçòàøó¹ìîòàê, ùîá ïëîùèíà Oxy ïåðåáóâàëà íà íåçáóðåíié ñåðåäèííié ïîâåðõíiïëàñòèíè, à âiñü Oz � ïðîòèëåæíî âåêòîðó ïðèñêîðåííÿ ñèëè òÿæií-íÿ −→g (ðèñ. 1). Êîëèâàííÿ ïëàñòèíè i ðiäèíè áóäåìî ðîçãëÿäàòè â



206 Ïðî ðîçâ'ÿçàííÿ óñêëàäíåííîãî áiãàðìîíiéíîãî...ëiíiéíié ïîñòàíîâöi, ââàæàþ÷è ñóìiñíi êîëèâàííÿ ïëàñòèíè i ðiäèíèáåçâiäðèâíèìè, òîáòî áåç êàâiòàöi¨, à ðóõè ðiäèí ïîòåíöiàëüíèìè.

�èñ. 1.�iâíÿííÿ êîëèâàíü ïëàñòèíè i ðiäèíè ìàþòü âèãëÿä [3�5℄:
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∂Φ1
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WdS = 0; W,∇W <∞, (4)
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=
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,
∂Φ1

∂t
+ gζ = 0 ïðè z = h1;

∂Φ2

∂z
= 0 ïðè z = −h2. (5)Òóò m0 = ρ0δ0; W (x, y, t), ρ0, δ0 � âiäïîâiäíî íîðìàëüíèé ïðîãèí,ãóñòèíà i òîâùèíà ïëàñòèíè; ∆ρ = ρ2 − ρ1; Φi (x, y, z, t) � ïîòåíöiàëøâèäêîñòåé i-î¨ ðiäèíè (i = 1, 2); ∆2 � äâîâèìiðíèé îïåðàòîð Ëàïëà-ñà; ~ν � îðò çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ái÷íî¨ ïîâåðõíi Σ; γ � êîíòóð îáëàñòi

S; z = ζ (x, y, t) � �îðìà âiëüíî¨ ïîâåðõíi âåðõíüî¨ ðiäèíè; L1 i L2 �äè�åðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ãðàíè÷íèõ óìîâ çàêðiïëåííÿ ïëàñòèíè íàêîíòóði γ; íàïðèêëàä, ó âèïàäêó çàòèñíóòî¨ ïëàñòèíè îïåðàòîð L1áóäå îäèíè÷íèì, à L2 =
∂
∂~ν .



Þ. Ì. Êîíîíîâ 2073. Ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿÏðåäñòàâèìî �óíêöi¨ Φi (x, y, t) i ζ (x, y, t) ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíèõðÿäiâ Ôóð'¹ çà âëàñíèìè �óíêöiÿìè ψn (x, y):
Φi (x, y, t) =

∞∑

n=1

[
Ain (t) e

knz +Bin (t) e
−knz

]
ψn (x, y) (i = 1, 2), (6)

ζ (x, y, t) =

∞∑

n=1

ζn (t)ψn (x, y) , (7)äå ψn i kn � âëàñíi �óíêöi¨ i âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi ÷èñëà êîëèâàíüiäåàëüíî¨ ðiäèíè â öèëiíäðè÷íié ïîðîæíèíi äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãîïåðåðiçó. Âîíè çíàõîäÿòüñÿ ç íàñòóïíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:
∆2ψn + k2nψn = 0 íà S, ∂ψn

∂ν

∣∣∣∣
γ

= 0.Âiäîìî, ùî öÿ êðàéîâà çàäà÷à åêâiâàëåíòíà iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþÔðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì, çâiäêè âèïëèâà¹ iñíóâàí-íÿ ëi÷èëüíèõ çíà÷åíü kn i âiäïîâiäíèõ ¨ì �óíêöié ψn. Âëàñíi �óíêöi¨
ψn ëiíiéíî íåçàëåæíi, îðòîãîíàëüíi íà îáëàñòi S i ïiñëÿ ïðè¹äíàííÿäî íèõ äîâiëüíî¨ êîíñòàíòè ñòàþòü ïîâíèìè íà S [11℄.Íåñêií÷åííi ðÿäè â (6)�(7) áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíè ñõîäÿòüñÿàáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî âiäïîâiäíî â îáëàñòi S íà êiíöåâîìó iíòåðâàëi÷àñó ðàçîì çi ñâî¨ìè äðóãèìè ïîõiäíèìè ïî x, y, t [11℄.Ïiäñòàâèâøè ðÿäè (6)�(7) â (2) i (5) òà, ñêîðèñòàâøèñü îðòîãî-íàëüíiñòþ �óíêöié ψn, îòðèìà¹ìî:

A2n =
Ẇne

κ2n

2kn sinhκ2n
, B2n =

Ẇne
−κ2n

2kn sinhκ2n
. (8)Òóò

Wn =
1

N2
n

∫

S
WψndS, N2

n =

∫

S
ψ2
ndS, κin = hikn. (9)Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (6)�(9), ðiâíÿííÿ (1) íàáóäå âèãëÿäó

m0
∂2W

∂t2
+D∆2

2W − T∆2W + g∆ρW =

∞∑

n=1

bnζ̈n − anẄn

kn
ψn +Q, (10)äå an = ρ1 coth κ1n + ρ2 coth κ2n, bn = ρ1/ sinhκ1n.Iç äðóãîãî ñïiââiäíîøåííÿ ó (5) i ñïiââiäíîøåíü (9) ìà¹ìî

ζ̈n + σ2nζn −
Ẅn

cosh κ1n
= 0. (11)



208 Ïðî ðîçâ'ÿçàííÿ óñêëàäíåííîãî áiãàðìîíiéíîãî...Òóò σ2n = gkn tanhκ1n � êâàäðàò ÷àñòîòè êîëèâàíü âiëüíî¨ ïîâåðõíiâåðõíüî¨ ðiäèíè â âèïàäêó àáñîëþòíî æîðñòêî¨ ïëàñòèíè (W ≡ 0).Òàêèì ÷èíîì, ñïiëüíi êîëèâàííÿ ïëàñòèíè i ðiäèíè ç âiëüíîþ ïî-âåðõíåþ çíàõîäÿòüñÿ ç ñèñòåìè iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (9)�(11), ãðàíè÷íèõ óìîâ (3), ç ïåðøî¨ óìîâè íåñòèñëèâîñòi ðiäèíè (4) içàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ.4. Êðàéîâà çàäà÷à âëàñíèõ ñóìiñíèõ êîëèâàíüïëàñòèíè i ðiäèíèÄëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ñïiëüíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ïëàñòèíè iðiäèíè ïîêëàäåìî
W (x, y, t) = w (x, y) eiωt, ζ (x, y, t) = ζ̃ (x, y) eiωt, Q = C0e

iωt, (12)äå ω � ÷àñòîòà öèõ êîëèâàíü.Ïiäñòàâèâøè (12) â (9)�(11), â ãðàíè÷íi óìîâè (3) i (4), áóäåìîìàòè:
∆2

2w − 2P∆2w + q =
ω2

D

∞∑

n=1

a∗nwn
kn

ψn + C, (13)
wn =

1

N2
n

∫

S
wψndS, (14)

∫

S
wds = 0 i w,∇w <∞, (15)

(Lp [w])|γ = 0, (p = 1, 2). (16)Òóò P = T/2D, q =
(
g∆ρ−m0ω

2
)
/D, a∗n = an − b̃n, C = C0/D,

b̃n =
ω2bn

(ω2 − σ2n) cosh κ1n
=

2ω2ρ1
(ω2 − σ2n) sinh 2κ1n

.Îòæå, âëàñíi ÷àñòîòè è �îðìè ñïiëüíèõ êîëèâàííÿ ïëàñòèíè iðiäèíè çíàõîäÿòüñÿ ç ñèñòåìè iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (13)�(15) i ãðàíè÷íèõ óìîâ (16).�îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (13) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi
w =

4∑

k=1

A0
kw

0
k +

∞∑

n=1

C̃nψn + w0, (17)äå w0
k (k = 1, 4) � �óíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãîðiâíÿííÿ (13)

∆2
2w

0
k − 2P∆2w

0
k + qw0

k = 0. (18)



Þ. Ì. Êîíîíîâ 209Êîíñòàíòè C̃n i w0 âèðàçèìî ÷åðåç íåâiäîìi êîíñòàíòè A0
k, ÿêi áóäóòüçíàéäåíi ç óìîâ çàêðiïëåííÿ ïëàñòèíè.Ñëiä çàçíà÷àòè, ùî çà ðàõóíîê äðóãî¨ óìîâè ó (15), òîáòî óìîâèîáìåæåíîñòi, äëÿ îäíîçâ'ÿçêîâî¨ îáëàñòi S iíäåêñ k ïîâèíåí çìiíþâà-òèñÿ âiä 1 äî 2. ßêùî îáëàñòü S áóëà á äâîçâ'ÿçêîâîþ, òî òîäi k = 1, 4.Òàêèì ÷èíîì, áóäåìî äàëi ââàæàòè iíäåêñ k = 1, 2.Ïiäñòàâèâøè (17) ó ðiâíÿííÿ (13) i ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåí-íÿìè ∆2ψn = −k2nψn, ∆2

2ψn = k4nψn, âèðàçèìî êîíñòàíòó C̃n ÷åðåç
wn

C̃n = ω2a∗nwn/kndn, (19)äå dn =
(
Dk2n + T

)
k2n + g∆ρ−m0ω

2.Ïiäñòàâèâøè (17) ó (14) i âðàõîâóþ÷è (19), îòðèìà¹ìî âèðàçè äëÿ
w0 i wn

w0 = −
2∑

k=1

w̃0
kA

0
k, wn =

kndn
kndn − ω2a∗n

2∑

k=1

A0
kE

0
kn. (20)Òóò

w̃0
k =

1

mes(S)

∫

S
w0
kdS,

E0
kn =

1

N2
n

∫

S
w0
kψndS. (21)Ç óðàõóâàííÿì (15), (19) i (20) îñòàòî÷íèé âèðàç äëÿ �îðìè ïðî-ãèíó ïëàñòèíè w íàáóäå âèãëÿäó

w =

2∑

k=1

(
w0
k − w̃0

k − ω2
∞∑

n=1

a∗nE
0
kn

ω2a∗n − kndn
ψn

)
A0
k. (22)Ó �îðìóëó (22) âõîäÿòü íåâiäîìi êîíñòàíòè A0

k. Ç ãðàíè÷íèõ óìîâçàêðiïëåííÿ ïëàñòèíè (16) ìà¹ìî äâà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿííÿâiäíîñíî A0
k

2∑

k=1

(
L0
pk − ω2

∞∑

n=1

αnE
0
knLpn

)
A0
k = 0 (p = 1, 2). (23)Òóò

L0
pk =

(
Lp
[
w0
k − w̃0

k

])∣∣
γ
, Lpn = (Lp [ψn])|γ , αn = a∗n/

(
ω2a∗n − kndn

)
.Ç ðiâíîñòi íóëþ âèçíà÷íèêà îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (23) âèïëèâà¹ ÷à-ñòîòíå ðiâíÿííÿ âëàñíèõ ñóìiñíèõ êîëèâàíü ïëàñòèíè i ðiäèíè

∣∣∣‖Cqk‖2
q,k=1

∣∣∣ = 0, (24)
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Cpk = L0

pk − ω2
∞∑

n=1

αnE
0
knLpn ( p = 1, 2; k = 1, 2),Ñêîðèñòàâøèñü ðîçêëàäàííÿì �óíêöié w0

k â ðÿä ïî ïîâíié i îð-òîãîíàëüíié ñèñòåìi �óíêöié ψn, óìîâîþ ∫S ψndS = 0 i ïîçíà÷åííÿì(21), ðiâíÿííÿ (24) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê
∣∣∣‖Cqk‖2

q,k=1

∣∣∣ = 0, (25)äå
C11 =

∞∑

n=1

βnE
0
1nL1n, C12 =

∞∑

n=1

βnE
0
2nL1n,

C21 = L0
21 − ω2

∞∑

n=1

αnE
0
1nL2n, C22 = L0

22 − ω2
∞∑

n=1

αnE
0
2nL2n.Òóò βn = kndn/

(
ω2a∗n − kndn

).Òàêèì ÷èíîì, ïðè íàÿâíîñòi �óíêöié w0
k, âëàñíèõ �óíêöié ψn iâëàñíèõ ÷èñåë kn ìè ìîæåìî çíàéòè ç ðiâíÿííÿ (25) âëàñíi ÷àñòîòè

ω2, à ç �îðìóë (22)�(23) âëàñíi �îðìè ñïiëüíèõ êîëèâàíü ïëàñòèíèòà ðiäèíè. Òàêèé ïiäõiä áóâ âèêîðèñòàíèé ó áàãàòüîõ ðîáîòàõ, íàïðè-êëàä, [1�8℄. Ñêëàäíiñòü òàêîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çíà÷åííÿ�óíêöié w0
k òà îñíîâíèõ êîå�iöi¹íòiâ E0

kn çàëåæèòü âiä çíàêà âåëè÷èí
P i q, äå ó ñâîþ ÷åðãó âåëè÷èíà q çàëåæèòü âiä íåâiäîìî¨ ÷àñòîòè ω2.Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðîâåäåìî ñïðîùåííÿ ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ (25).Áiãàðìîíi÷íå ðiâíÿííÿ (18) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi [12℄

(
∆2w

0
k − p21w

0
k

) (
∆2w

0
k − p22w

0
k

)
= 0, (26)äå p21,2 = P ±

√
P 2 − q.Òàê ÿê ∆2ψn = −k2nψn i ∆2w

0
k − p2kw

0
k = 0 (k = 1, 2), òî

∫

S
w0
kψndS = − 1

k2n

∫

S
w0
k∆2ψndS =

1

p2k

∫

S
ψn∆2w

0
kdS. (27)Ç �îðìóë �ðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà i óìîâè ∂ψn

∂~ν

∣∣∣
γ
= 0 ìà¹ìî

∫

S

(
w0
k∆2ψn − ψn∆2w

0
k

)
dS =

∮

γ

(
w0
k

∂ψn
∂~ν

− ψn
∂w0

k

∂~ν

)
dγ =

= −
∮

γ

(
ψn
∂w0

k

∂~ν

)
dγ, (28)
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∫

S

(
w0
k∆2ψn − ψn∆2w

0
k

)
dS = −

(
k2n + p2k

) ∫

S
ψnw

0
kdS. (29)Ç �îðìóë (21), (28) i (29) áóäåìî ìàòè

E0
kn =

1

N2
n

∫

S
w0
kψndS =

1

N2
n

(
k2n + p2k

)Dkn. (30)Òóò Dkn =
∮
γ ψn

∂w0
k

∂~ν dγ .Íà ïðèêëàäi çàòèñíóòîãî êîíòóðó ïðîâåäåìî ïîäàëüøå ñïðîùåííÿ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ (25). ßê öå áóëî âæå âiäìi÷åíî, â ðàçi çàòèñíóòî-ãî êîíòóðó îïåðàòîð L1 áóäå îäèíè÷íèì, à L2 =
∂
∂~ν . Â öüîìó âèïàäêó

L1n = ψn|γ = Bn, L2n = 0, à êîå�iöi¹íòè ðiâíÿííÿ (25) îòðèìóþòüâèãëÿä:
C1k =

∞∑

n=1

βnE
0
knBn , C2k = Ck =

∂w0
k

∂~ν

∣∣∣∣
γ

. (31)�iâíÿííÿ (25) ç óðàõóâàííÿ ñïiââiäíîøåíü (31) áóäå ìàòè âèãëÿä
∞∑

n=1

βnBn
N2
n

(
C2D1n

k2n + p21
− C1D2n

k2n + p22

)
= 0. (32)Äëÿ àíàëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ (32) òðåáà ïîêëà-ñòè

Bn = const i Ck = const. (33)Öå ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, äëÿ êðóãîâî¨ àáî äëÿ êîàêñiàëüíî¨ öè-ëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè, à òàêîæ äëÿ ïîðîæíèíè ó âèãëÿäi ïðÿìîêóò-íîãî êàíàëó.Ïðè âèêîíàíi óìîâ (33) áóäåìî ìàòè Dkn = γCkBn i ðiâíÿííÿ (32)ìîæå áóòè çàïèñàíî íàñòóïíèì ÷èíîì:
γC1C2

√
P 2 − q

∞∑

n=1

βnB
2
n

N2
n

1(
k2n + p21

) (
k2n + p22

) = 0. (34)Òàê ÿê (k2n + p21
) (
k2n + p22

)
= dn/D, òî ïðè Ck 6= 0 i P 2 6= q ÷àñòîòíåðiâíÿííÿ (34) îòðèìó¹ âèãëÿä

∞∑

n=1

kn
ω2a∗n − kndn

(
Bn
Nn

)2

= 0. (35)Òàêèì ÷èíîì, ñïðîùåíå ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (35) çàëåæèòü òiëüêèâiä âëàñíèõ ÷èñåë kn i âëàñíèõ �óíêöié ψn êîëèâàíü iäåàëüíî¨ ðiäèíè



212 Ïðî ðîçâ'ÿçàííÿ óñêëàäíåííîãî áiãàðìîíiéíîãî...â öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði i íå çàëåæèòü âiä ÔÑ� áiãàðìîíi÷íîãîðiâíÿííÿ (18).Ó ðàçi ïðÿìîêóòíîãî êàíàëó øèðèíîþ 2a áóäåìî ìàòè ψn (x, y) =
ψn (x) = cos kn (x+ a), kn = πn/2a, Bn = (−1)n i N2

n = a. Ó öüîìóâèïàäêó ðiâíÿííi (35) çáiãàþòüñÿ ç ðiâíÿííÿì ðîáîòè [6℄.�iâíÿííÿ (35) âêëþ÷à¹ â ñåáå ðÿä îêðåìèõ âèïàäêiâ. Òàê, íàïðè-êëàä, ïðè âèðîäæåííi ïëàñòèíè â ìåìáðàíó â öüîìó ðiâíÿííi òðåáàïîêëàñòè D = 0, à ïðè âiäñóòíîñòi âåðõíüî¨ ðiäèíè � ρ1 = 0.Ó ðàçi ïîâíîãî çàïîâíåííÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè (âèïàäîê âiä-ñóòíîñòi âiëüíî¨ ïîâåðõíi ó âåðõíüî¨ ðiäèíè) ó ïåðøié ãðàíè÷íié óìîâi(5) íåîáõiäíî ïîêëàñòè ζ ≡ 0 i íå ðîçãëÿäàòè äðóãó óìîâó ñòàëîñòiòèñêó íà âiëüíié ïîâåðõíi. Ó ðiâíÿííi (10) òðåáà ïîêëàñòè ζn = 0 i íåðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ (11). Ó öüîìó âèïàäêó â ðiâíÿííi (13) òà ó iíøèõðiâíÿííÿõ i ñïiââiäíîøåííÿõ áóäåìî ââàæàòè a∗n = an

(
b̃n = 0

).Òàêèì ÷èíîì, â ó ðàçi ïîâíîãî çàïîâíåííÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæ-íèíè ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (35) áóäå ìàòè âèãëÿä
∞∑

n=1

kn
ω2an − kndn

(
Bn
Nn

)2

= 0. (36)�îçãëÿíåìî âèïàäîê îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ïëàñòèíè i ðiäèíèâ êðóãîâîìó öèëiíäði. Ó öüîìó ðàçi âëàñíi �óíêöi¨ ψn (x, y) áóäóòüìàòè âèãëÿä ψn (x, y) = ψn (r) = J0 (knr), âëàñíi ÷èñëà kn çíàõîäÿòüñÿç ðiâíÿííÿ J1 (ξn) = 0, äå ξn = kna, J0 � �óíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãîðîäó, a � ðàäióñ öèëiíäðà, Bn = J0 (ξn), Nn = a
√
πJ0 (ξn) i ÷àñòîòíiðiâíÿííÿ (35)�(36) çàïèøóòüñÿ òàê:

∞∑

n=1

kn
ω2a∗n − kndn

= 0, (37)
∞∑

n=1

kn
ω2an − kndn

= 0. (38)Iç ðîáiò [1,13℄ ñëiäó¹, ùî äëÿ çàòèñíóòî¨ êðóãîâî¨ ïëàñòèíè i íåñòè-ñëèâî¨ ðiäèíè íåìîæëèâi îñåñèìåòðè÷íi êîëèâàííÿ ïëàñòèíè i ðiäèíèâ îáìåæåíîìó îá'¹ìi. Òîìó ðiâíÿííÿ (37)�(38) ìîæóòü áóòè âèêîðè-ñòàíi ëèøå äëÿ âèïàäêó ìåìáðàíè (D = 0) i â öüîìó ðàçi êîå�iöi¹íò
dn = Tk2n + g∆ρ−m0ω

2.Ïðè âiäñóòíîñòi âåðõíüî¨ ðiäèíè (ρ1 = 0) ðiâíÿííi (37) çáiãà¹òüñÿç ðiâíÿííÿ ðîáîòè [5℄ i óçàãàëüíþ¹ öå ðiâíÿííÿ íà âèïàäîê íàÿâíîñòiðiäèíè ç âiëüíîþ ïîâåðõíåþ íà ïîâåðõíi ìåìáðàíè.



Þ. Ì. Êîíîíîâ 213Ó âèïàäêó íåîñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ïëàñòèíè i ðiäèíè (ïðîñòî-ðîâi êîëèâàííÿ) â êðóãîâîìó öèëiíäði ê îäíîïàðàìåòðè÷íîìó ñiìåé-ñòâó iíäåêñó n, ÿêèé ðàíiøå âiäïîâiäàâ ðàäiàëüíèì ãàðìîíiêàì, òðåáàäîäàòè iíäåêñ m, ÿêèé áóäå âiäïîâiäàòè êðóãîâèì ãàðìîíiêàì. Â öüî-ìó âèïàäêó âëàñíi �óíêöi¨ ψn (x, y) = ψnm (r, θ) ïðåäñòàâëÿþòüñÿ óâèãëÿäi ψnm (r, θ) = Jm (knmr)

{
cosmθ
sinmθ

, à âëàñíi ÷èñëà knm çíàõî-äÿòüñÿ ç ðiâíÿííÿ J ′

m (ξnm) = 0, äå ξnm = knma, Jm � �óíêöiÿ Áåññå-ëÿ ïåðøîãî ðîäó m-ãî ïîðÿäêó. Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ âëàñíèõ �óíêöiéäà¹ ìîæëèâiñòü ðîçäiëèòè ðàäiàëüíi òà êðóãîâi ãàðìîíiêè â îñíîâ-íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííÿõ i çàïèñàòè ÷àñòîòíåðiâíÿííÿ (35) íàñòóïíèì ÷èíîì:
∞∑

n=1

knm
ω2a∗nm − knmdnm

(
Bnm
Nnm

)2

= 0. (39)Òóò anm = ρ1 coth κ1nm+ρ2 coth κ2nm, κinm = hiknm, a∗nm = anm− b̃nm,
b̃nm = 2ω2ρ1

(ω2−σ2nm) sinh 2κ1nm
, dnm =

(
Dk2nm + T

)
k2nm + g∆ρ−m0ω

2,
Bnm = Jm(ξnm), N

2
nm =

πa2 (1 + δm0)

2ξ2nm
J2
m(ξnm)

(
ξ2nm −m2

)
. (40)Ç óðàõóâàííÿ (40) ðiâíÿííÿ (39) îòðèìó¹ âèãëÿä

∞∑

n=1

ξ3nm
(ξ2nm −m2) (aω2a∗nm − ξnmdnm)

= 0. (41)Ó ðàçi ïîâíîãî çàïîâíåííÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîðîæíèíè (âèïàäîê âiä-ñóòíîñòi âiëüíî¨ ïîâåðõíi ó âåðõíüî¨ ðiäèíè ) â ÷àñòîòíîìó ðiâíÿííi(41) òðåáà ïîêëàñòè a∗nm = anmi âîíî íàáóäå âèãëÿäó
∞∑

n=1

ξ3nm
(ξ2nm −m2) (aω2anm − ξnmdnm)

= 0. (42)�àíiøå áóëî âiäìi÷åíî î íåìîæëèâi îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü äëÿïëàñòèíè òà ðiäèíè. Â çâ'ÿçêó ç öèì îòðèìàíi ðiâíÿííÿ (41)�(42) ñïðà-âåäëèâi äëÿ ìåìáðàíè (D = 0), à äëÿ ïëàñòèíè (D 6= 0) ¨õ ñëiä ðîç-ãëÿäàòè òiëüêè ïðè m 6= 0.5. Äåÿêi ìåõàíi÷íi å�åêòèÓ âèïàäêó ïëàñòèíè ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (42) ¹ ìîíîòîííîçðîñòàþ÷îþ �óíêöi¹þ ïàðàìåòðà ω2 íà iíòåðâàëi
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(
ξnmd̃nm/aãnm, ξn+1,m d̃n+1, m/aãn+1, m

) (n = 1, 2, ...), ïðèéìàþ÷à íàíüîìó çíà÷åííÿ âiä −∞ äî ∞. Îòæå, ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè çíà-÷åííÿìè ξnmd̃nm/aãnm ëåæèòü ëèøå îäèí êîðiíü öüîãî ðiâíÿííÿ. Öèìçàçäàëåãiäü âèçíà÷àþòüñÿ iíòåðâàëè, äå çíàõîäÿòüñÿ âëàñíi ÷àñòîòèêîëèâàíü ïëàñòèíè. Äëÿ âåëèêèõ ÷àñòîò (n ≫ 1) ìîæåìî îòðèìàòèíàñòóïíó íàáëèæåíó �îðìóëó
ω2
n ≈ ξnmd̃nm/aãnm, (43)äå d̃nm =

(
Dk2nm + T

)
k2nm + g∆ρ, ãnm = anm +m0knm.Ç �îðìóëè (43) âèïëèâà¹ íàñòóïíà íàáëèæåíà óìîâà ñòiéêîñòiñïiëüíèõ êîëèâàíü ïëàñòèíè i ðiäèíè
(
Dk2nm + T

)
k2nm + g∆ρ > 0. (44)Ç íåðiâíîñòi (44) ñëiäó¹, ùî âîíà áóäå çàâæäè âèêîíàíà ïðè T ≥ 0i ρ2 ≥ ρ1.Ó âèïàäêó ìåìáðàíè (D = 0) ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè çíà÷åííÿìè

ξnmd̃nm/aãnm ëåæèòü ëèøå îäèí êîðiíü ðiâíÿííÿ (42) i äëÿ âåëèêèõ÷àñòîò (n≫ 1) ìà¹ìî íàáëèæåíó �îðìóëó
ω2
n ≈ ξnmd̃nm/aãnm, (45)äå d̃nm = Tk2nm + g∆ρ.Ç �îðìóëè (45) âèïëèâà¹ íàñòóïíà íàáëèæåíà óìîâà ñòiéêîñòiñïiëüíèõ êîëèâàíü ìåìáðàíè i ðiäèíè
Tk2nm + g∆ρ > 0. (46)Ñëiä çàçíà÷àòè, ùî îòðèìàíi íàáëèæåíi óìîâè ñòiéêîñòi (44) i (46)çáiãàþòüñÿ ç äîñòàòíüîþ óìîâîþ ñòiéêîñòi, îòðèìàíîþ â ðîáîòi [4℄äëÿ îäíi¹¨ ïëàñòèíè àáî ìåìáðàíè.Ó ðàçi âiäñóòíîñòi ïëàñòèíè àáî ìåìáðàíè (D = 0, T = 0, m0 =

0) iç ðiâíÿíü (10)�(11) ìà¹ìî ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ âëàñíèõ êîëèâàíüäâîøàðîâî¨ iäåàëüíî¨ ðiäèíè â öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði äîâiëüíîãîïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó
(ρ1 + ρ2 coth κ1n coth κ2n)x

2−ρ2 (coth κ1n + coth κ2n) x+∆ρ = 0. (47)Òóò x = ω2
n/gkn.Äëÿ íåñêií÷åííî ãëèáîêî¨ íèæíüî¨ ðiäèíè (h2 = ∞) ðiâíÿí-íÿ (47) ìà¹ êîðiííÿ x1 = ∆ρ/ (ρ1 + ρ2 coth κ1n), x2 = 1, äå

gkn∆ρ/ (ρ1 + ρ2 coth κ1n) � âëàñíà ÷àñòîòà êîëèâàíü âíóòðiøíüî¨ ïî-âåðõíi ðiäèíè ïðè íàÿâíîñòi �êðèøêè� íà âiëüíî¨ ïîâåðõíi, à gkn �



Þ. Ì. Êîíîíîâ 215âëàñíà ÷àñòîòà êîëèâàíü íåñêií÷åííî ãëèáîêî¨ iäåàëüíî¨ ðiäèíè ç âiëü-íîþ ïîâåðõíåþ.Iç ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ (35) òà ðîáiò [2,3℄ âèïëèâà¹, ùî ÷àñòîòíèéñïåêòð öüîãî ðiâíÿííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç äóõ íàáîðiâ ÷àñòîò, ÿêi âiäïîâi-äàþòü êîëèâàííÿì ïëàñòèíè i âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè. Âåëèêèé iíòå-ðåñ ïðåäñòàâëÿ¹ âçà¹ìíèé âïëèâ öèõ äâîõ íàáîðiâ êîëèâàíü. Ç ðiâíÿíü(35) i (36) ñëiäó¹, ùî ïðè h1/b→ ∞, äå b � õàðàêòåðíèé ðîçìið ïîðîæ-íèíè, ìà¹ìî a∗n → an (b̃n → 0). Ç çðîñòàííÿ h1/b êîå�iöi¹íò b̃n ïðàãíåäî íóëÿ ÿê e−2k1h1/b, òîìó ùî âëàñíi ÷èñëà kn óòâîðþþòü íåñêií-÷åííî çðîñòàþ÷ó ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü. Òàêèì ÷èíîì, ïðè h1/b > 1âïëèâîì âiëüíî¨ ïîâåðõíi íà ÷àñòîòíèé ñïåêòð êîëèâàííÿ ïëàñòèíè iðiäèíè ìîæíà íåõòóâàòè.Îòðèìà¹ìî íàáëèæåíi óìîâè ñòiéêîñòi âiëüíèõ êîëèâàíü ïëàñòèíèi ðiäèíè ó ïðÿìîìó êðóãîâîìó öèëiíäði. Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèñó iíäåêñ
m ó ðiâíÿííi (41) áóäåìî îïóñêàòè i çàïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

∞∑

n=1

αnkn
ω2a∗n − kndn

= 0. (48)�iâíÿííÿ (48) ç óðàõóâàííÿì äâîõ ÷ëåíiâ ðÿäó (n = 1, 2) îòðèìó¹âèãëÿä
c0x

3 + c1x
2 + c2x+ c3 = 0, x = ω2 > 0. (49)Òóò

c0 = α1k1a
∗
2 + k2a

∗
1 > 0, c1 = −

(
σ21 + σ22

)
c0 − k1k2

(
α2d̃1 + α1d̃2

)
,

c2 = σ21σ
2
2 [α1k1a2 + α2k2a1 +m0k1k2 (α1 + α2)]+ (50)

+
(
σ21 + σ22

) (
α2d̃1 + α1d̃2

)
k1k2, c3 = −σ21σ22

(
α2d̃1 + α1d̃2

)
k1k2,

an = ρ1 coth κ1n + ρ2 coth κ2n, ãn = an +m0kn,

a∗n = ãn −
2ρ1

sinh 2κ1n
= ρ1 tanhκ1n + ρ2 coth κ2n +m0kn > 0,

αn = ξ2n/
(
ξ2n −m2

)
> 0

ãn = an −
2ρ1

sinh 2κ1n
+m0kn = ρ1 tanhκ1n + ρ2 cothκ2n +m0kn > 0,

d̃n =
(
Dk2n + T

)
k2n + g∆ρ, σ2n = gkn tanhκ1n.Çãiäíî ïðàâèëó Äåêàðòà ïðî êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ àëãåá-ðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, âñå êîðåíi ðiâíÿííÿ (49) áóäóòü äîäàòíèìè, ÿêùî

c1 < 0, c2 > 0, c3 < 0. (51)



216 Ïðî ðîçâ'ÿçàííÿ óñêëàäíåííîãî áiãàðìîíiéíîãî...Ç êîå�iöi¹íòiâ (50) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (51)äîñòàòíüî, ùîá
α2d̃1 + α1d̃2 > 0àáî

D
(
α1mk

4
2m + α2mk

4
1m

)
+T

(
α1mk

2
2m + α2mk

2
1m

)
+g∆ρ (α1m + α2m) > 0.(52)Íåðiâíiñòü (52) íå çàëåæèòü âiä ãëèáèí çàïîâíåííÿ ðiäèí i ìàñèïëàñòèíè. Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïðè ñòèñêàþ÷èõ çóñèëëÿõ(T < 0) àáî ïðè íàÿâíîñòi âãîði ðiäèíè áiëüøî¨ ãóñòèíè, íiæ âíèçó(∆ρ < 0) ìîæå ñòàòèñÿ âòðàòà ñòiéêîñòi ñïiëüíèõ êîëèâàíü ïëàñòèíèi ðiäèíè. Ç íåðiâíîñòi (52) òàêîæ ñëiä, ùî çà ðàõóíîê ïîïåðåäíüîãîçáiëüøåííÿ íàòÿãó (T > 0) ìîæíà ñòàáiëiçóâàòè íåñòiéêi êîëèâàííÿïëàñòèíè òà ðiäèíè.Íàáëèæåíi óìîâè ñòiéêîñòi âiëüíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ìåìáðàíè(D = 0) i ðiäèíè âèïëèâàþòü iç íåðiâíîñòi (52) i ìàþòü âèãëÿä

T
(
α1mk

2
2m + α2mk

2
1m

)
+ g∆ρ (α1m + α2m) > 0. (53)Óìîâè ñòiéêîñòi (52)�(53) äîïîâíþþòü ðàíiøå îòðèìàíi óìîâè (44)i (46).Íåðiâíiñòü (52) òàêîæ ñëiäó¹ ç ðiâíÿííÿ (42) äëÿ äâîõ ÷ëåíiâ ðÿäó(n = 1, 2) iç óìîâè ω2 > 0. Òàêèì ÷èíîì, íàáëèæåíi óìîâè ñòiéêîñòiÿê ïðè íàÿâíîñòi âiëüíî¨ ïîâåðõíi, òàê i ïðè ¨¨ âiäñóòíîñòi çáiãëèñÿ.Ó ñòàòòÿõ [5, 7, 8℄ çàçíà÷àëîñÿ, ùî íàáëèæåíi óìîâè ñòiéêîñòi, îò-ðèìàíi ç óðàõóâàííÿì äâîõ ÷ëåíiâ ðÿäó, ¹ äîñòàòíiìè äëÿ ïðàêòè÷íî¨òî÷íîñòi.Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî íàéáiëüøèé òåîðåòè÷íèé i ïðàêòè÷íèé iíòåðåñïðåäñòàâëÿ¹ âèïàäîê m = 1, òîìó ùî â öüîìó âèïàäêó êîëèâàííÿïëàñòèíè òà ðiäèíè âïëèâàþòü íà ðóõ òâåðäîãî òiëà i öå âçà¹ìíî [1℄.6. ÂèñíîâêèÂ ëiíiéíié ïîñòàíîâöi ðîçâ'ÿçàíà ãiäðîïðóæíà çàäà÷à ïðî âiëü-íi êîëèâàííÿ òîíêî¨ ïëàñòèíè, ÿêà ãîðèçîíòàëüíî ðîçäiëÿ¹ iäåàëüíiíåñòèñëèâi ðiäèíè ðiçíî¨ ãóñòèíè â æîðñòêîìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåð-âóàði äîâiëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ óñêëàäíåíî-ãî íåîäíîðiäíîãî áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ áóëî âèêîðèñòàíî �óíäà-ìåíòàëüíó ñèñòåìó ðiøåíü áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ (ÔÑ�) òà âëàñíi�îðìè êîëèâàíü iäåàëüíî¨ ðiäèíè â öèëiíäðè÷íié ïîðîæíèíi. Îòðè-ìàíî ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ äëÿ äîâiëüíèõ ñïîñîáiâ çàêðiïëåííÿ êîíòó-ðó ïëàñòèíè. Íà ïðèêëàäi çàòèñíóòî¨ ïëàñòèíè ïðîâåäåíî ñïðîùåí-



Þ. Ì. Êîíîíîâ 217íÿ ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäàííÿ îäíîðiäíîãî ái-ãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ íà äâà ãàðìîíi÷íèõ ðiâíÿíü òà çà äîïîìîãîþ�îðìóëè �ðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïîêàçàíî, ùî â öüîìó âè-ïàäêó ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ íå çàëåæèòü âiä ÔÑ�, ùî çíà÷íî ñïðîñòèëîöå ðiâíÿííÿ òà äàëî ìîæëèâiñòü ïðîâåñòè àíàëiòè÷íi äîñëiäæåííÿ.Ïîêàçàíî, ùî êîëè ãëèáèíà çàïîâíåííÿ âåðõíüî¨ ðiäèíè áiëüøà çà õà-ðàêòåðíèé ðîçìið ïîðîæíèíè, òî âïëèâîì âiëüíî¨ ïîâåðõíi íà ÷àñòîò-íèé ñïåêòð êîëèâàíü ïëàñòèíè ìîæíà íåõòóâàòè. Îòðèìàíå ñïðîùåíå÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíó �îðìó äëÿ âèïàäêiâ ïðÿìîãî êðóãîâîãîöèëiíäðó òà ïðÿìîêóòíîãî êàíàëó i äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ çáiãà¹òüñÿ çðàíiøå îòðèìàíèìè ðiâíÿííÿìè. Ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ íåñèìåòðè÷-íèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ïëàñòèíè òà ìåìáðàíè i îñåñèìåòðè÷íèõ ÷àñòîòêîëèâàíü ìåìáðàíè â êðóãîâîìó öèëiíäði. Íàâåäåíî íàáëèæåíó �îð-ìóëó äëÿ âåëèêèõ ÷àñòîò, à òàêîæ íàáëèæåíi óìîâè ñòiéêîñòi êîëè-âàíü ïëàñòèíè i ìåìáðàíè. Óìîâè ñòiéêîñòi íå çàëåæèòü âiä ãëèáèíçàïîâíåííÿ ðiäèí i ìàñè ïëàñòèíè àáî ìåìáðàíè. Ç öèõ óìîâ âèï-ëèâà¹, ùî ïðè ñòèñêàþ÷èõ çóñèëëÿõ àáî ïðè íàÿâíîñòi âãîði ðiäèíèáiëüøî¨ ãóñòèíè, íiæ âíèçó ìîæå ñòàòèñÿ âòðàòà ñòiéêîñòi ñóìiñíèõêîëèâàíü ïëàñòèíè i ðiäèíè, à òàêîæ òå, ùî çà ðàõóíîê ïîïåðåäíüîãîçáiëüøåííÿ íàòÿãó ìîæíà ñòàáiëiçóâàòè íåñòiéêi êîëèâàííÿ ïëàñòèíèòà ðiäèíè. Ïîêàçàíî, ùî íàáëèæåíi äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi ÿê ïðèíàÿâíîñòi âiëüíî¨ ïîâåðõíi, òàê i ïðè ¨¨ âiäñóòíîñòi çáiãàþòüñÿ.A
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