
Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé âiñíèêÒîì 20 (2023), � 2, 258 � 268
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Â. Ô. Ùåðáàê 259äàþòü ïîòåíöiéíå ðiøåííÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷. Îäíàê öi ìåòîäè ìî-æóòü íå ïiäõîäèòè, íàïðèêëàä, äëÿ àëãîðèòìiâ êåðóâàííÿ ç îáðîáêîþäàíèõ â ðåàëüíîìó ÷àñi.Íåçâàæàþ÷è íà âiäíîñíó ïðîñòîòó çàäà÷i âèçíà÷åííÿ ÷àñòîòè, àì-ïëiòóäè òà �àçè êîëèâàíü ïiäõîäè äî ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ âèêîðèñòîâóþòüäîñèòü ñêëàäíèé àïàðàò ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè.Àëãîðèòì íåëiíiéíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ñèíóñî¨äàëüíîãî ñèãíàëó ç ïî-äàëüøèì çàñòîñóâàííÿì íåëiíiéíîãî ñïîñòåðiãà÷à Ëó¹íáåðãåðà ðîçã-ëÿíóòî ó ñòàòòi [15℄, äå íà áàçi çàãàëüíî¨ òåîði¨ íåëiíiéíîãî ñïîñòå-ðåæåííÿ àâòîðè áóäóþòü äîñèòü ñêëàäíó êîíñòðóêöiþ âiäïîâiäíîãîñïîñòåðiãà÷à. Â ðîáîòi [14℄ ïiñëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ñèíóñî¨äàëüíîãî ñèã-íàëó ÿê ëiíiéíî ïàðàìåòðèçîâàíî¨ �îðìè ðîçðîáëåíî êiëüêà àäàïòèâ-íèõ çàêîíiâ â ÿêèõ ç âèêîðèñòîâóþ÷è àïàðàòó òåîði¨ êîâçíîãî ðåæèìóêåðóâàííÿ îòðèìàíî îöiíêè ïàðàìåòðiâ ñèíóñîiäè. Äëÿ ìóëüòèñèíó-ñî¨äàëüíîãî ñèãíàëó â [8℄ ïîáóäîàíî îöiíþâà÷ ç âèêîðèñòàííÿ ñòàí-äàðòíîãî ãðàäi¹íòíîãî àëãîðèòìó. Çàäà÷à iäåíòè�iêàöi¨ íåâiäîìî¨ ÷à-ñòîòè ñèíóñî¨äàëüíîãî çáóðåííÿ, ÿêå äi¹ íà ëiíiéíå äè�åðåíöiàëüíåðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó âèðiøó¹òüñÿ â ðîáîòi [1℄. Ñëiä çàçíà÷èòèðîáîòó [7℄, â ÿêèé òàêîæ ïðåäñòàâëåíî ïiäõiä, çàñíîâàíèé íà ïîáóäîâiñïîñòåðiãà÷iâ ñòàíiâ àëå âæå äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ïåðiîäè÷-íî¨ ñèëè, ÿêà äi¹ íà ëiíiéíèé îñöèëÿòîð. Íà ïåðøîìó åòàïi äîâåäåíàðîçâ'ÿçàíiñòü çàäà÷i îöiíþâàííÿ êîå�iöi¹íòiâ ðÿäó Ôóð'¹, äàëi çàïðî-ïîíîâàíî ñõåìó ñïîñòåðåæåííÿ âiäðiçêó ðÿäó, ÿêèé ÿêèé àïðîêñèìó¹ïåðiîäè÷íó ñèëó ç âiäîìîþ ÷àñòîòîþ. Íà äðóãîìó åòàïi ïðîïîíó¹òü-ñÿ çà ðåçóëüòàòàìè ïåðøîãî åòàïó ïîáóäóâàòè ñïîñòåðiãà÷ âæå äëÿíåâiäîìî¨ ÷àñòîòè ñèãíàëó.Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ïîøèðåííÿ ìåòîäó ñèíòåçó iíâàðiàíòíèõñïiââiäíîøåíü íà çàäà÷i âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ çîâíiøíüîãî âïëèâóíà ìåõàíi÷íó ñèñòåìó ç âëàñíîþ äèíàìiêîþ. Áóäå ðîçãëÿíóòî âiäíîñíîïðîñòèé âèïàäîê çàäà÷i ðåêîíñòðóöi¨ äiþ÷î¨ ñèëè, êîëè ií�îðìàöiÿïðî ðóõ ìàêñèìàëüíà � âèìiðþ¹òüñÿ ïîâíèé �àçîâèé âåêòîð. Óçà-ãàëüíåííÿ íà áiëüø ñêëàäíi êîíñòðóêöi¨ ñèñòåì âõiä - âèõiä, ó òîìó÷èñëi i iç çàëó÷åííÿì ií�îðìàöi¨ ïðî âèõiä, îòðèìàíèé íà äåêiëüêîõòðà¹êòîðiÿõ [3℄, ìîæóòü áóòè ïðîâåäåíi ç âèêîðèñòàííÿì îïèñàíîãîíèæ÷å ïiäõîäó i ¹ ïðåäìåòîì îêðåìîãî äîñëiäæåííÿ.Äëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ îöiíîê êîå�iöi¹íòiâ ðÿäó Ôóð'¹âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðîçðîáëåíèé â àíàëiòè÷íié ìåõàíiöi ìåòîä iíâàði-àíòíèõ ñïiââiäíîøåíü [5℄, ÿêèé áóëî ïðèçíà÷åíî, çîêðåìà, äëÿ ïîøó-êó ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ (çàëåæíîñòåé ìiæ çìiííèìè) â çàäà÷àõ äè-íàìiêè òâåðäîãî òiëà ç íåðóõîìîþ òî÷êîþ. Ìîäè�iêàöiÿ öüîãî ìåòîäóäî ïðîáëåì òåîði¨ ñïîñòåðåæåííÿ äîçâîëèëà ñèíòåçóâàòè ìiæ âiäîìè-ìè i íåâiäîìèìè âåëè÷èíàìè âèõiäíî¨ ñèñòåìè äîäàòêîâi çâ'ÿçêè, ùî



260 �åêîíñòðóêöiÿ ðîçêëàäó Ôóð'¹ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëèâèíèêàþòü â ïðîöåñi ðóõó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ äèíàìi÷íî¨ ìîäåëi [2,6℄. Â ðî-áîòi çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ðåêîíñòðóêöi¨ ðîçêëàäó Ôóð'¹ ïåðiîäè÷-íî¨ çîâíiøíüî¨ ñèëè. Äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íó çáiæíiñòü îöiíîê íåâi-äîìèõ äî ¨õ ñïðàâæíüîãî çíà÷åííÿ. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíî-ãî ìîäåëþàííÿ ïðîöåñó àñèìïòîòè÷íîãî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ çîâ-íiøíüî¨ ñèëè äëÿ ìîäåëi îñöèëÿòîðà Äó��iíãà. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùîáiëüø çàãàëüíèé ïiäõiä, íiæ ìåòîä iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü, äîçàäà÷ ñïîñòåðåæåííÿ áóëî çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòàõ [9, 10℄ ÿê ïåâíóìîäè�iêàöiþ ìåòîäó ñòàáiëiçàöi¨ íåëiíiéíèõ ñèñòåì I&I (Input andInvarian
e).2. Çàäà÷à âiäíîâëåííÿ çîâíiøíüî¨ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëèÂ ÿêîñòi ìîäåëi àâòîêîëèâíî¨ ñèñòåìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿâèìóøåíîãî ðóõó îñöèëÿòîðà Ëi¹íàðà � äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿäðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêå ìîäåëþ¹ êîëèâàííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè
ẍ(t) + f(x(t))ẋ(t) + g(x(t)) = u(t). (1)Òóò x(t) � âiäõèëåííÿ òî÷êè âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò â ìîìåíò t, ẋ(t) �øâèäêiñòü âiäõèëåííÿ, ìíîæíèê f(x(t)) � õàðàêòåðèçó¹ çàêîí äèñè-ïàöi¨, à �óíêöiÿ g(x(t)) ïîòåíöiàëüíi ñèëè, u(t) � çîâíiøíÿ ïåðiîäè÷íàñèëà, ùî äi¹ íà îñöèëÿòîð i ÿêó äàëi ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi ¨¨ àïðîêñi-ìài¨ � ÷àñòêîâî¨ ñóìè ðÿäó Ôóð'¹

u(t) = a0 +

n∑

k=1

(a2k−1 cos kωt+ a2k sin kωt).Çàóâàæåííÿ. Ïðîáëåìè âèçíà÷åííÿ óìîâ îáìåæåíîñòi êîëèâàíü,iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàÿâíîñòi ãðàíè÷íèõ öèêëiâ òîùîñòîñîâíî äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) ¹ ïðåäìåòîì áàãàòüîõ äî-ñëiäæåíü. Íå ðîçãëÿäàþ÷è òi ÷è iíøi ÿêiñíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâðiâíÿííÿ Ëi¹íàðà, äàëi íàì áóäå äîñòàòíüî ïðèïóùåííÿ, ùî âèõiäíåðiâíÿííÿ ìîäåëþ¹ ïðîöåñ ïåðìàíåíòíèõ êîëèâàíü ðåàëüíîãî îá'¹êòóïiä äi¹þ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëè, îòæå éîãî ðîçâ'ÿçîê � �óíêöi¨ x(t), ẋ(t) áó-äåìî ââàæàòè îáìåæåíèìè òà êîðåêòíî âèçíà÷åíèìè �óíêöiÿìè ÷àñóíà [0,∞).Ïåðåïèøåìî (1) ó �îðìi ñèñòåìè â ïðîñòîði ñòàíiâ, çðîáèâøè ïî-ïåðåäíüî çàìiíó çìiííèõ Ëi¹íàðà [4℄ çà �îðìóëàìè
x1(t) = x(t), x2(t) = ẋ(t) + F (x(t)),



Â. Ô. Ùåðáàê 261äå F (x(t)) = ∫ x0 f(σ)dσ. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî
ẋ1(t) = x2(t)− F (x1(t)), ẋ2(t) = −g(x1(t)) + u(t). (2)Áóäåìî ââàæàòè, ùî �óíêöi¨ f(x), g(x), äîâæèíà n âiäðiçêó ðÿäóÔóð'¹, ÷àñòîòà ω ¹ âiäîìèìè. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ òàêîæ, ùî êîëèâàííÿîñöèëÿòîðà âèìiðþþòüñÿ, òîáòî çíà÷åííÿ êîìïîíåíò �àçîâîãî âåêòî-ðà x(t), ẋ(t), à îòæå i x1(t), x2(t) ¹ âiäîìèìè ó áóäü ÿêèé ìîìåíò ÷àñó.Çà òàêèõ óìîâ çàäà÷à ðåêîíñòðóêöi¨ çîâíiøíüî¨ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëè ïî-ëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi íåâiäîìèõ êîå�iöi¹íòiâ ai, i = 0, 2n çà äàíèìè ïðîðóõ îñöèëÿòîðà. Òàêèìè äàíèìè ¹ �óíêöi¨ ÷àñó x1(t), x2(t), à òàêîæ òiâåëè÷èíè, ÿêi ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç âèêîðèñòàííÿì òiëüêè öèõ çíà-÷åíü. Çîêðåìà, äàëi ââàæàòèìåìî âiäîìèì áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷iÊîøi äëÿ ïîêè ùî íåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ξ̇ = U(t, ξ, x1(t), x2(t)), ξ(0) = ξ0 ∈ R2n+1, (3)ðîçìiðíiñòü 2n+1 ÿêî¨ ïîâèííà äîðiâíþâàòè ÷èñëó íåâiäîìèõ, à ïðàâà÷àñòèíà U(t, ξ, x1, x2) çàäîâîëüíÿòè äîñòàòíiì óìîâàì òåîðåì iñíóâàí-íÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ t ∈ [0,∞).Iäåÿ ìåòîäó iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü ïîëÿãà¹ â �îðìóâàííiçâ'ÿçêiâ, ÿêi âèíèêàþòü íà äåÿêèõ òðà¹êòîðiÿõ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìèäè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2), (3), ìiæ x1(t), x2(t), ξ(t) � âiäîìèì �à-çîâèì âåêòîðîì i ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi äëÿ äîäàòêîâî¨ ñèñòåìè (3)òà øóêàíèìè ïàðàìåòðàìè ai, i = 0, 2n âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Â íàñòóï-íèõ ðîçäiëàõ çà öèì ìåòîäîì áóäå ðîçãëÿíóòàÇàäà÷à. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íî òî÷íi îöiíêè êîå�iöi¹íòiâ ai, i =
0, 2n çà äàíèìè ïðî x1(t), x2(t) ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2).3. Ïîáóäîâà iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíüÁóäåìî øóêàòè äîäàòêîâi ñïiââiäíîøåííÿ íà òðà¹êòîðiÿõ ðîçøè-ðåíî¨ ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2), (3) ó âèãëÿäi

ai = Ψi(t, x1, x2) + ξi(t), i = 0, 2n. (4)ßê i ïðàâà ÷àñòèíà U(t, ξ, x1, x2) ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü(3), �óíêöi¨ Ψi(t, x1, x2), i = 0, 2n ïîêè ùî íåâèçíà÷åíi. Ïåðåäáà-÷à¹òüñÿ, ùî öi �óíêöi¨ ¹ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâàíèìè �óíêöiÿìèñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Ââåäåìî ó ðîçãëÿä âiäõèëåííÿ ε = (ε0, ε1, . . . , ε2n)
Tâiä ñïiââiäíîøåíü (4), çðîáèâøè ó âèõiäíèõ ðiâíÿííÿõ çàìiíó ïàðà-ìåòðiâ ai çà �îðìóëàìè

εi = ai − ξi −Ψi(t, x1, x2), i = 0, 2n. (5)



262 �åêîíñòðóêöiÿ ðîçêëàäó Ôóð'¹ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëèßêùî áóäå âñòàíîâëåíî, ùî ïðè âèáîði òèì ÷è iíøèì ÷èíîì âiëü-íèõ �óíêöié ξi(t),Ψi(t, x1, x2) íà äåÿêèõ òðà¹êòîðiÿõ (2), (3) ìà¹ ìiñ-öå òîòîæíiñòü ‖ε(t)‖ ≡ 0, òî ñàìå íà öèõ òðà¹êòîðiÿõ i ñàìå äëÿ òà-êèõ �óíêöié ðiâíîñòi (4) ñòàþòü iíâàðiàíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè äëÿðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à âiäòàê áåçïîñåðåäíüîâèçíà÷àþòü çíà÷åííÿ ai, i = 0, 2n.Ç óðàõóâàííÿì çàìiíè (5) ðiâíÿííÿ ȧi = 0 ïåðåòâîðþþòüñÿ â äè-�åðåíöiàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ
ε̇i + ξ̇i = −Ψi

′

t −Ψi
′

x1
[x2 − F (x1)]−Ψi

′

x2
{−g(x1) + Ψ0 + ξ0 + ε0+

+

n∑

k=1

[(Ψ2k−1 + ξ2k−1 + ε2k−1) cos kωt+ (Ψ2k + ξ2k + ε2k) sin kωt]}.
(6)Òóò Ψi

′
xj =

∂Ψi
∂xj

(t, x1, x2), Ψi
′
t =

∂Ψi
∂t (t, x1, x2), i = 0, 2n, j = 1, 2.Íà ïåðøîìó åòàïi âèçíà÷èìî ñòðóêòóðó äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè äè-�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3). Äëÿ öüîãî âèáåðåìî ç ïîïåðåäíiõ ðiâíî-ñòåé óñi äîäàíêè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä âiäõèëåíü i ïîêëàäåìî

ξ̇i = −Ψi
′
t −Ψi

′
x1 [x2 − F (x1)]−Ψi

′
x2{−g(x1) + Ψ0 + ξ0+

+

n∑

k=1

[(Ψ2k−1 + ξ2k−1) cos kωt+ (Ψ2k + ξ2k) sin kωt]}.
(7)Çà òàêèì âèáîðîì ìà¹ìî, ùî âðàçi ξi(t) ¹ áóäü-ÿêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà-÷i Êîøi äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè, òî òi äîäàíêè, ÿêi çàëèøèëèñÿ â ñïiââiäíî-øåííÿõ (6), óòâîðþþòü ëiíiéíi îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî âiäõèëåíü

εi(t)

ε̇i = −Ψi
′
x2 [ε0 +

n∑

k=1

(ε2k−1 cos kωt+ ε2k sin kωt)], (8)ÿêi äîïóñêàþòü òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ε(t) ≡ 0.Òàêèì ÷èíîì, íà ïåðøîìó åòàïi ïîáóäîâè îöiíîê ïàðàìåòðiâ çîâ-íiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ îòðèìàíî ñiì'þ äîäàòêîâèõ ñèñòåì âèäó (7),ÿêà çàëåæèòü âiä ïîêè ùî âiëüíèõ �óíêöié Ψi(t, x1, x2), i = 0, 2n òà¨õíiõ ïîõiäíèõ. Êîæíà ç íèõ, ðàçîì ç âèõiäíîþ ñèñòåìîþ (2), ïåðåòâî-ðþ¹ íà äåÿêèõ òðà¹êòîðiÿõ ðiâíîñòi (4) â iíâàðiàíòíi ñïiââiäíîøåííÿ,çà ÿêèìè áåçïîñåðåäíüî ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ïàðàìåòðè ai. Íà ií-øèõ òðà¹êòîðiÿõ ñèñòåìè (2), (7) ç'ÿâëÿþòüñÿ íåíóëüîâi äîäàíêè εi(t).4. Ñòàáiëiçàöi¨ âiäõèëåíüÎñêiëüêè íåâiäîìî íà ÿêèõ òðà¹êòîðiÿõ ñèñòåìè (2), (7) ðiâíîñòi(4) ïåðåòâîðþþòüñÿ â iíâàðiàíòíi ñïiââiäíîøåííÿ, òî ïðèðîäíüî âè-íèêà¹ ïèòàííÿ ïðî âèáið âiëüíèõ �óíêöié Ψi(t, x1, x2) òàêèì ÷èíîì,



Â. Ô. Ùåðáàê 263ùîá äîäàíêè εi(t), i = 0, 2n â �îðìóëàõ (5) àñèìïòîòè÷íî ïðÿìóâà-ëè äî íóëÿ. Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ñòàíîâèòü çìiñò äðóãîãî åòàïóïðîöåäóðè ñèíòåçó iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü.Âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîæíèêè Ψi
′
x2 , i = 0, 2n â ðiâíÿííÿõ (8) ÿêêåðóâàííÿ, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ¨õ âèáîðó ç óìîâ ãëîáàëüíî¨ àñèìï-òîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó: ∀ ε(0) = ε0 ∈ R2n+1 :

lim
t→∞

‖ε(t, ε0)‖ = 0. Ç öi¹þ ìåòîþ ââåäåìî ó ðîçãëÿä çíàêîâèçíà÷åíó�óíêöiþ V = 1
2

∑2n
i=0 ε

2
i òà çàïèøåìî ¨¨ ïîõiäíó, âçÿòó â ñèëó ñèñòåìè(8)

V̇ = −
[
ε0 +

n∑

k=1

(ε2k−1 cos kωt+ ε2k sin kωt)

]
·

2n∑

i=0

Ψi
′
x2εi. (9)Íåõàé �óíêöi¨, ÿêi ïîêè çàëèøàëèñü âiëüíèìè, ïðèéìàþòü âèãëÿä

k = 1, n:
Ψ0(x2) = x2, Ψ2k−1(t, x2) = x2 cos kωt, Ψ2k(t, x2) = x2 sin kωt, (10)Çà òàêèìè �óíêöiÿìè ïîõiäíà âiä V ñòà¹ çíàêîñòàëîþ

V̇ = −
[
ε0 +

n∑

k=1

(ε2k−1 cos kωt+ ε2k sin kωt)

]2
≤ 0.Òîáòî äëÿ ðiâíÿíü ó âiäõèëåííÿõ �óíêöiÿ V ¹ �óíêöi¹þ Ëÿïóíî-âà ç íåãàòèâíî íàïiââèçíà÷åíîþ ïîõiäíîþ, ∑2n

i=0 ε
2
i (t) ≤ ∑2n

i=0 ε
2
i (0).Äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó íåàâ-òîíîìíî¨ ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (8) ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòî-äîì ñòàáiëiçàöi¨, ÿêèé ðîçðîáëåíî â çàäà÷àõ àäàïòèâíîãî êåðóâàííÿç âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòi íåçãàñàþ÷îãî çáóäæåííÿ (persisten
y ofex
itation) (äèâ., íàïðèêëàä, [11�13℄).Îçíà÷åííÿ 1. Ìàòðè÷íà �óíêöiÿ, ùî ëîêàëüíî iíòåãðó¹òüñÿ W (t) :

R≥0 → Rp×q ìà¹ âëàñòèâiñòü ÍÇ � íåçãàñàþ÷îãî çáóäæåííÿ (PE �persisten
y of ex
itation), ÿêùî iñíóþòü ÷èñëà µ > 0 i T > 0 òàêi, ùî
∀t ∈ R≥0 âèêîíàíî ñïiââiäíîøåííÿ

∫ t+T

t
W (τ)W T (τ)dτ ≥ µI,äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi (p × p), à çíàê ≥ ó âèïàä-êó ìàòðè÷íî¨ íåðiâíîñòi îçíà÷à¹, ùî ðiçíèöÿ âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü ¹íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ.



264 �åêîíñòðóêöiÿ ðîçêëàäó Ôóð'¹ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëèÄëÿ íåàâòîíîìíî¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèäó
ė(t) = −W (t)W T (t)e(t), (11)äå e(t) ∈ Rp,W (t) ∈ Rp×q ìà¹ ìiñöåÒåîðåìà 1. [12, Th. 2.5.1℄ Äëÿ ñèñòåìè (11) ç îáìåæåíèìè �óíêöiÿ-ìè W (t), Ẇ (t) ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ ãëîáàëüíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòié-êèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè W (t) ìà¹ âëàñòèâiñòü ÍÇ.Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî �óíêöi¨ Ψi(t, x1, x2), i = 0, 2n âèáðàíi çà �îð-ìóëàìè (10), òî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâ-íÿíü ó âiäõèëåííÿõ (8) ¹ ãëîáàëüíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèì.Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ðiâíÿííÿ (8) â öüîìó âèïàäêó ïðèéìàþòü âèãëÿä




ε̇0
ε̇1...
ε̇2n


 = −




1 cosωt · · · sinnωt
cosωt cos2 ωt · · · cosωt sinnωt... ... . . . ...
sinnωt sinnωt cosωt · · · sin2 nωt







ε0
ε1...
ε2n


 . (12)Âiçüìåìî â ÿêîñòi ìàòðè÷íî¨ �óíêöi¨ W (t) âåêòîð

W (t) = (1, cosωt, sinωt, . . . , cosnωt, sinnωt)T .Òîäi ðiâíÿííÿ ó âiäõèëåííÿõ (12) ïðè p = 2n+1, q = 1 ìàþòü âèä (11).À âiäòàê, çãiäíî ç íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìîþ, äëÿ äîâåäåííÿ ãëîáàëüíî¨åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (12) íàìïîòðiáíî ïîêàçàòè:1) W (t) òà ¨¨ ïîõiäíà ¹ îáìåæåíèìè �óíêöiÿìè; 2)W (t) ìà¹ âëà-ñòèâiñòü ÍÇ.Ïåðøà óìîâà ¹ î÷åâèäíîþ, îñêiëüêè âñi êîìïîíåíòè âåêòîðà W (t)íå ïåðåâèùóþòü çà ìîäóëåì îäèíèöi, à àáñîëþòíà âåëè÷èíà êîìïî-íåíò âåêòîðà Ẇ (t) ïðè �iêñîâàíèõ n òà ω ìåíøå àáî äîðiâíþ¹ nω.Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi ÍÇ îáåðåìî êîíñòàíòè â îçíà÷åííi íà-ñòóïíèì ÷èíîì: T = 2π
ω , µ = π

nω . Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî ∀t ≥ 0, k, l = 1, n:
t+T∫

t

sin(kωσ)dσ =

t+T∫

t

cos(kωσ)dσ = 0,

t+T∫

t

cos(lωσ) sin(kωσ)dσ = 0,

t+T∫

t

dσ =
2π

ω
,

t+T∫

t

cos2(kωσ)dσ =

t+T∫

t

sin2(kωσ)dσ =
π

kω
,



Â. Ô. Ùåðáàê 265çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ WW T ñòà¹ äiàãîíàëüíîþ i âèêîíàíîâiäïîâiäíó íåðiâíiñòü
t+T∫

t

W (τ)W T (τ)dτ = diag

{
2π

ω
,
π

ω
,
π

ω
, . . . ,

π

nω
,
π

nω

}
≥ µI.Òâåðäæåííÿ ïðîïîçèöi¨ äîâåäåíî.5. Îñòàòî÷íèé âèãëÿä ñïiââiäíîøåíüÒàêèì ÷èíîì, çà�iêñîâàíî âñi ñòóïåíi ñâîáîäè â ñïiââiäíîøåííÿõ(5), à ñàìå: ñòðóêòóðà äîïîìiæíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çàäàíàðiâíÿííÿìè (7), à âèáið �óíêöié Ψi(t, x1, x2), i = 0, 2n çà �îðìóëàìè(10) �îðìó¹ îñòàòî÷íèé âèä öi¹¨ ñèñòåìè

ξ̇0 = g(x1)− x2 − ξ0 −X(t, x2, ξ),

ξ̇2k−1 = kωx2 sin kωt− Y (t, x1, x2, ξ) cos kωt,

ξ̇2k = −kωx2 cos kωt− Y (t, x1, x2, ξ) sin kωt, k = 1, n.

(13)Òóò X(t, x2, ξ) =
∑n

k=1[(x2 cos kωt + ξ2k−1) cos kωt + (x2 sin kωt +
+ξ2k) sin kωt], Y (t, x1, x2, ξ) = x2 − g(x1) + ξ0 +X(t, x2, ξ).Â ïiäñóìêó îòðèìó¹ìî, ùî äîäàíêè Ψi(t, x1, x2), ξi(t) â �îðìó-ëàõ (5) ñòàþòü âiäîìèìè âåëè÷èíàìè, âiäõèëåííÿ εi(t) àñèìïòîòè÷íîïðÿìóþòü äî íóëÿ, à ñàìi �îðìóëè áåçïîñåðåäíüî âèçíà÷àþòü àñèìï-òîòè÷íi îöiíêè øóêàíèõ ïàðàìåòðiâ ai, i = 0, 2n. Òèì ñàìèì äîâåäåíîÒâåðäæåííÿ 2. Ôîðìóëè

â0 = x2(t) + ξ1(t), â2k−1 = x2(t) cos kωt+ ξ2k−1(t),

â2k = x2(t) sin kωt+ ξ2k(t),äå ξ(t), ξ(0) = ξ0 ∈ R2n+1 � áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ñè-ñòåìè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (13), �îðìóþòü àñèìïòîòè÷íi îöiíêèïàðàìåòðiâ ak, k = 1, n.6. ×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ. Îñöèëÿòîð Äó��iíãàßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ðîçãëÿíåìî ðå-çóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâçîâíiøíüî¨ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëè u(t), ïiä äi¹þ ÿêî¨ îñöèëÿòîð Äó��ií-ãà çäiéñíþ¹ âèìóøåíi êîëèâàííÿ i ÿêà àïðîêñèìîâàíà âiäðiçêîì ðÿäó



266 �åêîíñòðóêöiÿ ðîçêëàäó Ôóð'¹ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëèÔóð'¹ (n=3). Ìîäåëü îñöèëÿòîðà Äó��iíãà � öå �içè÷íà ìîäåëü êîëè-âàëüíî¨ ñèñòåìè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ïðèêðiïëåíî¨äî íåëiíiéíî¨ ïðóæèíè òà ëiíiéíîãî àìîðòèçàòîðà. �iâíÿííÿ âèìóøå-íèõ êîëèâàíü çàïèøåìî ó âèãëÿäi
ẍ(t)+δẋ(t)+αx(t)+βx3(t) = a0+

3∑

k=1

(a2k−1 cos kωt+a2k sin kωt). (14)Òóò x(t) � çìiùåííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò; δ� õàðàêòåðèçó¹ äèñèïàöiþ â ñèñòåìi; êîå�iöi¹íòè α i β âèçíà÷àþòüâiäïîâiäíî ëiíiéíó òà íåëiíiéíó æîðñòêiñòü; ω � êóòîâà ÷àñòîòà çîâ-íiøíüî¨ ñïîíóêàëüíî¨ (çìóøóþ÷î¨) ñèëè; ai, i = 0, 6 � íåâiäîìi ïà-ðàìåòðè. Çàóâàæåìî, ùî ÿêùî β âiä'¹ìíà òî äèíàìiêà òðà¹êòîðié ¹òðèâiàëüíîþ, îñêiëüêè âñi ðîçâ'ÿçêè äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (14)åêñïîíåíöiàëüíî ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi. Îòæå, ðîçãëÿäà¹òüñÿâèïàäîê β ≥ 0. ßê i â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïåðåäáà÷à¹ìî, ùî ïðèâèáðàíèõ íèæ÷å ïàðàìåòðàõ ìîäåëi ðîçâ'ÿçêè (14) êîðåêòíî âèçíà-÷åíi íà [0,∞).Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (14) ó �îðìi ñèñòåìè â ïðîñòîði ñòàíiâ, çðî-áèâøè çàìiíó çìiííèõ Ëi¹íàðà. Ìà¹ìî
ẋ1 = x2 − δx1,

ẋ2 = −αx1 − βx31 + a0 +

3∑

k=1

[(a2k−1 cos kωt+ a2k sin kωt)].
(15)Çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi ñõåìà áóëà ÷èñåëüíî ïðîìîäåëüîâàíà äëÿøèðîêîãî ñïåêòðó ïî÷àòêîâèõ óìîâ i ïàðàìåòðiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè(15). Ñàìà öÿ ñèñòåìà â ïðîöåñi ìîäåëþâàííÿ âèêîðèñòàíà äëÿ îò-ðèìàííÿ çíà÷åíü x1(t), x2(t), çà äàíèìè ïðî ÿêi âèðiøóâàëàñü çàäà÷àïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ îöiíîê ai, i = 0, 6. Ïàðàìåòðè ñèñòåìè íà-ñòóïíi: δ = 0.5; α = 4.0; β = 0.5; ω = 2.5; a0 = 0.5; a1 = 1.0; a2 =

1.5; a3 = 0.0; a4 = −0.5; a5 = −1.0; a6 = −1.5.Ïî÷àòêîâi óìîâè âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ îñöèëÿòîðà: x(0) =
(−1.0; 1.0); ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ çìiííèõ äîäàòêîâî¨ ñèñòåìè äè�å-ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü îáèðàþòüñÿ äîâiëüíèì ÷èíîì, â äàíîìó âèïàäêó
ξ(0)=(−2;−2;−2;−2;−2;−2;−2) äëÿ ðèñ. 1 òà ξ(0)=(0; 0; 0; 0; 0; 0; 11)äëÿ ðèñ. 2. Ñàìà äîäàòêîâà ñèñòåìà ç òàêèìè ïàðàìåòðàìè ìà¹ âèãëÿä

ξ̇0 = 4x1 − 0.5x31 − x2 − ξ0 −X(t, x2, ξ),

ξ̇2k−1 = kx2 sin kt− Y (t, x1, x2, ξ) cos kt,

ξ̇2k = −kx2 cos kt− Y (t, x1, x2, ξ) sin kt, k = 1, 3.

(16)
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�èñ. 1. �èñ. 2.Òóò X(t, x2, ξ) =
∑3

k=1[(x2 cos kt+ξ2k−1) cos kt+(x2 sin kt+ξ2k) sin kt],
Y (t, x1, x2, ξ) = x2 − 4x1 + 0.5x31 + ξ0 +X(t, x2, ξ).Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïðîöåñ îöiíþâàííÿ êîå�iöi¹íòiâ ai. Íåïåðåðâ-íîþ ëiíi¹þ çîáðàæåíî ãðà�iêè �óíêöié (k = 1, 3)

â0 = x2(t) + ξ0(t), â2k−1 = x2(t) cos kωt+ ξ2k−1(t),

â2k = x2(t) sin kωt+ ξ2k(t),ÿêi â ïîâíié âiäïîâiäíîñòi äî òâåðäæåííÿ 2 àñèìòîòè÷íî ïðÿìóþòüç ÷àñîì äî çíà÷åíü øóêàíèõ êîå�iöi¹íòiâ (ãðà�iêè ÿêèõ çîáðàæåíîïåðåðèâ÷àòèìè âiäðiçêàìè ïðÿìèõ).Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî âiäñòåæåííÿ çîâíiøíüîãî ñèãíàëó u(t). Ïåðå-ðèâ÷àòîþ ëiíi¹þ çîáðàæåíî ãðà�iê äiþ÷î¨ íà îñöèëÿòîð çîâíiøíüî¨ñèëè u(t) = a0+
∑3

k=1(a2k−1 cos kωt+a2k sin kωt), à íåïåðåðâíîþ ëiíi¹þéîãî àïðîêñèìàöiþ çà ðåçóëüòàòîì ìîäåëþâàííÿ
â0 +

3∑

k=1
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