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ОДНОФОТОННЕ
РОЗСIЮВАННЯ АТОМНИМ ЛАНЦЮГОМ
В ОДНО- ТА ДВОМОДОВОМУ РЕЗОНАТОРАХУДК 539

Дослiджено систему 𝑁 iдентичних дворiвневих невзаємодiючих атомiв, що приготов-
лена в однофотонному фокiвському станi електромагнiтного поля. Показано, що при
нехтуваннi взаємодiєю мiж атомами отриманi динамiчнi рiвняння для амплiтуд ймо-
вiрностей дозволяють iнтерпретацiю динамiки станiв у класичному стилi, а саме, в
термiнах суперпозицiї коливальних мод дослiджуваної системи. Отриманi рiвняння
розкривають вплив вiдносного просторового розташування атомiв на динамiку станiв,
зокрема розпад як окремих атомiв, так i системи в цiлому.
Ключ о в i с л о в а: однофотонне розсiювання, система атомiв, фокiвський стан, рiвняння
Шредiнгера.

1. Вступ

Колективнi випромiнювальнi та поглинальнi вла-
стивостi атомних систем iнтенсивно дослiджува-
лись ще з середини минулого столiття. З то-
го часу багато фундаментальних та цiкавих у
прикладному сенсi властивостей систем атоми–
електромагнiтне поле були розкритi теоретично та
виявленi експериментально. Наприклад, колектив-
не самовiльне випромiнювання хмариною 𝑁 ато-
мiв було дослiджено в [1]. Як було в нiй показано,
якщо збудженi атоми розташованi таким чином,
що середня вiдстань мiж ними менша за довжину
хвилi резонансного переходу, то система може вiд-
дати енергiю у електромагнiтне поле значно швид-
ше у порiвняннi з окремо взятим атомом. Iснуючi
кореляцiї мiж атомами на таких вiдстанях спричи-
нюють когерентнi атомнi переходи. Останнє є при-
чиною пропорцiональностi вихiдної iнтенсивностi
квадрата кiлькостi частинок 𝑁2. У результатi си-
стема випромiнює “свою енергiю у 𝑁 разiв швид-
ше за поодинокий атом” (див., наприклад, аналiз у
роботi [2]). Ця особлива поведiнка при самовiльно-
му випромiнюваннi властива системi навiть, якщо
початково тiльки один атом або фокiвський стан
збуджений в системi хмаринка–поле (див., напри-
клад, [3]). При деяких умовах, крiм вже згаданих
колективних ефектiв, багатоатомна система може
сповiльнити перевипромiнювання, що було поясне-
но у “наочних” термiнах вiртуального багаторазо-
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вого обмiну фотонами (вiртуальнi ефекти в [4]).
Можливим застосуванням таких специфiчно при-
готовлених атомних станiв є оптичнi квантовi на-
копичувачi (див. [5]).

У цiй роботi представлено дослiдження системи
𝑁 однакових дворiвневих атомiв та поля у одно-
фотонному фокiвському станi. Головною метою є
отримання iнформацiї про стан електромагнiтного
поля i атомiв у часi.

У таких типових роботах, як [6–8], дослiджує-
ться розсiювання фотонiв великою системою рiв-
номiрно розподiлених атомiв, що зв’язанi iз конти-
нуумом мод квантованого електромагнiтного по-
ля. На вiдмiну вiд такого пiдходу в нашiй роботi
береться до уваги резонатор та обмежена кiлькiсть
допустимих мод у видiленому напрямку. Але за-
пропонована тут модель затухання збуджених ста-
нiв системи також пов’язується iз загальноприйня-
тим пiдходом переходу до континууму мод кван-
тованого електромагнiтного поля у всiх “iнших
доступних” напрямках. При цьому, автори даної
статтi показують деякi труднощi, пов’язанi iз за-
стосуванням певних наближень. Зокрема, показа-
но, що загально вживане “релаксацiйне” наближе-
ння, яке часто асоцiюють iз “термалiзацiєю” си-
стеми атоми–поле, не виникає безпосередньо при
переходi до континууму мод квантованого еле-
ктромагнiтного поля. Тому залишається вiдкри-
тим питання про механiзми розпаду станiв систе-
ми. Наприклад, можливо, слiд мати на увазi певну
“вiдкритiсть” системи атоми–моди поля, що може
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привести до необхiдностi розгляду статистичного
розподiлу за модами. Останнє може стати причи-
ною експоненцiального закону релаксацiї у часi.

За допомогою параметра розпаду 𝐷, що введе-
ний у цiлком визначеному наближеннi четвертої
частини статтi для отриманого загального форма-
лiзму у другiй частинi, ми зробили спробу досягну-
ти такої форми динамiчних рiвнянь для амплiтуд
ймовiрностей, яка дозволяє iнтерпретувати отри-
ману у третiй частинi систему рiвнянь на класи-
чний манер як таку, що описує коливальний рух
багатомодової системи.

Зазначимо, що врахування ефекту затухання в
реальних системах було зроблено, наприклад, в ро-
ботi [9]. В нiй використовувалась модель, в якiй
взаємозв’язок мiж атомами та резервуаром еле-
ктромагнiтних мод приводить до зменшення засе-
лення збуджених атомних рiвнiв чи/та вiдповiд-
них станiв поля. В цiй моделi припускається, що
iснує тiльки одна мода випромiнювання, що опи-
сується оператором знищення ([10]). Також припу-
скається достатньо велика кiлькiсть трирiвневих
атомiв (𝑁 ≫ 1), що описуються їх власними опера-
торами знищення. При цьому атоми взаємодiють iз
полем, але не безпосередньо мiж собою. Взаємний
вплив поля i атомiв приводить до появи iнших мод
випромiнювання, фононiв на стiнках порожнини,
тощо. В цiй моделi зменшення заселеностi (розпад)
враховується за допомогою введення спецiальних
членiв, що вiдповiдають переходам iндукованими
резервуаром мод. Бiльш раннi спроби досягнути
реалiстичностi моделей лазера (див. [10], стор. 236,
237) можуть також бути вiдслiдкованi у [11].

Деякi фундаментальнi аспекти процесiв розпа-
ду поодинокого атома обговорюються у роботi [12].
У нiй опис здiйснений у термiнах матрицi густи-
ни ймовiрностi для такого розрiдженого атомно-
го струменя, що тiльки один атом може знаходи-
тись у зонi дiї поля, пролiтаючи резонатор. Пока-
зано, що процеси розпаду (атомного випромiнюва-
ння) можуть бути наслiдком деякого дисбалансу
мiж популяцiями атомiв у збудженому (чи основ-
ному) станi та фокiвськими станами поля. Особли-
во, умови розпаду виникають у випадку термiчно
нерiвноважного розподiлу мiж атомними станами
та модами у резонаторi. Крiм того, доступний для
системних переходiв неперервний спектр електро-
магнiтних мод може спричинити зсув “резонанс-
них” частот.

На прикладному рiвнi, якщо ж мова йдеться про
надвипромiнювальнi системи, то причиною зату-
хання (радше, руйнування) когерентних станiв мо-
же, разом iз “термалiзацiєю” системних станiв, бу-
ти доплерiвське розширення резонансних частот
атомiв чи електронiв. Приклади реальних систем
та аналiз застосування теорiї надвипромiнювання
можна знайти, наприклад, у [13]. У цiй роботi мо-
жна знайти розгляд циклотронних хвиль у плазмi
як частковий випадок явища надвипромiнювання,
що має прикладне значення у фiзицi “намагнiче-
ної” плазми токамакiв.

Наприкiнцi вступу зазначимо також, що цiлком
визначенi вiдмiнностi у застосованих термiнах для
опису скiнченної системи атомiв у бозонному “по-
лi”, у порiвняннi з методом виключення бозонних
операторiв при побудовi вiдповiдних кiнетичних
рiвнянь у [14], завдячують нашому iнтересу до ди-
намiки. Остання є у певному сенсi лише вiдправ-
ною точкою при побудовi кiнетики. Бiльш докла-
днiше дiзнатися про застосування згаданої щойно
методики та порiвняти її iз особливостями динамi-
чного опису, скажiмо двох атомiв, можна у роботах
[15] та [16] вiдповiдно.

2. Рiвняння руху для амплiтуд станiв

Таким чином, розглянемо сукупнiсть 𝑁 однакових
атомiв, що мають координати r1, ..., r𝑁 , i якi зв’я-
занi з однiєю модою електромагнiтного поля. При-
пускається, що кожний атом 𝛼 = 1, ..., 𝑁 має тiль-
ки два стани |𝑎⟩𝛼 та |𝑏⟩𝛼, що роздiленi енергiєю
𝐸𝛼 = 𝐸𝑎𝛼 − 𝐸𝑏𝛼 = ~𝜔. У дипольному наближеннi
гамiльтонiан системи має вигляд

𝐻 = 𝐻0 +𝐻int = ~𝜔
𝑁∑︁

𝛼=1

𝜎†
𝛼𝜎𝛼+

+

2∑︁
𝑗=1

∑︁
k

~𝜈𝑘𝑎̂†k,𝑗 𝑎̂k,𝑗 −
𝑁∑︁

𝛼=1

p̂𝛼Ê(r𝛼), (1)

де 𝐻̂0 – гамiльтонiан невзаємодiючих атомiв i вiль-
ного електромагнiтного поля та 𝐻̂int описує взає-
модiю атомiв iз електромагнiтним полем. Тут 𝜎̂𝛼 ≡
≡ |𝑏⟩𝛼⟨𝑎|𝛼 – понижуючий (анiгiляцiї збудженого
стану) оператор атома 𝛼; Ê(r𝛼) – оператор напру-
женостi електричного поля в точцi r𝛼, де знаходи-
ться атом 𝛼; p̂𝛼 – оператор дипольного моменту
атома 𝛼; 𝑎̂+k,𝑗 та 𝑎̂k,𝑗 – оператори народження та
знищення фотона моди (k, 𝑗), вiдповiдно, де iндекс
𝑗 = 1, 2 визначає площину поляризацiї.
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У представленнi взаємодiї рiвняння Шредiнгера
має вигляд

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
Ψ = 𝑉intΨ, (2)

де 𝑉int вiдповiдає взаємодiї атомiв iз фотонами у
дипольному наближеннi:

𝑉int = −~
∑︁
k,𝑗

𝑁∑︁
𝛼=1

[︂
𝑔𝛼(k, 𝑗)𝜎̂𝛼𝑎̂

+
k,𝑗 ×

× exp
(︁
𝑖(𝜈k − 𝜔)𝑡− 𝑖kr𝛼

)︁
+ 𝑔*𝛼(k, 𝑗)𝜎̂

+
𝛼 𝑎̂k,𝑗 ×

× exp
(︁
− 𝑖(𝜈k − 𝜔)𝑡+ 𝑖kr𝛼

)︁]︂
. (3)

Тут

𝑔𝛼(k, 𝑗) =

√︂
𝜈k

2~𝜖0𝑉
d𝛼 · ek,𝑗 =

= 𝑒𝑖𝜑𝛼

√︂
𝜈k

2~𝜖0𝑉
|d𝛼| cos 𝜃k,𝑗 , (4)

де 𝜑𝛼 позначає деяку фазу, 𝜃k,𝑗 – кут мiж диполь-
ним моментом d𝛼 = 𝑒⟨𝑎|r𝛼|𝑏⟩ та 𝑗-м орт-вектором
поляризацiї ek,𝑗 (𝑗 = 1, 2 та ek,𝑗 · k = 0); наявнiсть
величини об’єму, позначеної 𝑉 , визначає об’єм нор-
мування для станiв системи атоми–поле.

Оскiльки в початковий момент часу 𝑡 = 0 усi
атоми 𝛼 = 1, ..., 𝑁 ансамблю знаходяться в основ-
ному станi |𝑏⟩𝛼, а електромагнiтне поле утворює
фокiвський стан |1k0⟩ (один фотон iз хвильовим
вектором k0), розв’язок рiвняння Шредiнгера мо-
жна шукати у виглядi

Ψ =

𝑁∑︁
𝛼=1

𝛽𝛼(𝑡)|𝑏1𝑏2...𝑎𝛼...𝑏𝑁 ; 0⟩+

+
∑︁
k,𝑗

𝛾k,𝑗(𝑡)|𝑏1𝑏2...𝑏𝑁 ; 1k,𝑗⟩ (5)

iз початковими умовами:

𝛽𝛼(0) = 0, 𝛾k,𝑗(0) = 𝛿k,k0
. (6)

Тут 𝛿k,k0 – символ Кронекера: 𝛿k,k0 = 1, якщо k =
= k0, та 𝛿k,k0

= 0, якщо k ̸= k0.
Пiсля пiдстановки виразу (5) у вiдповiдне рiвня-

ння еволюцiї отримаємо такi рiвняння для коефi-
цiєнтiв 𝛽𝛼(𝑡) та 𝛾k,𝑗(𝑡):

𝛽̇𝛼(𝑡) = 𝑖
∑︁
k,𝑗

𝑔*𝛼(k, 𝑗)𝛾k,𝑗(𝑡) exp(−𝑖(𝜈k − 𝜔)𝑡+ 𝑖kr𝛼),

(7)

𝛾̇k,𝑗(𝑡) = 𝑖

𝑁∑︁
𝛿=1

𝑔𝛿(k, 𝑗)𝛽𝛿(𝑡) exp(𝑖(𝜈k−𝜔)𝑡−𝑖kr𝛿). (8)

Формально, розв’язок рiвняння (8) має вигляд

𝛾k,𝑗(𝑡) = 𝛾k,𝑗(0)+

+ 𝑖

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′
𝑁∑︁
𝛿=1

𝑔𝛿(k, 𝑗)𝛽𝛿(𝑡
′) exp(𝑖(𝜈𝑘−𝜔)𝑡′− 𝑖kr𝛿), (9)

що дає можливiсть переписати рiвняння (7):

𝛽̇𝛼(𝑡) = 𝑖
∑︁
k,𝑗

𝑔𝛼(k, 𝑗)𝛾k,𝑗(0) exp[−𝑖(𝜈k−𝜔)𝑡+𝑖kr𝛼]−

−
∑︁
k,𝑗

𝑁∑︁
𝛿=1

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′𝑔*𝛼(k, 𝑗)𝑔𝛿(k, 𝑗)𝛽𝛿(𝑡
′)×

× exp[𝑖(𝜈k − 𝜔)(𝑡′ − 𝑡) + 𝑖k(r𝛼 − r𝛿)]. (10)

Отримане рiвняння (10) буде проаналiзовано у
певних наближеннях, запропонованих у наступних
частинах нижче.

3. Резонансне наближення

Припустимо, що електромагнiтне поле iснує тiльки
в одному фокiвському станi |1k0

⟩, тобто

𝛾k,𝑗(𝑡) = 0, якщо 𝜈k ̸= 𝜔. (11)

Тодi у резонансному наближеннi 𝜔 = 𝜈k рiвняння
(10) набуде вигляду

𝛽̇𝛼(𝑡) = 𝑖
∑︁
𝑗,k

𝑔𝛼(k, 𝑗)𝛾k,𝑗(0) exp(𝑖kr𝛼)−

−
∑︁

𝑗, |k|=k0

𝑁∑︁
𝛿=1

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′𝑔*𝛼(k, 𝑗)𝑔𝛿(k, 𝑗)𝛽𝛿(𝑡
′) exp[𝑖k(r𝛼−r𝛿)],

(12)
i пiсля диференцiювання по часу отримаємо

𝛽𝛼(𝑡) = −
∑︁

𝑗, |k|=k0

𝑁∑︁
𝛿=1

𝑔*𝛼(k, 𝑗)𝑔𝛿(k, 𝑗)𝛽𝛿(𝑡)×

× exp[𝑖k(r𝛼 − r𝛿)] = −
𝑁∑︁
𝛿=1

Φ𝛼𝛿𝛽𝛿(𝑡), (13)

де

Φ𝛼𝛿 =
∑︁

𝑗, |k|=k0

𝑔*𝛼(k, 𝑗)𝑔𝛿(k, 𝑗) exp[𝑖k(r𝛼−r𝛿)] = Φ*
𝛿𝛼.

(14)
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Рiвняння (13) утворюють систему звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь другого порядку iз ермiто-
вою матрицею ̂︀Φ, що не залежить вiд часу. Ця ма-
триця (iз дiйсними власними числами) може бути
дiагоналiзована деяким унiтарним перетворенням.
Якщо вона не вироджена, то частинний розв’язок
можна шукати у виглядi

𝛽𝛼(𝑡) = 𝐴𝛼𝑒
𝑖𝑤𝑡, (15)

що перетворює систему (13) в систему лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь:

−𝑤2𝐴𝛼 +

𝑁∑︁
𝛿=1

Φ𝛼𝛿 𝐴𝛿 = 0, (𝛼, 𝛿 = 1, ..., 𝑁). (16)

Умова iснування нетривiального розв’язку приво-
дить до алгебраїчного рiвняння 𝑁 -го порядку вiд-
носно 𝑤2:

det
(︀
−𝑤2𝛿𝛼𝛿 +Φ𝛼𝛿

)︀
= 0. (17)

Ермiтовiсть ̂︀Φ приводить до того що характери-
стичне рiвняння (17) вiдносно 𝑤2 має тiльки дiйснi
коренi, якi можуть бути як додатними, так i вiд’-
ємними. Це, у свою чергу, приводить до дiйсних
значень 𝑤 (гармонiчнi коливання), або чисто уяв-
них значень 𝑤 (аперiодичний рух – зростання або
спадання за експоненцiальним законом).

Цiкаво зазначити, що з формальної точки зору
вибiр 𝑤2 < 0 вiдповiдає нульовiй дiйснiй части-
нi 𝑤 (Re(𝑤) = 0), i, таким чином, може опису-
вати експоненцiальне “затухання вiбрацiйної” мо-
ди як конструктивної одиницi для амплiтуди ста-
ну 𝛽𝛼(𝑡). Тут ми мали б сказати, що, як видно iз
представлення (15), амплiтуди стану 𝛽𝛼(𝑡) для ко-
жного 𝛼 = 1, ..., 𝑁 як рiшення системи динамiчних
рiвнянь (13) – суперпозицiєю “вiбрацiйних” мод з
рiзними частотами 𝑤𝑚, де 𝑤𝑚 – 𝑚-й корiнь рiвня-
ння (17). Тим не менш, у реальних застосуваннях,
описаних у лiтературi, розпад стану зазвичай асо-
цiюють iз атомним станом 𝛼-го атома чи з деякою
лiнiйною комбiнацiєю останнiх. Тут дуже важли-
во пiдкреслити, що запропонована у цiй частинi
тексту репрезентацiя через “коливальнi” моди для
амплiтуд станiв вiдбиває просторову структуру си-
стеми i, таким чином, вiдповiднi кореляцiї мiж ча-
стинками.

4. Модель затухання

Явище затухання густини ймовiрностей або амплi-
туди стану системи можна ефективно врахувати
залежно вiд природи затухання (див., наприклад,
[9, 10]). Як приклад нижче ми розглянемо систе-
му, що складається iз резонатора i атомiв, що вмi-
щенi в “море” квантованих мод. Iншими словами,
резонатор видiляє (пiдсилює) тiльки обмежену су-
купнiсть мод серед усiх можливих мод електрома-
гнiтного поля, що дозволенi у вiдкритiй системi.
Позначимо моди, що належать цiй сукупностi як
kres. Виходячи з цього, розiб’ємо пiдсумовування
по модах

∑︀
k,𝑗

в рiвняннi (12) на двi частини:
∑︀

k=kres,𝑗

та
∑︀

k̸=kres,𝑗

, що вiдповiдають резонансним та нере-

зонансним модам вiдповiдно. Наступним кроком
врахуємо, що в достатньо великому об’ємi 𝑉 пiд-
сумовування по k можна наближено замiнити на
iнтегрування:
1

𝑉

∑︁
k,𝑗

=
1

𝑉

∑︁
k=kres,𝑗

+
1

𝑉

∑︁
k̸=kres,𝑗

→

→ 1

𝑉

∑︁
k=kres,𝑗

+ lim
𝜔𝑀→∞

∑︁
𝑗

(︂
1

2𝜋 𝑐

)︂3 𝜔𝑀∫︁
0

𝜔2𝑑𝜔

∫︁
𝑑k̂.

(18)

Пiсля цього другий доданок в рiвняннi (10) роздi-
лимо на двi частини, одна з яких вiдповiдає нере-
зонансним модам.

Таким чином, дослiдимо другий член у правiй
частинi рiвняння (10) пiсля застосування процеду-
ри розчеплення (18). По-перше, ми розглянемо iн-
теграл по нерезонансних модах для випадку одна-
кових атомних iндексiв 𝛼 = 𝛿:

𝑉
∑︁
𝑗

(︂
1

2𝜋𝑐

)︂3 𝜔𝑀∫︁
0

𝜔2𝑑𝜔

∫︁
𝑑k̂×

×
𝑡∫︁

0

𝑑𝑡′ |𝑔𝛿 (k, 𝑗)|2 𝛽𝛿(𝑡
′) exp[𝑖(𝜔 − 𝜔res)(𝑡

′ − 𝑡)]. (19)

В останньому виразi можна використати наближе-
ння Вайскопфа–Вiгнера ([8], стор. 206) i отримати∑︁
𝑗=1,2

1

2~𝜀0

(︂
1

2𝜋𝑐

)︂3
|d|2𝜔3

res

𝜔𝑀∫︁
0

𝑑𝜔

∫︁
𝑑k̂×

×
𝑡∫︁

0

𝑑𝑡′ cos2 𝜃𝑗𝛽𝛿(𝑡
′) exp[𝑖(𝜔 − 𝜔res)(𝑡

′ − 𝑡)]. (20)
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Тут було використано зв’язок |k| = 𝜔k/𝑐 та

𝑔*𝛼(k, 𝑗)𝑔𝛼(k, 𝑗) =
𝜔

2~𝜖0𝑉
|d|2 cos2 𝜃𝑗 , (21)

де 𝜃𝑗 – кут мiж дипольним моментом атома та ве-
ктором поляризацiї електричного поля e𝑗 , 𝑗 = 1, 2.
Вiдзначимо, що iнтегрування по частотах тут мi-
стить в собi також i резонансне значення, оскiльки
значення визначеного iнтеграла не залежить вiд
значення пiдiнтегральної функцiї в однiй iзольо-
ванiй точцi.

У наближеннi Вайскопфа–Вiгнера ([8], стор. 206–
209) у пiдiнтегральному виразi (19) ми замiнюємо
𝜔3 на 𝜔3

res та нижню межу для iнтегрування за
частотою на −∞. Тодi, пiсля iнтегрування за про-
сторовим кутом 𝑑k, представляємо iнтегрування
за частотою у виглядi дельта-функцiї:
∞∫︁

−∞

𝑑𝜔 exp[𝑖(𝜔 − 𝜔res)(𝑡
′ − 𝑡)] = 2𝜋𝛿 (𝑡′ − 𝑡) . (22)

Тут необхiдно, на наш погляд, запропонувати де-
кiлька коментарiв щодо вибраного наближення.

4.1. Деякi зауваження та коментарi
про наближення Вайскопфа–Вiгнера

Зазвичай таке наближення аргументується тим
фактом, що (вiдповiдно до [8], стор. 207) iнтенсив-
нiсть випромiнюваного свiтла концентрується нав-
коло частоти атомного переходу 𝜔res, i, вiдповiдно
до цього, значення 𝜔3 мало змiнюється порiвня-
но iз резонансним значенням протягом достатньо
великого часового iнтервалу. В той самий час iнте-
грування у виразi (20) по частотах без застосува-
ння зазначених вище наближень не приводить до
помiтної 𝛿-подiбної властивостi:

lim
𝜔𝑀→∞

𝜔𝑀∫︁
0

𝜔3 exp[𝑖𝜔(𝑡′ − 𝑡)]𝑑𝜔 = lim
𝜔𝑀→∞

1

𝑖(𝑡′ − 𝑡)
×

×
[︂
𝜔3
𝑀 exp[𝑖𝜔𝑀 (𝑡′ − 𝑡)]− 3

1

𝑖(𝑡′ − 𝑡)
×

×
{︂
𝜔2
𝑀 exp[𝑖𝜔𝑀 (𝑡′−𝑡)]− 2

𝑖(𝑡′ − 𝑡)
𝜔𝑀 exp[𝑖𝜔𝑀 (𝑡′−𝑡)] +

+2

(︂
1− cos (𝜔𝑀 (𝑡′− 𝑡))

(𝑡′− 𝑡)2
− 𝑖

sin (𝜔𝑀 (𝑡′− 𝑡))

(𝑡′− 𝑡)2

)︂}︂]︂
. (23)

Ми бачимо, що такий iнтеграл також дає внесок
у зсув резонансної частоти 𝜔0, при якiй атомно-
польовi переходи можуть вiдбуватись (див. [12]).

Ситуацiю тут може дещо поправити припуще-
ння про те, що коефiцiєнти 𝑔𝛼(k, 𝑗) розподiленi у
просторi по об’єму, що вiдповiдає атомному дiаме-
тру 𝑎. Значення 𝑎 може накласти деякi обмеження
на мiнiмальну довжину хвилi, тобто на максималь-
ну частоту 𝜔max. Такий розподiл у просторi змi-
нює межi iнтегрування по частотi, а додатковi при-
пущеннях про часовi масштаби й сприйнятливiсть
атомiв до зовнiшнього електромагнiтного поля мо-
жуть призвести до 𝛿-подiбного ядра у вище наве-
дених iнтегралах (див., наприклад, [17] та [18]).

Пiсля запропонованого вiдступу продовжимо
рухатись у напрямку отримання динамiчних рiв-
нянь. Слiдуючи запропонованому наближенню, iн-
тегрування по просторових кутах можна провести
за допомогою зв’язку

∑︀
𝑗=1,2

cos2 𝜃𝑗 = 1 − cos2 𝜃3, де

𝜃3 – кут мiж хвильовим вектором k та дипольним
моментом d, що в результатi дає

𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

(︀
1− cos2 𝜃

)︀
sin 𝜃𝑑𝜃 𝑑𝜙 =

8𝜋

3
.

У результатi зняття iнтегрування за часом з
дельта-функцiєю маємо, що

𝛽̇𝛼(𝑡) = 𝑖
∑︁
k,𝑗

𝑔𝛼(k, 𝑗)𝛾k,𝑗(0) exp[−𝑖(𝜈𝑘−𝜔)𝑡+𝑖kr𝛼]−

−8𝜋

3

2𝜋

2~𝜀0

(︂
1

2𝜋 𝑐

)︂3
|d|2𝜔3

res𝛽𝛼(𝑡)−

−
∑︁

|k|=𝜔res/𝑐,𝑗

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′ |𝑔𝛼(k, 𝑗)|2 𝛽𝛼(𝑡
′)−

−
∑︁
k,𝑗

𝑁∑︁
𝛿=1,𝛿 ̸=𝛼

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′𝑔*𝛼(k, 𝑗)𝑔𝛿(k, 𝑗)𝛽𝛿(𝑡
′)×

× exp[𝑖(𝜔𝑘 − 𝜔res)(𝑡
′ − 𝑡) + 𝑖k(r𝛼 − r𝛿)]. (24)

Знову застосуємо розбиття на резонанснi та не-
резонанснi доданки для третього члена в правiй
частинi останнього рiвняння. Тодi, апроксимуючи
iнтегрування за часом та частотою iнтегруванням
за часом з дельта-функцiйним ядром, ми може-
мо представити нерезонанснi доданки для кожного
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𝛿 ̸= 𝛼 за допомогою добутку 𝛿-ї амплiтуди стану та
вiдповiдного їй коефiцiєнта 𝐷𝛼𝛿. Бiльш детально
процедура обчислення може бути знайдена у ро-
ботi [18]. У вiдповiднiй “резонанснiй” частинi зали-
шається тiльки iнтегрування за часом. Таким чи-
ном, враховуючи початковi умови (справедливiсть
11 для 𝑡 = 0) та диференцiюючи ще раз рiвняння
(24), отримуємо

𝑑2

𝑑𝑡2
𝛽𝛼(𝑡) = −

𝑁∑︁
𝛿=1

𝛽𝛿(𝑡)Φ𝛼𝛿 − 2

𝑁∑︁
𝛿=1

𝐷𝛼𝛿
𝑑

𝑑𝑡
𝛽𝛿(𝑡), (25)

де

𝐷𝛼𝛼 =
1

2

8𝜋

3

2𝜋

2~𝜀0

(︂
1

2𝜋𝑐

)︂3
|d|2𝜔3

res =

=
1

2

1

3𝜋~𝜀0𝑐3
|d|2𝜔3

res, (26)

та Φ𝛼 𝛿 – визначенi у попереднiй частинi. Коефiцi-
єнти 𝐷𝛼𝛼, 𝛼 = 1, ..., 𝑁 описують швидкiсть розпа-
ду збудженого стану поодинокого атома з iндексом
𝛼. Оскiльки дипольнi моменти атомiв масштабую-
ться у дебаях, такi незалежнi розпади збуджених
станiв вiдбуваються в оптичному регiонi частот
через самовiльне випромiнення протягом порядку
10−7 − 10−9 секунд. Коефiцiєнти 𝐷𝛼 𝛿, 𝛼 = 1, ..., 𝑁
та 𝛿 = = 1, ..., 𝑁 з 𝛼 ̸= 𝛿, описують швидкостi роз-
паду кожного 𝛼-го атома у збудженому станi пiд
впливом всiєї системи. Останнi можна обчислити
за допомогою процедури, описаної в додатку до
статтi [18].

Видно, що рiвняння руху (25) для амплiтуд ста-
нiв 𝛽𝛼(𝑡), 𝛼 = 1, ..., 𝑁 , мають вигляд, який виникає
в класичнiй механiцi при описi коливального руху
“пружно” з’єднаних тiл.

5. Висновки

Отже, у данiй роботi дослiджено систему 𝑁 iден-
тичних дворiвневих невзаємодiючих атомiв, що
розташованi у резонаторi з одним видiленим на-
прямком. При цьому електромагнiтне поле в ре-
зонаторi у початковий момент часу приготовле-
не в основному станi з одним збудженим фокiв-
ським станом “резонансної частоти”. Показана мо-
жливiсть представлення амплiтуд станiв через “ко-
ливальнi” моди. Вiдповiднi моди вiдбивають про-
сторову структуру системи i, таким чином, iсну-
ючi кореляцiї мiж частинками. Знайденi рiвняння

руху для амплiтуд станiв 𝛽𝛼(𝑡), 𝛼 = 1, ..., 𝑁 , ма-
ють вигляд, що використовується класичною ме-
ханiкою для опису коливального руху “пружно”
з’єднаних тiл.
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Rev. Lett. 96, 010501 (2006).
7. V. Ernst and P. Stehle, Phys. Rev. 176, 1456 (1968).
8. M.O. Scully and S. Zubairy, Quantum Optics (Cambridge

Univ. Press, Cambridge, 1997).
9. M. Lax, Phys. Rev. 145, 110 (1966).

10. J.R. Klauder and E.C.G. Sudarshan, Fundamentals of
Quantum Optics, (Dover, New York, 2006).

11. M. Scully and W.E. Lamb, Phys. Rev. Lett. 16, 853 (1966).
12. W.P. Schleich, Quantum Optics in Phase Space (Wiley-

VCH, Berlin, 2001), P. 507–549.
13. Л.И. Меньшиков, УФН 169, № 2, 113 (1999).
14. Н.Н. Боголюбов, Н.Н. Боголюбов (мл.), ЭЧАЯ, Вып. 2,

245 (1980).
15. Н.Н. Боголюбов (мл.), А.С. Шумовский, Сверхизлуче-

ние (ОИЯИ, Дубна, 1987), препринт P17-87-176.
16. Е.К. Башкиров, Е.Г. Мангулова, Известия РАН. Серия

физическая 64, № 10, 2075 (2000).
17. R.H. Lehmberg, Phys. Rev. A 2, 883 (1970).
18. A.S. Sizhuk, S.M. Yezhov, Ukrainian J. of Phys. 57, 670

(2012).

Одержано 07.06.13

А.С.Сижук, С.М.Ежов

ОДНОФОТОННОЕ
РАССЕЯНИЕ АТОМНОЙ ЦЕПОЧКОЙ
В ОДНО- И ДВУХМОДОВОМ РЕЗОНАТОРАХ

Р е з ю м е

Исследована система 𝑁 идентичных двухуровневых нев-
заимодействующих атомов, приготовленная в однофотон-
ном фоковском состоянии электромагнитного поля. Пока-
зано, что при пренебрежении взаимодействием между ато-
мами полученные динамические уравнения для амплитуд
вероятностей позволяют интерпретацию динамики состоя-
ний в классическом стиле, а именно, в терминах суперпози-
ции колебательных мод исследуемой системы. Полученные
уравнения раскрывают влияние относительного пространс-
твенного расположения атомов на динамику состояний, в
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частности распад как отдельных атомов, так и системы в
целом.

A.S. Sizhuk, S.M.Yezhov

ONE-PHOTON SCATTERING BY AN ATOMIC
CHAIN IN ONE- AND TWO-MODE RESONATORS

S u m m a r y

A chain of 𝑁 identical two-level atoms coupled with the elec-

tromagnetic field, prepared via a single-photon Fock state, is

investigated. It is found that, if the interaction between atoms

is negligible, than the obtained dynamic equations for the prob-

ability amplitudes allow, in a certain sense, an interpretation

of the dynamics of states in the classical fashion in terms of a

superposition of oscillatory modes of the system under study.

The derived equations reveal how a space configuration of the

system of atoms affects the dynamics of the atomic states, par-

ticularly the “decay” rates of separate atoms and the system

as the whole.
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