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ДЛЯ СПIНУ 𝑠 = 2 1

УДК 539.12

Продовжено апробацiю запропонованого нами рiвняння для частинок довiльного спiну.
Проведено порiвняння з вiдомими рiвняннями Баба, Паулi–Фiрца, Баргмана–Вiгнера,
Рарiти–Швiнгера (для спiну 𝑠 = 3/2) та iнших авторiв. Показано, що перевагою нового
рiвняння є вiдсутнiсть у ньому зайвих компонент. Детально розглянуто важливий
частинний випадок спiну 𝑠 = 2. Запропоновано 10-компонентне дiракоподiбне хвильове
рiвняння для дублета частинка-античастинка спiнiв 𝑠 = (2,2). Доведено його Пуанкаре
iнварiантнiсть. Аналiз виконано на трьох рiвнях: релятивiстська канонiчна кванто-
ва механiка, канонiчна теорiя поля типу Фолдi–Ваутхайсена, локально коварiантна
теорiя поля. На прикладi дублета 𝑠 = (2,2) продемонстровано схему синтезу реляти-
вiстських польових рiвнянь довiльного спiну.
К люч о в i с л о в а: рiвняння Дiрака, релятивiстська квантова механiка, довiльний спiн,
гравiтон, дублет частинка-античастинка спiну (2,2).

1. Вступ

Нещодавно у [1], див. також [2], було запропоно-
вано рiвняння без зайвих компонент для дублета
частинка-античастинка, що оминає труднощi, якi
зустрiчають вiдомi пiдходи iнших авторiв. Розгляд
довiльного спiну розпочинається з [3]. Сьогоднi
найбiльш часто застосовуються рiвняння Паулi–
Фiрца [4], Баба [5], Баргмана–Вiгнера [6] та їх су-
часнi модифiкацiї, див., наприклад, [7]. Бiльш де-
тальний огляд представлено у [8]. У [1] i [2] осно-
вою подальшого застосування є пiдхiд, започатко-
ваний у [9] та [10].

Нагадаємо лише деякi загальнi труднощi вiдо-
мих рiвнянь для довiльного спiну. Звернення до
частинних випадкiв, при виконаннi пiдстановок
фiксованих значень спiну, не є успiшним для всiх
випадкiв. Зокрема для спiну 𝑠 > 1 iснуючi рiвня-
ння мають зайвi компоненти i повиннi доповню-
ватись додатковими умовами. Дiйсно, вiдомi рiв-
няння Паулi–Фiрца [4], Рарiти–Швiнгера [11] для
спiну 𝑠 = 3/2 (i їхнє пiдтвердження у [12]) суттєво
залежать вiд додаткових умов. Основна труднiсть
у моделях довiльного спiну пов’язана iз взаємодiєю
полiв вищих спiнiв [13]. Запитання виникають на-
вiть при квантуваннi полiв вищих спiнiв [14]. Зга-
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данi, а також iншi недолiки, вiдомих рiвнянь для
вищих спiнiв є предметом обговорень аж до сього-
дення, див., наприклад, [15] (короткий огляд недо-
лiкiв представлено у [16], або у [17]).

Наша програма синтезу рiвнянь для довiль-
ного спiну основана на покроковому перехо-
дi: релятивiстська канонiчна квантова меха-
нiка → канонiчна теорiя поля типу Фолдi–
Ваутхайсена → локальна коварiантна теорiя по-
ля. Таким чином, забезпечується можливiсть стар-
тувати з квантово-механiчних рiвнянь без зайвих
компонент i завершувати без них. Це визначає на-
шi перспективи.

Рiвняння для дублета частинка-античастинка
довiльного спiну має вигляд[︀
𝑖𝜕0 − Γ0

2N(Γ2N · ̂︀p+𝑚)
]︀
𝜓(𝑥) = 0, (1)

де 𝑥 ∈ M(1, 3), 𝜕𝜇 ≡ 𝜕/𝜕𝑥𝜇, 𝜇 = 0, 3, 𝑗 = 1, 2, 3, а
M(1, 3) = {𝑥 ≡ (𝑥𝜇) = (𝑥0 = 𝑡, x ≡ (𝑥𝑗))} – це
простiр-час Мiнковського, 2N-компонентна фун-
кцiя 𝜓(𝑥) належить оснащеному простору Гiль-
берта

S3,2N ≡ S(R3)× C2N ⊂ H3,2N ⊂ S3,2N*. (2)

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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Зауважимо, що завдяки спецiальнiй ролi часової
змiнної 𝑥0 = 𝑡 ∈ (𝑥𝜇) (по очевиднiй аналогiї з не-
релятивiстською теорiєю), можливо застосовувати
квантово-механiчний оснащений простiр Гiльберта
(2). Тут простiр основних функцiй Шварца S3,2N є
ядерним (тобто є щiльним як у H3,2N, так i у про-
сторi S3,2N* 2N-компонентних узагальнених фун-
кцiй Шварца), а H3,2N є квантово-механiчним про-
стором Гiльберта 2N-компонентних функцiй над
R3 ⊂ M(1, 3). Простiр S3,2N* є спряженим до про-
стору основних функцiй Шварца S3,2N по вiдповiд-
нiй топологiї (див., наприклад, [18]).

Використовується система одиниць ~ = 𝑐 = 1,
а метричний тензор у просторi-часi Мiнковського
M(1, 3) задається наступним чином

𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 , (𝑔
𝜇
𝜈 ) = diag (1,−1,−1,−1) ; (3)

𝑥𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑥
𝜇, по двом iндексам, що повторюються,

проводиться сумування.
Матрицi Γ у (1) вибираються у виглядi

Γ0
2N ≡ 𝜎3

2N =

⃒⃒⃒⃒
IN 0
0 −IN

⃒⃒⃒⃒
, Γ𝑗

2N =

⃒⃒⃒⃒
0 Σ𝑗

N

−Σ𝑗
N 0

⃒⃒⃒⃒
. (4)

Далi, iснує ступiнь вiльностi у виборi Σ𝑗
N матриць

у (4). Ця свобода вибору розпочинається з випадку
4×4 Σ𝑗

4 матриць, якi можна вибирати як у виглядi

Σ𝑗
4 =

⃒⃒⃒⃒
𝜎𝑗 0
0 𝜎𝑗

⃒⃒⃒⃒
, (5)

де
{︀
𝜎𝑗

}︀
– це стандартнi матрицi Паулi, так i у ви-

глядi

Σ1
4 =

⃒⃒⃒⃒
0 I2
I2 0

⃒⃒⃒⃒
, Σ2

4 =

⃒⃒⃒⃒
0 −𝑖I2
𝑖I2 0

⃒⃒⃒⃒
, Σ3

4 =

⃒⃒⃒⃒
I2 0
0 −I2

⃒⃒⃒⃒
. (6)

У наступному роздiлi представлено частинний
випадок, коли спiн 𝑠 = (2, 2).

2. Бозонний дублет
частинка-античастинка спiну 𝑠 = (2, 2)
у релятивiстськiй канонiчнiй
квантовiй механiцi

Вiдповiдне рiвняння Шредiнгера–Фолдi задається
наступним чином

(𝑖𝜕0 − ̂︀𝜔)𝑓(𝑥) = 0, 𝑓 = column
⃒⃒
𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓10

⃒⃒
, (7)

де псевдо-диференцiальний оператор ̂︀𝜔 має вигляд

̂︀𝜔 ≡
√︀
−Δ+𝑚2. (8)

У (7) 10-компонентна хвильова функцiя є прямою
сумою хвильових функцiй частинки i античастин-
ки. Згiдно прийнятiй у квантовiй механiцi традицiї
хвильова функцiя античастинки розмiщена у ни-
жнiй частинi 10-компонентного стовпця.

Загальний розв’язок рiвняння Шредiнгера–
Фолдi (7) має вигляд

𝑓(𝑥) =
1

(2𝜋)
3
2

∫︁
𝑑3𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑔A(k)dA, (9)

де A= 1, 10, а dA – це орти 10-компонентного де-
картового базису. Отже, простором станiв дублета
частинка-античастинка спiну 𝑠 = (2, 2) є оснаще-
ний простiр Гiльберта S3,10 ⊂ H3,10 ⊂ S3,10*, тобто
пряма сума двох просторiв S3,5 ⊂ H3,5 ⊂ S3,5*.

Очевидно, у модель, що розглядається, закла-
дається iнформацiя про позитивнi i рiвнi мiж со-
бою маси частинки i античастинки. Далi, iнформа-
цiя про те, що спостерiгач бачить античастинку як
дзеркальне вiдображення частинки закладається
також, див. нижче формулу (10). Заряд антича-
стинки повинен бути протилежним до заряда ча-
стинки (звичайно, у випадку наявностi заряда), а
проекцiя спiну античастинки повинна бути проти-
лежною до проекцiї спiну частинки. Тож вiдповiд-
нi генератори SU(2)-спiну вибираються у виглядi

s10 =

⃒⃒⃒⃒
s5 0
0 −𝐶s5𝐶

⃒⃒⃒⃒
, (10)

де 5× 5-матрицi s5 заданi як

𝑠1 =
1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
0 2 0 0 0

2 0
√
6 0 0

0
√
6 0

√
6 0

0 0
√
6 0 2

0 0 0 2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒,

𝑠2 =
𝑖

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
0 −2 0 0 0

2 0 −
√
6 0 0

0
√
6 0 −

√
6 0

0 0
√
6 0 −2

0 0 0 2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒, (11)

𝑠3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
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а 𝐶I5 є 5× 5 дiагональним матричним оператором
комплексного спряження. Легко переконатись, що
для операторiв (10) справедливi комутацiйнi спiв-
вiдношення

[︀
𝑠𝑗 , 𝑠ℓ

]︀
= 𝑖𝜀𝑗ℓ𝑛𝑠𝑛 алгебри SU(2). Опе-

ратор Казiмiра для цього звiдного представлення
алгебри SU(2) має вигляд s2 = 6I10 = 2 (2 + 1) I10,
де I10 – 10× 10 одинична матриця.

Розв’язок (9) пов’язаний iз стацiонарним повним
набором операторiв ̂︀p, 𝑠3 = 𝑠𝑧 iмпульса та прое-
кцiї спiну 𝑠 = (2, 2) бозонного дублета частинка-
античастинка. Рiвняння на власнi значення опера-
тора iмпульса має вигляд

̂︀p𝑒−𝑖𝑘𝑥dA = k𝑒−𝑖𝑘𝑥dA, A = 1, 10, (12)

а рiвняння на власнi значення оператора проекцiї
спiну 𝑠310 (10) є такими

𝑠310d1 = 2d1, 𝑠
3
10d2 = d2, 𝑠

3
10d3 = 0, 𝑠310d4 = −d4,

𝑠310d5 = −2d5, 𝑠310d6 = −2d6, 𝑠310d7 = −d7, (13)
𝑠310d8 = 0, 𝑠310d9 = d9, 𝑠310d10 = 2d10.

Тому функцiї 𝑔1(k), 𝑔2(k), 𝑔3(k), 𝑔4(k), 𝑔5(k) у
розв’язку (9) є iмпульсно-спiновими амплiтудами
частинки (бозона) з iмпульсом ̂︀p i власними зна-
ченнями проекцiї спiну (+2, +1, 0, –1, –2), вiдпо-
вiдно, а функцiї 𝑔6(k), 𝑔7(k), 𝑔8(k), 𝑔9(k), 𝑔10(k) є
iмпульсно-спiновими амплiтудами античастинки з
iмпульсом ̂︀p i власними значеннями проекцiї спiну
(–2, –1, 0, +1, +2).

Рiвняння Шредiнгера–Фолдi (7) i множина {f}
розв’язкiв (9) iнварiантi вiдносно звiдного унiтар-
ного бозонного представлення (𝑎, 𝜔) →

𝑈(𝑎, 𝜔) = exp(−𝑖𝑎0̂︀𝑝0 − 𝑖a · ̂︀p− 𝑖

2
𝜔𝜇𝜈̂︀𝑗𝜇𝜈) (14)

групи Пуанкаре 𝒫. Вiдповiднi 10 × 10 матрично-
диференцiальнi генератори заданi наступним
чином̂︀𝑝0 = ̂︀𝜔 ≡

√︀
−Δ+𝑚2, ̂︀𝑝ℓ = 𝑖𝜕ℓ, (15)̂︀𝑗ℓ𝑛 = 𝑥ℓ̂︀𝑝𝑛 − 𝑥𝑛̂︀𝑝ℓ + 𝑠𝑙𝑛 ≡ ̂︀𝑚ℓ𝑛 + 𝑠ℓ𝑛,̂︀𝑗0ℓ = −̂︀𝑗ℓ0 = 𝑡̂︀𝑝ℓ − 1

2
{𝑥ℓ, ̂︀𝜔} − (︂

𝑠ℓ𝑛̂︀𝑝𝑛̂︀𝜔 +𝑚
≡ 𝑠ℓ

)︂
, (16)

де SU(2) генератори s = (𝑠ℓ𝑛) ≡ s10 спiну 𝑠 = (2, 2)
заданi у (10).

Справедливiсть цих тверджень перевiряється
трьма наступними кроками. I. Розрахунок, що 𝒫-
генератори (15) i (16) комутують з оператором

𝑖𝜕0 − ̂︀𝜔 рiвняння Шредiнгера–Фолдi (7). II. Пере-
вiрка, що 𝒫-генератори (15) i (16) задовольняють
комутацiйним спiввiдношенням алгебри Лi групи
Пуанкаре 𝒫. III. Доведення, що генератори (15)
i (16) реалiзують неззвiдне передставлення спiну
𝑠(𝑠 + 1) цiєї групи (або звiдне представлення спi-
ну 2𝑠(𝑠 + 1) у випадку дублета). Для цього слiд
забезпечити проведення класифiкацiю Баргмана–
Вiгнера на основi обчислення вiдповiдних операто-
рiв Казiмiра. Цi кроки виконуються прямими i не
дуже громiздкими обчисленнями.

Вiдповiднi оператори Казiмiра мають вигляд
𝑝2 = ̂︀𝑝𝜇̂︀𝑝𝜇 = 𝑚2I10, (17)
𝑊 = 𝑤𝜇𝑤𝜇 = 𝑚2s210 = 2 (2 + 1)𝑚2I10, (18)

Таким чином, вище представлено короткий
огляд основ релятивiстської канонiчної кванто-
вої механiки дублета частинка-античастинка маси
𝑚 > 0 i спiну 𝑠 = (2, 2). У границi 𝑚 = 0 ця мо-
дель описує частинний випадок дублета гравiтон-
антигравiтон. Гiпотеза щодо масивного гравiтона
та iншi фундаментальнi проблеми гравiтацiї тут не
розглядаються.

3. Бозонний дублет
частинка-античастинка спiну 𝑠 = (2, 2)
у канонiчному польовому
представленнi Фолдi–Ваутхайсена

Отже, рiвняння Шредiнгера–Фолдi (7) i його
розв’язок (9) зв’язанi з рiвнянням

(𝑖𝜕0 − Γ0
10̂︀𝜔)𝜑(𝑥) = 0, Γ0

10 =

⃒⃒⃒⃒
I5 0
0 −I5

⃒⃒⃒⃒
(19)

канонiчної теорiї поля i його розв’язком

𝜑(𝑥) =
1

(2𝜋)
3
2

∫︁
𝑑3𝑘

[︀
𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑔A(k)dA + 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑔*B(k)dB

]︀
,

(20)

(A = 1, 5; B = 6, 10) оператором 𝑣−1
10 = 𝑣†10 = 𝑣10,

𝑣10 =

⃒⃒⃒⃒
I5 0
0 𝐶I5

⃒⃒⃒⃒
, 𝑣10𝑣10 = I10, (21)

(орти декартовi), 𝐶 – оператор комплексного спря-
ження, а I5 – 5× 5 одинична матриця.

Оператор 𝑣10 (21) перетворює довiльний опера-
тор 𝑞qm 10-компонентної релятивiстської канонi-
чної квантової механiки (представленої у попере-
дньому роздiлi) у вiдповiдний оператор 𝑞cf канонi-
чної теорiї поля i vice versa. Оператор (21) зв’язує
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розв’язки (9) i (20) також. Зауважимо, що це пере-
творення справедливе лише для операторiв пред-
ставлених у анти-ермiтовiй (первiснiй) формi. Ма-
тематична коректнiсть такого (первiсного) вибору
операторiв i їх фiзична iнтерпретацiя обговоренi у
[19] i [20]. Повернення до ермiтових операторiв є
надзвичайно легким.

Оператори спiну канонiчної теорiї поля, отрима-
нi з вiдповiдного квантово-механiчного SU(2) спiну
(10) перетворенням (21), задовольняють комута-
цiйним спiввiдношенням

[︀
𝑠𝑗 , 𝑠ℓ

]︀
= 𝑖𝜀𝑗ℓ𝑛𝑠𝑛 i мають

вигляд

s10 =

⃒⃒⃒⃒
s5 0
0 s5

⃒⃒⃒⃒
, (22)

де 5× 5 SU(2) генератори спiну 𝑠 = 2 представленi
у (11). Вiдповiдний оператор Казiмiра задається
виразом s210 = 6I10 = 2(2 + 1)I10.

Стацiонарний повний набiр утворюють операто-
ри ̂︀p, 𝑠310 = 𝑠𝑧 iмпульса i проекцiї спiну. Рiвняння
на власнi вектори i власнi значення операторiв ̂︀p i
𝑠310 = 𝑠𝑧 iз (22) є наступними

̂︀p𝑒−𝑖𝑘𝑥dA = k𝑒−𝑖𝑘𝑥dA, ̂︀p𝑒𝑖𝑘𝑥dB = −k𝑒𝑖𝑘𝑥dB,

𝑠310d1 = 2d1, 𝑠
3
10d2 = d2, 𝑠

3
10d3 = 0, 𝑠310d4 = −d4,

𝑠310d5 = −2d5, 𝑠
3
10d6 = 2d6, 𝑠

3
10d7 = d7,

𝑠310d8 = 0, 𝑠310d9 = −d9, 𝑠
3
10d10 = −2d10,

(23)

i визначають iнтерпретацiю амплiтуд у загаль-
ному розв’язку (20). Зауважимо, що безпосере-
дня квантово-механiчна iнтерпретацiя амплiтуд
𝑔A(k), 𝑔B(k) у розв’язку (20) повинна виконува-
тись на основi рiвнянь (12), (13) i наведена у попе-
редньому роздiлi.

Релятивiстська iнварiантнiсть рiвняння (19) ка-
нонiчної теорiї поля є наслiдком iнварiантностi рiв-
няння Шредiнгера–Фолдi (7) i перетворення (21)
(для анти-ермiтових операторiв). Явний вигляд
вiдповiдних генераторiв отримується з явного ви-
гляду генераторiв (15) i (16) iз спiновими матри-
цями (10) на основi перетворення (21).

Отже, канонiчне польове рiвняння (19) i мно-
жина {𝜑} його розв’язкiв (20) iнварiантнi вiдно-
сно звiдного унiтарного бозонного представлення
(14) групи Пуанкаре 𝒫, ермiтовi 10×10 матрично-
диференцiальнi оператори якрго заданi як

̂︀𝑝0 = Γ0
10̂︀𝜔 ≡ Γ0

10

√︀
−Δ+𝑚2, ̂︀𝑝ℓ = −𝑖𝜕ℓ,

̂︀𝑗ℓ𝑛 = 𝑥ℓ̂︀𝑝𝑛 − 𝑥𝑛̂︀𝑝ℓ + 𝑠ℓ𝑛10 ≡ ̂︀𝑚ℓ𝑛 + 𝑠ℓ𝑛10,̂︀𝑗0ℓ = −̂︀𝑗ℓ0 = 𝑥0̂︀𝑝ℓ − 1

2
Γ0
10

{︀
𝑥ℓ, ̂︀𝜔}︀+ Γ0

10

(s10 × ̂︀p)ℓ̂︀𝜔 +𝑚
,

(24)
де SU(2) генератори s10 = (𝑠ℓ𝑛10) спiну 𝑠 = (2, 2) ма-
ють вигляд (22), а Γ0

10 матрицi наведенi у (19).
Доведення аналогiчне до представленого у попе-

редньому роздiлi. Вiдповiднi оператори Казiмiра
мають власнi значення, аналогiчнi до (17) i (18).

Таким чином, завдяки власним значенням iз рiв-
нянь (23), позитивно i негативно частотнiй фор-
мi розв’язку (20) i результатам аналiзу Баргмана–
Вiгнера операторiв Казiмiра приходимо до виснов-
ку, що рiвняння (19) описує канонiчне поле (по-
льовий бозонний дублет частинка-античастингка)
спiну 𝑠 = (2, 2) i маси 𝑚 > 0. Перехiд до границi
𝑚 = 0 приводить до канонiчного польового рiв-
няння для гравiтон-антигравiтонного поля (якщо
гравiтон є безмасовим?).

4. Рiвняння для бозонного дублета
частинка-античастинка спiну 𝑠 = (2, 2)
у локально коварiантному
польовому представленнi

Кiнцевий перехiд до локально коварiантної польо-
вої моделi виконується оберненим перетворенням
типу Фолдi–Ваутхайсена. Вiдповiдне польове рiв-
няння має вигляд
𝑖𝜕0𝜓

1 − 𝑝3𝜓6 −𝑚𝜓1 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
2 − 𝑝3𝜓7 + 𝑖𝑝2𝜓10 − 𝑝1𝜓10 −𝑚𝜓2 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
3 − 𝑝3𝜓8 + 𝑖𝑝2𝜓9 − 𝑝1𝜓9 −𝑚𝜓3 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
4 + 𝑝3𝜓9 − 𝑖𝑝2𝜓8 − 𝑝1𝜓8 −𝑚𝜓4 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
5 + 𝑝3𝜓10 − 𝑖𝑝2𝜓7 − 𝑝1𝜓7 −𝑚𝜓5 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
6 − 𝑝3𝜓1 +𝑚𝜓6 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
7 − 𝑝3𝜓2 + 𝑖𝑝2𝜓5 − 𝑝1𝜓5 +𝑚𝜓7 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
8 − 𝑝3𝜓3 + 𝑖𝑝2𝜓4 − 𝑝1𝜓4 +𝑚𝜓8 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
9 + 𝑝3𝜓4 − 𝑖𝑝2𝜓3 − 𝑝1𝜓3 +𝑚𝜓9 = 0,

𝑖𝜕0𝜓
10 + 𝑝3𝜓5 − 𝑖𝑝2𝜓2 − 𝑝1𝜓2 +𝑚𝜓10 = 0,

−𝑖𝑝2𝜓1 − 𝑝1𝜓1 = 0, −𝑖𝑝2𝜓6 − 𝑝1𝜓6 = 0,

(25)

або дiракоподiбний вигляд[︀
𝑖𝜕0 − Γ0

8(Γ8 · ̂︀p+𝑚)
]︀
𝜓(𝑥) = 0, (26)

(𝑖𝜕0 − 𝜎1𝑝3 − 𝜎3𝑚)𝜒 = 0, (𝑝1 + 𝑖𝑝2)𝜒 = 0,

де 𝜓 = column(𝜓1, 𝜓2, ..., 𝜓8),

𝜒 =

⃒⃒⃒⃒
𝜓9

𝜓10

⃒⃒⃒⃒
, Γ0

8 =

⃒⃒⃒⃒
I4 0
0 −I4

⃒⃒⃒⃒
, Γ𝑗

8 =

⃒⃒⃒⃒
0 Σ𝑗

4

−Σ𝑗
4 0

⃒⃒⃒⃒
,
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Релятивiстськi рiвняння для довiльного спiну

це 4× 4 матрицi Паулi

Σ1
4 =

⃒⃒⃒⃒
0 I2
I2 0

⃒⃒⃒⃒
, Σ2

4 =

⃒⃒⃒⃒
0 −𝑖I2
𝑖I2 0

⃒⃒⃒⃒
, Σ3

4 =

⃒⃒⃒⃒
I2 0
0 −I2

⃒⃒⃒⃒
.

Форми (25) i (26) зв’язанi звичайним лiнiйним
перетворенням.

5. Короткий коментар
Легко зрозумiти, що запропоноване рiвняння не
спiвпадає з вiдомими рiвняннями. Дiйсно, рiвнян-
ня Рарiти–Швiнгера [11] для спiну 𝑠 = 3/2 мiстить
16 компонент, тодi як наше рiвняння (1) для дубле-
та частинка-античастинка спiну 𝑠 = (3/2, 3/2) має
8 компонент. Рiвняння Баргмана–Вiгнера [6] для
частинного випадку 𝑠 = 3/2 має 12 компонент. Ба-
ба особисто [21] проаналiзував частинний випадок
𝑠 = 3/2 для свого рiвняння [5]. Вiн знайшов [21],
що у цьому випадку запропоноване ним рiвняння
[5] спiвпадає з рiвнянням Рарiти–Швiнгера, тобто
має 16 компонент, i т.д.

Тут детально розглянуто важливий частинний
випадок, коли спiн 𝑠 = 2, запропонованого нами
рiвняння (1) для довiльного спiну. Введено у роз-
гляд 10-компонентне дiракоподiбне рiвняння для
дублета частинка-античастинка спiну 𝑠 = (2, 2).
Доведено його Пуанкаре iнварiантнiсть. Представ-
лено трьохрiвневий аналiз, а саме: вiдповiдну ре-
лятивiстську канонiчну квантову механiку, кано-
нiчну теорiю поля типу Фолдi–Ваутхайсена i ло-
кально коварiантну теорiю поля.

1. V.M. Simulik. Derivation of the Dirac and Dirac-like
equations of arbitrary spin from the corresponding relati-
vistic canonical quantum mechanics. Ukr. J. Phys. 60, 985
(2015).

2. V.M. Simulik. Link between the relativistic canonical
quantum mechanics of arbitrary spin and the correspondi-
ng field theory. J. Phys: Conf. Ser. 670, 012047 (2016).

3. P.A.M. Dirac. Relativistic wave equations. Proc. Roy. Soc.
Lond. A 155, 447 (1936).

4. M. Fierz, W. Pauli. On relativistic wave equations for parti-
cles of arbitrary spin in an electromagnetic field. Proc. R.
Soc. Lond. A. 173, 211 (1939).

5. H.J. Bhabha. Relativistic wave equations for the elemen-
tary particles. Rev. Mod. Phys. 17, 200 (1945).

6. V. Bargman, E.P. Wigner. Group theoretical discussion of
relativistic wave equations. Proc. Nat Acad. Sci. USA 34,
211 (1948).

7. A. Zecca. Massive field equations of arbitrary spin in
Schwarzschild geometry: separation induced by spin-3/2
case. Int. J. Theor, Phys. 45, 2241 (2006).

8. V.M. Simulik. On the relativistic canonical quantum
mechanics and field theory of arbitrary spin. Univ. J. Phys.
Appl. 11, 202 (2017).

9. L.L. Foldy, S.A. Wouthuysen. On the Dirac theory of spin
1/2 particles and its non-relativistic limit. Phys. Rev. 78,
29 (1950).

10. L.L. Foldy. Synthesis of covariant particle equations. Phys.
Rev. 102, 568 (1956).

11. W. Rarita, J. Schwinger. On a theory of particles with half-
integral spin. Phys. Rev. 60 61 (1941).

12. A.С. Давыдов. Волновое уравнение частицы, имеющей
спин 3/2, в отсутствие поля. ЖЭТФ 13, 313 (1943).

13. G. Velo, D. Zwanziger. Propagation and quantization of
Rarita-Schwinger waves in an external electromagnetic
potential. Phys. Rev. 186 1337 (1969).

14. J.D. Kimel, L.M. Nath. Quantization of the spin- 3
2

field in
the presence of interactions. Phys. Rev. D 6, 2132 (1972).

15. A.E. Калошин, В.П. Ломов. Поле Рариты–Швингера
и многокомпонентное волновое уравнение. Письма в
ЭЧАЯ 8, 868 (2011).

16. A.Z. Capri, R.L. Kobes. Further problems in spin-3/2 field
theories. Phys. Rev. D 22 1967 (1980).

17. V.M. Red’kov. Particle with spin 𝑆 = 3/2 in Riemannian
space-time. arXiv:1109.3871v1 [math-ph].

18. V.S. Vladimirov. Methods of the Theory of Generali-
zed Functions (Taylor and Francis, 2002) [ISBN:
9780429153013].

19. B. Wybourne. Classical Groups for Physicists (John Wiley
and sons, 1974) [ISBN-13: 978-0471965053].

20. J. Elliott, P. Dawber. Symmetry in Physics, Vol. 1
(Macmillian Press, 1979) [ISBN-13: 978-0333382707].

21. H.J. Bhabha. On a class of relativistic wave equations of
spin 3/2. Proc. Indian Acad. Sci. A 34 335 (1951).

Received 31.08.09

V.M. Simulik

RELATIVISTIC EQUATIONS
FOR ARBITRARY SPIN, ESPECIALLY
FOR THE SPIN 𝑠 = 2

Р е з ю м е

The further approbation of the equation for the particles of
arbitrary spin introduced recently in our papers is under consi-
deration. The comparison with the known equations suggested
by Bhabha, Pauli–Fierz, Bargmann–Wigner, Rarita–Schwin-
ger (for spin 𝑠 = 3/2) and other authors is discussed. The
advantages of the new equations are considered briefly. The
advantage of the new equation is the absence of redundant
components. The important partial case of spin 𝑠 = 2 is consi-
dered in details. The 10-component Dirac-like wave equati-
on for the spin 𝑠 = (2, 2) particle-antiparticle doublet is
suggested. The Poincaré invariance is proved. The three-
level consideration (relativistic canonical quantum mechani-
cs, canonical Foldy–Wouthuysen-type field theory, and locally
covariant field theory) is presented. The procedure of our
synthesis of arbitrary spin covariant particle equations is
demonstrated on the example of spin 𝑠 = (2, 2) doublet.
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