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СIМ’Я УЗАГАЛЬНЕНИХ 𝛿′-ПОТЕНЦIАЛIВ 1

УДК 539

Для дослiдження проходження електронiв через надзвичайно тонкi гетерострукту-
ри, що складаються з двох паралельних плоских шарiв, пропонується використовувати
“одноточкове” наближення. Типовим прикладом такої структури є подвiйний шар, що
описується потенцiалом, який у границi стиснення до нульової товщини має вигляд по-
хiдної дельта-функцiї Дiрака. Рiвняння Шредiнґера з цим синґулярним одновимiрним
потенцiальним профiлем породжує сiм’ю контактних (точкових) взаємодiй, кожна
з яких (названа “потенцiалом 𝛿′-розподiлу”) залежить вiд способу реґуляризацiї. Ви-
користовуючи двомасштабну степенево-пов’язувану параметризацiю потенцiалу, що
описує подвiйний шар, усунуто всi розбiжностi, якi досi широко дискутувались у лiте-
ратурi стосовно взаємодiї iз потенцiалом вигляду похiдної дельта-функцiї Дiрака. При
застосовуваннi даної параметризацiї, стало можливим розширити сiм’ю потенцiалiв
𝛿′-розподiлу до цiлого класу “узагальнених” 𝛿′-потенцiалiв. Показано, що в границi сти-
снення подвiйного шару до нульової товщини резонансне тунелювання проявляється у
виглядi гострих пiкiв, якi локалiзуються на множинах нульової мiри Лебеґа (названi
резонансними множинами). Для представлення цих множин введено чотиривимiрний
простiр параметрiв. Показано, що проходження електронiв на комплементарних мно-
жинах у цьому просторi є абсолютно вiдбиваючим.
Ключ о в i с л о в а: точкова взаємодiя, проходження електронiв, резонансне туне-
лювання.

1. Вступ

Починаючи з пiонерської роботи Березiна та Фад-
дєєва [1], рiзноманiтнi точно розв’язуванi моделi,
що описуються операторами Шредiнґера iз синґу-
лярними потенцiалами нульового радiусу, було ви-
вчено на основi теорiї самоспряжених розширень
симетричних операторiв. Цi моделi задаються по-
тенцiалами, якi визначено на множинах iзольова-
них точок, а тому в лiтературi на них посилаються
як на контактнi або точковi взаємодiї (див. мо-
нографiї [2–4] для подробиць та посилань). У серiї
праць (див., наприклад, [5–11]) включно з остан-
нiми дослiдженнями [12–19] iз посиланнями було
показано, коли одновимiрнi оператори Шредiнґе-
ра визначенi через розподiли та вiдповiднi дво-
стороннi граничнi умови в точках синґулярности.
Альтернативно, окрiм цього точкового пiдходу мо-
жна реалiзувати рiзноманiтнi сiм’ї точкових взає-
модiй на основi рiвняння Шредiнґера з реґуляр-
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ними потенцiалами у стискуючiй границi [20–35].
Називатимемо цей “стискуючий” пiдхiд точковою
апроксимацiєю реалiстичних систем iз скiнченни-
ми розмiрами (наприклад, ультратонкi шароватi
пластини). Перевагою обох пiдходiв, що викори-
стовують як опис у термiнах розподiлiв так i сти-
скуючу апроксимацiю, є можливiсть отримувати
резольвенти операторiв Шредiнґера в явному ви-
глядi, знаходити їх спектри, а також вираховувати
коефiцiєнти розсiяння.

У данiй роботi розглядається одновимiрне рiв-
няння Шредiнґера

−𝜓′′(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥), (1)

де 𝑉 (𝑥) – дiйснозначний потенцiальний профiль,
який задано на осi −∞ < 𝑥 < ∞ у виглядi

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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реґулярної функцiї або розподiлу. Iснує взаємно-
однозначна вiдповiднiсть мiж усiєю множиною са-
моспряжених розширень одновимiрного операто-
ра кiнетичної енергiї i двох сiмейств граничних
умов: нероздiленi (зв’язанi) та роздiленi (незв’я-
занi). Зв’язанi розширення описують нетривiаль-
нi чотирипараметричнi точковi взаємодiї, що за-
довольняють граничним умовам при 𝑥 = ± 0 для
хвильової функцiї 𝜓(𝑥) та її похiдної 𝜓′(𝑥) i зада-
ються матрицею зв’язку Λ у виглядi [7](︂
𝜓(+0)
𝜓′(+0)

)︂
= Λ

(︂
𝜓(−0)
𝜓′(−0)

)︂
, Λ = ei𝜒

(︂
𝜆11 𝜆12
𝜆21 𝜆22

)︂
. (2)

Тут 𝜒 ∈ [0, 𝜋) i 𝜆-елементи – скiнченнi дiйснi пара-
метри, що задовольняють умову 𝜆11𝜆22 −𝜆12𝜆21 =
= 1. У випадку, коли деякi з 𝜆-елементiв нескiн-
ченнi, вiдповiдна точкова взаємодiя є незв’язаною
i дiє як повнiстю вiдбиваючий бар’єр для падаючої
частинки. Наприклад, якщо дiагональнi елемен-
ти 𝜆11 та 𝜆22 скiнченнi, а один iз недiагональних
елементiв є нескiнченним, тодi маємо або граничнi
умови Дiрiхле 𝜓(± 0) = 0 (якщо 𝜆21 нескiнченне,
а 𝜆12 = 0) або Неймана 𝜓′(± 0) = 0 (якщо 𝜆12 не-
скiнченне, а 𝜆21 = 0).

Окремi випадки рiвняння (1) i вiдповiдно Λ-
матрицi (2) є важливими у застосуваннях. Одним
iз представлень цiєї матрицi, яка буде розглянута
у данiй статтi, є

Λ =

(︂
𝜃 0
𝛼 𝜃−1

)︂
, 𝜃, 𝛼 ∈ R. (3)

Тут випадок 𝜃 = 1 вiдповiдає найбiльш простiй i
поширенiй точковiй взаємодiї, яка називається 𝛿-
потенцiалом. Для цього випадку потенцiал у рiв-
няннi (1) визначається дельта-функцiєю Дiрака
𝛿(𝑥), тобто 𝑉 (𝑥) = 𝛼𝛿(𝑥), де 𝛼 – силова констан-
та (або iнтенсивнiсть). Хвильова функцiя 𝜓(𝑥) для
цiєї взаємодiї є неперевною при 𝑥 = 0, в той час
коли її похiдна зазнає розрив 𝛼. Як установле-
но в працях [23–31], коли потенцiальна частина в
рiвняннi (1) є похiдною вiд дельти-функцiї, тобто
𝑉 (𝑥) = 𝛾𝛿′(𝑥), 𝛿′(𝑥) := 𝑑𝛿(𝑥)/𝑑𝑥, де 𝛾 ∈ R – силова
константа, маємо 𝜃 ̸= 1. Розширюючи класифiка-
цiю запропоновану Браше i Нижником [15], нази-
ватимемо будь-яку точкову взаємодiю, що опису-
ється Λ-матрицею виду (3) з 𝜃 ̸= 1 (навiть, якщо
𝛼 ̸= 0), “узагальненим 𝛿′-потенцiалом”. Стосовно
окремого випадку з потенцiалом 𝛾𝛿′(𝑥) у рiвняннi

(1), будемо посилатись на отриману точкову взає-
модiю як на “потенцiал 𝛿′-розподiлу” (навiть, якщо
𝛼 ̸= 0).

З iншого боку, як iсторично склалось у лiтера-
турi (див., наприклад, [3]), точкова взаємодiя, для
якої похiдна 𝜓′(𝑥) неперервна при 𝑥 = 0, але 𝜓(𝑥)
розривна, називається 𝛿′-взаємодiєю. Її бiльш уза-
гальнена (двопараметрична) версiя [36] описується
матрицею зв’язку виду

Λ =

(︂
𝜃 𝛽
0 𝜃−1

)︂
, 𝜃, 𝛽 ∈ R. (4)

Рiзноманiтнi аспекти 𝛿′-взаємодiї iз 𝜃 = 1 у ма-
трицi (4) було дослiджено в рядi публiкацiй (див.,
наприклад, [9–11, 20–22, 37–39]). Вiдзначимо, що
термiн “𝛿′-взаємодiя” є дещо оманливим, тому що
вигляд Λ-матрицi (4) вiдрiзняється вiд представ-
лення (3), що дiйсно вiдповiдає потенцiалу з по-
хiдною дельта-функцiї в рiвняннi (1). Через це
термiни “𝛿′-потенцiал” i “𝛿′-взаємодiя” описують
двi кардинально вiдмiннi ситуацiї (для подробиць
див. [15]).

2. Резонансне тунелювання
крiзь потенцiал 𝛿′-розподiлу

Розглянемо рiвняння (1), де потенцiал iз похiдною
дельта-функцiї 𝑉 (𝑥) = 𝛾𝛿′(𝑥) трактується через
реґуляризацiю Δ′

𝜀(𝑥) → 𝛿′(𝑥) в сенсi розподiлiв.
Згiдно теореми Шеби [20], для будь-якої реґуляр-
ної функцiї 𝒱(𝜉) такої, що

Δ′
𝜀(𝑥) = 𝜀−2𝒱(𝑥/𝜀) → 𝛿′(𝑥) (5)

при 𝜀 → 0, вiдповiдна точкова взаємодiя є незв’я-
заною i задовольняє граничнi умови 𝜓(±0) = 0.
Цей результат означає, що нульове проходження
має мiсце для всiх 𝛾 ∈ R, пiдтверджуючи той факт,
що потенцiал у виглядi похiдної дельта-функцiї дiє
як абсолютно вiдбиваюча стiнка.

Пiзнiше, Патiл [40] обчислив коефiцiєнти розсi-
яння для рiвняння (1), використовуючи границi

𝛿(𝑥+ 𝜀)− 𝛿(𝑥− 𝜀)

2𝜀
→ 𝛿′(𝑥) (6)

для потенцiалу 𝑉 (𝑥) = 𝛾𝛿′(𝑥), 𝛾 ∈ R, та

𝛿(𝑥+ 𝜀)− 2𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑥− 𝜀)

𝜀2
→ 𝛿′′(𝑥) (7)
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для потенцiалу 𝑉 (𝑥) = 𝑔𝛿′′(𝑥), 𝑔 ∈ R. В резуль-
татi вiн знайшов, що обидва цi потенцiали є аб-
солютно непроникними, фактично пiдтверджуючи
теорему Шеби у випадку потенцiалу з похiдною
дельта-функцiї.

Проте, використовуючи iншу апроксимацiю роз-
подiлу 𝛿′(𝑥), а саме кусково-сталу функцiю

Δ′
𝜀(𝑥) =

⎧⎨⎩𝜀−2 для − 𝜀 < 𝑥 < 0,
− 𝜀−2 для 0 < 𝑥 < 𝜀,
0 для 𝜀 < |𝑥| <∞,

(8)

як найбiльш просту реґуляризацiю, яка є частко-
вим прикладом (5), Крiстiансен та iн. [23] виявили,
що потенцiал 𝛿′-розподiлу не є абсолютно вiдбива-
ючою взаємодiєю. Було знайдено дискретну мно-
жину значень 𝛾 ∈ R, при яких проходження є не-
нульовим. Матриця зв’язку у цьому випадку має
вигляд (3), де елемент 𝜃 є скiнченним, в той час
як елемент 𝛼 взагалi розбiгається при 𝜀 → 0, за
винятком дискретних значень 𝛾, коли 𝛼 = 0. Цi
значення утворюють одну iз резонансних множин
Γ0 для сiм’ї потенцiалiв 𝛿′-розподiлу:

Γ0 = {𝛾 | tan√𝛾 = tanh
√
𝛾 }. (9)

На цiй множинi матриця зв’язку (3) приймає дис-
кретнi значення з елементами

𝛼 = 0, 𝜃 = cosh
√
𝛾/ cos

√
𝛾 , 𝛾 ∈ Γ0. (10)

Поза множиною Γ0 (𝛾 /∈ Γ0) проходження є нульо-
вим iз граничними умовами типу Дiрiхле: 𝜓(± 0) =
= 0. Оскiльки потенцiал (8) – кусково-стала фун-
кцiя, то ймовiрнiсть проникнення 𝒯𝜀 можна вира-
ховувати в явному виглядi як функцiю 𝛾. У грани-
цi, коли 𝜀 → 0, вона має вигляд злiченої множини
гострих пiкiв, якi поточково збiгаються до дискре-
тної (резонансної) множини на 𝛾-осi (див. рис. 1
як результат комп’ютерного моделювання в [32]).

Iснування резонансної множини було строго де-
ведено Головатим i Манько [26] для цiлого кла-
су реґулярних функцiй Δ′

𝜀(𝑥), визначених реґуля-
ризацiєю (5). Окрiм цього, для знаходження цi-
єї множини було сформулювано задачу на вла-
снi значення i описано алгоритм для обчислення
елемента 𝜃. Помилку в доведеннi теореми Шеби
знайдено Головатим i Гринiвим [27]. Було показа-
но, що резонансна множина Γ0 залежить вiд ре-
ґуляризацiйної послiдовнiсти Δ′

𝜀(𝑥). Подiбну зале-

Рис. 1. Ймовiрнiсть проникнення 𝒯𝜀 як функцiя силової
константи 𝛾, що обчислена для двох значень: 𝜀 = 0,01 (1 ),
𝜀 = 0,001 (2 ). Обчислення зроблено при 𝐸 = 0,01 eV та
𝑚* = 0,1𝑚𝑒 (𝑚𝑒 – маса електрона) у системi, де ~2/2𝑚* = 1

жнiсть було також установлено у випадку потен-
цiалу 𝑉 (𝑥) = 𝑔𝛿′′(𝑥) [41]. Таким чином, сiм’я ре-
ґуляризацiйних послiдовностей править за прихо-
ваний параметр у рiвняннi (1) з похiдними 𝛿(𝑥).
Отже, на противагу потенцiалу 𝑉 (𝑥) = 𝛼𝛿(𝑥), ди-
ференцiальнi рiвняння з коефiцiєнтами у виглядi
похiдних 𝛿(𝑥) не мають фiзичного змiсту, якщо не
використовується додаткова iнформацiя.

Iснування непорожнiх резонансних множин iз
ненульовим проникненням протирiчить результа-
ту Патiла [40], який виявився правильним. Вико-
ристовуючи апроксимацiю (6), вiн отримав нульо-
ве проходження для всiх 𝛾 ∈ R. Це протирiччя
можна пояснити, якщо застосувати реґуляризацiю
𝛿′(𝑥) у виглядi того ж бар’єру i ями, визначеними
рiвняннями (8), але роздiленими на певну вiдстань
𝑟. Тодi можна вираховувати ймовiрнiсть проникне-
ння 𝒯𝜀(𝑟) як функцiю 𝜀 та 𝑟 i порiвняти повторнi
границi, якi виявляються неоднаковими. Дiйсно,
lim𝜀→0 lim𝑟→0 𝒯𝜀(𝑟) → 0 майже скрiзь, в той час
як lim𝑟→0 lim𝜀→0 𝒯𝜀(𝑟) → 0 скрiзь. Це означає, що
вiдносна швидкiсть стиснення товщини бар’єра та
ями 𝜀 i iнтервалу 𝑟 грає ключову роль у реалiзацiї
точкових взаємодiй.

Таким чином, при вiдштовхуваннi вiд одного й
того ж реґулярного потенцiалу 𝑉 (𝑥) = 𝛾Δ′

𝜀(𝑥) мо-
жуть реалiзуватися двi сiмї: (i) нерезонаснi точко-
вi взаємодiї iз Γ0 = ∅ та (ii) резонансно-тунелюючi
точковi взаємодiї iз непорожнiми множинами Γ0 =
= {𝛾𝑛}𝑛∈Z, на яких гранична ймовiрнiсть прони-
кнення 𝒯 вiдмiнна вiд нуля [31]. Цей важливий
результат стверджує, що рiзнi реґуляризацiї по-
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тенцiалiв 𝛿′-розподiлу породжують рiзнi розв’яз-
ки рiвняння (1) iз потенцiалами 𝑉 (𝑥) = 𝛾𝛿′(𝑥)
або 𝑉 (𝑥) = 𝑔𝛿′′(𝑥), на противагу дельта-потенцiалу
𝑉 (𝑥) = 𝛼𝛿(𝑥).

3. Резонансне тунелювання
проти теорiї Курасова

Iнше протирiччя виникає, якщо зважити на те, що
хвильова функцiя 𝜓(𝑥) у рiвняннi (1) iз потенцi-
алом 𝑉 (𝑥) = 𝛾𝛿′(𝑥) повинна бути розривною при
𝑥 = 0. У цьому випадку добуток 𝛿′(𝑥)𝜓(𝑥) є не-
визначеним i тому вiн повинен бути коректно тра-
ктований. З цiєю метою Ґрiффiтс [5] i Курасов [6]
запропонували узагальнити рiвнiсть 𝛿′(𝑥)𝜓(𝑥) =
𝜓(0)𝛿′(𝑥)−𝜓′(0)𝛿(𝑥), яка є справедливою для будь-
якої неперервної функцiї 𝜓(𝑥) i ї ї неперервної по-
хiдної, використовуючи наступне “симетрично усе-
реднене” представлення:

𝛿′(𝑥)𝜓(𝑥) =
𝜓(−0) + 𝜓(+0)

2
𝛿′(𝑥)−

− 𝜓′(−0) + 𝜓′(+0)

2
𝛿(𝑥). (11)

Це представлення можна узагальнити до “асиме-
тричного” однопараметричного виду як запропо-
новано в [28].

Диференцiюючи двiчi хвильову функцiю, запи-
сану у виглядi 𝜓(𝑥) = 𝜓(−0) exp(−i𝑘𝑥)Θ(−𝑥) +
𝜓(+0) exp(i𝑘𝑥)Θ(𝑥), 𝑘 =

√
𝐸, де Θ(𝑥) – ступiнча-

та функцiя i враховуючи вираз exp(±i𝑘𝑥)𝛿′(𝑥) =
𝛿′(𝑥)∓ i𝑘𝛿(𝑥), знаходимо [12, 28]

𝜓′′(𝑥) = − 𝑘2𝜓(𝑥) + [𝜓′(+0)− 𝜓′(−0)] 𝛿(𝑥)+

+ [𝜓(+0)− 𝜓(−0)] 𝛿′(𝑥). (12)

Використовуючи далi обидва вирази (11) i (12) у
рiвняннi (1), знаходимо, що матриця зв’язку для
цього рiвняння з потенцiалом 𝑉 (𝑥) = 𝛾𝛿′(𝑥) при-
ймає вигляд (3) iз

𝛼 = 0, 𝜃 =
2 + 𝛾

2− 𝛾
, 𝛾 ̸= ± 2. (13)

Це – частковий результат загальної теорiї розподi-
лiв, що була розвинута Курасовим [6] на основних
функцiях, якi розривнi в точцi 𝑥 = 0.

Отже, Λ-матриця, яку встановлено на основi
представлення (11), неперервно залежить вiд сило-
вої константи 𝛾, що показано в (13), в той час як

“резонансно-тунелююча” Λ-матриця з елементами
(10) приймає дискретнi значення на 𝛾-осi. Обидва
цi представлення трактуватимемо далi в рамках
єдиної схеми, використовуючи двомасштабну про-
цедуру для двошарової структури.

4. Границя стиснення
для двошарової структури

Як не дивно, обидва контроверсiйнi представле-
ння (10) та (13) можна отримати в межах єди-
ної процедури, експлуатуючи просту фiзичну мо-
дель планарної гетероструктури, що складається з
двох шарiв, якi роздiленi скiнченним iнтервалом,
де товщина шарiв i цей iнтервал прямують одно-
часно до нуля. Рух електронiв у таких системах
зазвичай є обмеженим у повздовжньому напрямку
(скажiмо, вздовж 𝑥-осi); цей напрямок є перпенди-
кулярним до поперечних площин, де електрони ру-
хаються вiльно. Тривимiрне рiвняння Шредiнґера
такої структури може бути роздiлено на повздов-
жнью та поперечну частини i приведено до одно-
вимiрного вигляду (1).

4.1. Двошаровий потенцiал та його
двомасштабна степенево-пов’язана
параметризацiя

Розглянемо потенцiал у рiвняннi (1) виду

𝑉 (𝑥) =

⎧⎨⎩𝑉1 для 0 < 𝑥 < 𝑙1,
0 для 𝑙1 < 𝑥 < 𝑙1 + 𝑟,
𝑉2 для 𝑙1 + 𝑟 < 𝑥 < 𝑙1 + 𝑟 + 𝑙2,

(14)

де 𝑉𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2, i 𝑟 > 0. Цей потенцiал є кусково-
сталою функцiєю i тому рiвняння (1) допускає яв-
ний розв’язок, який може бути представлений че-
рез матрицю переходу Λ̄ у виглядi(︂
𝜓(𝑥2)
𝜓′(𝑥2)

)︂
= Λ̄

(︂
𝜓(𝑥1)
𝜓′(𝑥1)

)︂
, Λ̄ =

(︂
�̄�11 �̄�12
�̄�21 �̄�22

)︂
, (15)

де 𝑥1 = 0 i 𝑥2 = 𝑙1+𝑟+ 𝑙2. Елементами цiєї матрицi
є вирази

�̄�11 =
[︀
cos(𝑘1𝑙1) cos(𝑘2𝑙2)−

− (𝑘1/𝑘2) sin(𝑘1𝑙1) sin(𝑘2𝑙2)
]︀
cos(𝑘𝑟)−

−
(︀
𝑘1/𝑘) sin(𝑘1𝑙1) cos(𝑘2𝑙2)+

+ (𝑘/𝑘2) cos(𝑘1𝑙1) sin(𝑘2𝑙2)
]︀
sin(𝑘𝑟), (16)
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�̄�12 =
[︀
(1/𝑘1) sin(𝑘1𝑙1) cos(𝑘2𝑙2)+

+ (1/𝑘2) cos(𝑘1𝑙1) sin(𝑘2𝑙2)
]︀
cos(𝑘𝑟)+

+
[︀
(1/𝑘) cos(𝑘1𝑙1) cos(𝑘2𝑙2)−

− (𝑘/𝑘1𝑘2) sin(𝑘1𝑙1) sin(𝑘2𝑙2)
]︀
sin(𝑘𝑟), (17)

�̄�21 = −
[︀
𝑘1 sin(𝑘1𝑙1) cos(𝑘2𝑙2)+

+ 𝑘2 cos(𝑘1𝑙1) sin(𝑘2𝑙2)
]︀
cos(𝑘𝑟)−

−
[︀
𝑘 cos(𝑘1𝑙1) cos(𝑘2𝑙2)−

− (𝑘1𝑘2/𝑘) sin(𝑘1𝑙1) sin(𝑘2𝑙2)
]︀
sin(𝑘𝑟), (18)

�̄�22 =
[︀
cos(𝑘1𝑙1) cos(𝑘2𝑙2)−

− (𝑘2/𝑘1) sin(𝑘1𝑙1) sin(𝑘2𝑙2)
]︀
cos(𝑘𝑟)−

−
[︀
(𝑘/𝑘1) sin(𝑘1𝑙1) cos(𝑘2𝑙2)+

+ (𝑘2/𝑘) cos(𝑘1𝑙1) sin(𝑘2𝑙2)
]︀
sin(𝑘𝑟), (19)

де 𝑘 =
√
𝐸 i 𝑘𝑗 =

√︀
𝐸 − 𝑉𝑗 , 𝑗 = 1,2. Тут маємо

det Λ̄ = 1, а 𝑘𝑗 можуть бути дiйсними або уявними.
Позначення з рисками над символами було введе-
но для опису скiнченнорозмiрних величин.

Для того, щоб явно реалiзувати границю нульо-
вої товщини для двошарової структури, яка зада-
на елементами (16)–(19), введемо параметр стисне-
ння 𝜀→ 0 та степеневу параметризацiю, що пов’я-
зана через цей параметр за допомогою спiввiдно-
шень

𝑉𝑗 = 𝑎𝑗𝜀
−𝜈 , 𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙 = 𝜀, 𝑟 = 𝑐 𝜀𝜏, (20)

де 𝑎𝑗 ∈ R, 𝑐, 𝜈, 𝜏 > 0 (𝑗 = 1, 2). Тодi шари опи-
суються параметрами в чотиривимiрному просто-
рi ℳ := {𝜈, 𝜏} × {𝑎1, 𝑎2}. Надалi замiсть рисок
над символами ми приписуємо вiдповiдним вели-
чинам iндекс 𝜀, замiнюючи 𝑉 (𝑥) → 𝑉𝜀(𝑥), Λ̄ → Λ𝜀

i �̄�𝑖𝑗 → 𝜆𝑖𝑗,𝜀, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

4.2. Множини iснування
точкових взаємодiй

Iз явного виду матричних елементiв (16)–(19), де
параметри визначенi рiвняннями (20), випливає,
що в границi при 𝜀→ 0 маємо 𝜆12,𝜀 → 0, коли iншi
елементи можуть бути скiнченними або навiть роз-
бiжними. Зауважимо, що степенево-пов’язана па-
раметризацiя (20) вiдрiзняється вiд тiєї, яку було
застосовано в багатьох працях (див., наприклад,
[9–11, 21, 22, 36–39]), де границя 𝜆12,𝜀 є скiнченною
i ненульовою, реалiзуючи при цьому 𝛿′-взаємодiю.

Наступна наша задача – знайти тi множини в ква-
дрантi 𝑄++ := {0 < 𝜈 < ∞, 0 < 𝜏 < ∞}, де дi-
агональнi елементи 𝜆11,𝜀 та 𝜆22,𝜀 є скiнченними i
ненульовими при 𝜀 → 0. Позначимо їхнi грани-
чнi значення вiдповiдно через 𝜃 та 𝜃−1. Iснування
скiнченних 𝜃 та 𝜃−1 є необхiдною умовою для ре-
алiзацiї точкових взаємодiй, навiть коли елемент
𝜆21,𝜀 розбiгається. Якщо цей недiагональний еле-
мент є скiнченним i ненульовим (при скiнченних 𝜃
та 𝜃−1), граничнi точковi взаємодiї – зв’язанi роз-
ширення з Λ-матрицею виду (3). Iнакше, у випадку
розбiжности, точковi взаємодiї є незв’язаними, що
задовольняють граничнi умови 𝜓(± 0) = 0 i дiють
як абсолютно вiдбиваючi стiнки.

Виявляється, що обидва граничнi матричнi еле-
менти 𝜃 i 𝛼, знайденi в границi при 𝜀→ 0 iз матри-
чних елементiв (16) та (18), якi параметризованi
рiвняннями (20), – функцiї множин у просторi ℳ.
Виконуючи спершу граничну процедуру в кожнiй
{𝜈, 𝜏}-точцi, стикаємося з наступними характери-
стичними множинами в 𝑄++-квадрантi:

𝑄𝐼 := {𝑎1, 𝑎2 | 0 < 𝜈 < 1, 0 < 𝜏 <∞},
𝐿𝛿 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝜈 = 1, 0 < 𝜏 <∞},
𝐿𝐾 := {𝑎1, 𝑎2 | 1 < 𝜈 < 2, 𝜏 = 𝜈 − 1},
𝑃1 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝜈 = 2, 𝜏 = 1},
𝐿1 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝜈 = 2, 1 < 𝜏 <∞},
𝐿2 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝜈 = 2, 2 < 𝜏 <∞},
𝐿𝑆 := {𝑎1, 𝑎2 | 1 < 𝜈 < 2, 𝜏 = 2(𝜈 − 1)},
𝑃2 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝜈 = 𝜏 = 2},
𝑄𝑆 := {𝑎1, 𝑎2 | 1 < 𝜈 < 2, 𝜈 − 1 < 𝜏 <∞},
𝑄1 := {𝑎1, 𝑎2 | 1 < 𝜈 < 2, 𝜈 − 1 < 𝜏 < 2(𝜈 − 1)},
𝑄2 := {𝑎1, 𝑎2 | 1 < 𝜈 < 2, 2(𝜈 − 1) < 𝜏 <∞},

(21)

(див. рис. 2). Отже, “рухаючись” на 𝑄++-квадрантi
злiва направо, знаходимо, що на смузi 𝑄𝐼 точко-
вi взаємодiї є тривiальними, описуючи абсолютно
повне проходження (Λ-матриця є одиничною 𝐼).
Далi, на прямiй 𝐿𝛿 проникнення стає частковим
i точковi взаємодiї є 𝛿-типу. Повна силова кон-
станта цього 𝛿-потенцiалу – алгебраїчна сума кон-
стант окремих шарiв. На множинi 𝑄𝐼 ∪ 𝐿𝛿 немає
жодних обмежень на константи 𝑎1 та 𝑎2 (див. та-
блицю). На 𝑄++-множинах, що знаходяться спра-
ва вiд прямої 𝐿𝛿 , елемент 𝜆21,𝜀 взагалi розбiгає-
ться при 𝜀 → 0. Проте, на деяких пiдмножинах
{𝑎1, 𝑎2}-площини (нульової мiри Лебеґа) може ста-
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Рис. 2. Розбиття на множини, яке визначено рiвняння-
ми (21)

тися знищення розбiжностей, приводячи до скiн-
ченної границi елемента 𝜆21,𝜀. Ефект знищення
має мiсце на вiдкритiй множинi 𝑄𝑆 включно з її
границею 𝐿𝛿′ := 𝐿𝐾 ∪ 𝑃1 ∪ 𝐿1, де потенцiал 𝑉𝜀(𝑥)
при умовi 𝑎1 + 𝑎2 = 0 збiгається до 𝛾𝛿′(𝑥) в сенсi
розподiлiв. Таким чином, областю iснування роз-
подiлу 𝛾𝛿′(𝑥) стає множина 𝐿𝛿′ × Σ0 ∈ ℳ, де

Σ0 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝑎1 + 𝑎2 = 0}. (22)

Тут силова константа 𝛾 := 𝑎1 = − 𝑎2 – функцiя
множин

𝛾 = 𝑎1

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐 для 𝐿𝐾 ,

1 + 𝑐 для 𝑃1,

1 для 𝐿1.

(23)

Отже, в областi 𝑄𝑆 ∪ 𝐿𝛿′ проходження може бути
нульовим або ненульовим залежно вiд обмежень,

Елементи Λ-матрицi (3) як функцiї ℳ-множин

ℳ-множини 𝜃 𝛼

𝑄0 × {𝑎1, 𝑎2} 1 0
𝐿𝛿 × {𝑎1, 𝑎2} 1 𝑎1 + 𝑎2

𝐿𝐾 × Σ𝑐 −𝑎1/𝑎2 0

𝑃1 × Σ′
𝑐 −

√
−𝑎1 sin

√
−𝑎1√

−𝑎2 sin
√
−𝑎2

0

𝑃2 × Σ′
0 cos

√
−𝑎1/ cos

√
−𝑎2 𝑐

√
−𝑎1 sin

√
−𝑎1×

×
√
−𝑎2 sin

√
−𝑎2

𝐿𝑆 × Σ0 1 −𝑐𝑎21
𝐿2 × Σ′

0 cos
√
−𝑎1/ cos

√
−𝑎2 0

𝑄2 × Σ0 1 0
𝑃1 × Γ𝑐 sinh

√
𝛾/ sin

√
𝛾 0

𝑃2 × Γ0 cosh
√
𝛾/ cos

√
𝛾 −𝑐𝛾 sinh

√
𝛾 sin

√
𝛾

𝐿2 × Γ0 cosh
√
𝛾/ cos

√
𝛾 0

якi накладаються на 𝑎1 та 𝑎2. Пряма 𝐿𝛿 – перехi-
дна множина, яка роздiляє областi “реґулярних” i
“синґулярних” точкових взаємодiй. У свою чергу,
лiнiя 𝐿𝛿′ – перехiдна множина, що роздiляє областi
iснування та неiснування точкових взаємодiй.

5. Λ-матриця для зв’язаних
точкових взаємодiй

Iснують два шляхи знищення розбiжностей при
𝜀 → 0 у синґулярному елементi 𝜆21,𝜀, що зада-
ний рiвнянням (18) i параметризований рiвностя-
ми (20). Перший шлях полягає в тому, що увесь ви-
раз (18) прирiвнюється до нуля, в результатi чого
𝛼 = 0 у Λ-матрицi (3). Другий шлях реалiзується,
коли тiльки член, що знаходиться спереду cos(𝑘𝑟)
в (18), прирiвнюється нулю, зберiгаючи при цьому
“вiльним” член спереду sin(𝑘𝑟).

5.1. Реалiзацiя точкових
взаємодiй, коли 𝜆21,𝜀 → 0

Накладаючи обмеження 𝜆21,𝜀 → 0 у рiвняннi (18),
знаходимо, що зв’язанi точковi взаємодiї можуть
реалiзуватися тiльки на прямiй 𝐿𝐾 включно з її
граничною точкою 𝑃1. На площинi {𝑎1, 𝑎2} ця ре-
алiзацiя виникає на деяких множинах, якi утво-
рюють сiм’ю кривих. Таким чином, на прямiй 𝐿𝐾

множина iснування складається з двох кривих, що
задаються рiвнiстю

Σ𝑐 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑐 𝑎1𝑎2 = 0}. (24)

Використовуючи це спiввiдношення мiж 𝑎1 i 𝑎2 у
рiвняннях (16) та (19), якi параметризованi рiвно-
стями (20), отримуємо 𝜃 = − 𝑎1/𝑎2. Прирiвнюю-
чи це значення до виразу (13), отримуємо {𝑎1, 𝑎2}-
представлення силової константи 𝛾 для курасов-
ського 𝛿′𝐾-потенцiалу: 𝛾 = 2(𝑎1 + 𝑎2)/(𝑎1 − 𝑎2). Це
представлення не спiвпадає з першою формулою
в рiвняннях (23) пов’язаною з розподiлом 𝛾𝛿′(𝑥),
окрiм тривiального випадку: Σ𝑐 ∩ Σ0 = {0}. От-
же, на прямiй 𝐿𝐾 не можуть iснувати потенцiали
𝛿′-розподiлу.

Проте, з наближенням до граничної точки 𝑃1

ситуацiя критично змiнюється у зв’язку з появою
злiченого числа кривих

Σ′
𝑐 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝐴1 +𝐴2 = 𝑐𝐴1𝐴2}, (25)

де

𝐴𝑗 :=
√︀
− 𝑎𝑗 tan

√︀
− 𝑎𝑗 , 𝑗 = 1, 2. (26)
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На цих кривих 𝜆21,𝜀 → 0 при 𝜀 → 0. Як i в
[34], називатимемо цей ефект розщепленням 𝛿′𝐾-
потенцiалу, який визначено на резонанснiй мно-
жинi 𝐿𝐾 × Σ𝑐, у злiчену сiм’ю узагальнених 𝛿′-
потенцiалiв, визначених на резонанснiй множинi
𝑃1 × Σ′

𝑐. Поза цими резонансними множинами то-
чковi взаємодiї є незв’язаними, що задовольняють
граничнi умови 𝜓(± 0) = 0. Використовуючи да-
лi вирази для цих резонансних множин у рiвнян-
нях (16) та (19), отримуємо при 𝜀 → 0 явнi вира-
зи для елемента 𝜃 в Λ-матрицi (3), якi виписанi в
таблицi. Зокрема, як установлено в [28], перетин
Γ𝑐 := Σ′

𝑐 ∩ Σ0 [де покладено 𝑎1 = − 𝑎2 = 𝛾, 𝜈 = 2,
𝜏 ∈ (2,∞)] утворює дискретну множину

Γ𝑐 = {𝛾 | tan√𝛾 = tanh
√
𝛾/(1 + 𝑐

√
𝛾 tanh

√
𝛾 ) (27)

на 𝛾-осi. В результатi елементи Λ-матрицi (3) та-
кож приймають дискретнi значення:

𝛼 = 0, 𝜃 = sinh
√
𝛾/ sin

√
𝛾, 𝛾 ∈ Γ𝑐 . (28)

Таким чином, чотиривимiрне ℳ-представлення
резонансних множин дозволяє “покрити” як “непе-
рервне” так i “дискретне” представлення з єдиної
точки зору.

5.2. Реалiзацiя точкових
взаємодiй, коли 𝜆21,𝜀 → 𝛼 ∈ R
Iнший шлях для знищення розбiжностей виникає
на кутовiй областi 𝐿𝑆 ∪ 𝑃2 ∪ 𝐿2 ∪ 𝑄2, приводячи
до появи резонансних множин, де Σ0, що визначе-
на рiвнянням (22), є складовою. Таким чином, на
прямiй 𝐿𝑆 граничний елемент 𝛼 взагалi є ненульо-
вим, а 𝜃 = 1, так що вiдповiдна точкова взаємодiя –
𝛿-потенцiал. Пряма 𝐿𝑆 є перехiдною множиною
(з частковим проникненням), яка роздiляє областi
𝑄1 (повного вiдбиття) та 𝑄2 (повного проходже-
ння). В одновимiрному випадку iснування точки
𝜗 = 1/2, яка роздiляє повну вiсь −∞ < 𝜗 < ∞ на
подiбнi пiвосi (повного вiдбиття та повного прохо-
дження), було вiдкрито Шебою в [20]. Тому нази-
ватимемо цю взаємодiю, яка реалiзується завдяки
знищенню розбiжностей на резонанснiй множинi
𝐿𝑆 × Σ0, 𝛿𝑆-потенцiалом.

При наближеннi до границi 𝑃2 ∪𝐿2 множина Σ0

розщеплюється в злiчену множину

Σ′
0 := {𝑎1, 𝑎2 | 𝐴1 +𝐴2 = 0}, (29)

де 𝐴1 i 𝐴2 визначенi рiвняннями (26). На резо-
насних множинах 𝑃2 × Σ′

0 i 𝐿2 × Σ′
0 елементи Λ-

матрицi 𝜃 та 𝛼 можна обчислити в явному виглядi.
Вiдповiднi вирази занесено в таблицю. По анало-
ґiї iз множиною Γ𝑐 резонасною множиною для по-
тенцiалу 𝛿′-розподiлу буде перетин Γ0 := Σ′

0 ∩ Σ0.
Покладаючи 𝑎1 = −𝑎2 = 𝛾, 𝜈 = 2 та 𝜏 → ∞, отри-
муємо вирази (9) та (10).

6. Пiдсумковi зауваження

Таким чином, цiлу сiм’ю синґулярних точкових
взаємодiй, що реалiзуються на множинi 𝑄𝑆 ∪ 𝐿𝛿′

можна трактувати як об’єкти iз резонасним ту-
нелюванням скрiзь одноточковий потенцiал. Цей
феномен випливає завдяки знищенню розбiжно-
стей у найбiльш синґулярному елементi 𝜆21,𝜀 при
𝜀 → 0. Двомасштабна параметризацiя (20) дозво-
ляє розв’язати протирiччя (що досi iснує в лiте-
ратурi) мiж дискретними [див. рiвняння (9), (10),
(27), (28)] та неперевними [див. рiвняння (13)]
представленнями Λ-матрицi (3). Резонаснi множи-
ни зручно представляти в чотиривимiрному про-
сторi ℳ. Вони перелiченi в таблицi разом iз еле-
ментами 𝜃 i 𝛼 Λ-матрицi як функцiї резонасних
множин. Гранична ймовiрнiсть проходження 𝒯 за-
дається в термiнах цих елементiв згiдно формули:
4 𝒯 −1 = (𝜃 + 𝜃−1)2 + (𝛼/𝑘)2 (для подробиць див.,
наприклад, [31]).

Iншим ключовим моментом є iснування грани-
чних множин, на яких виникає два типи розщепле-
ння резонасних множин: Σ0 =⇒ Σ′

0 та Σ𝑐 =⇒ Σ′
𝑐 .

На цих множинах видiлено три типи розщеплення
точкових взаємодiй: 𝛿′𝐾 (𝐿𝐾 × Σ𝑐) =⇒ 𝛿′(𝑃1 × Σ′

𝑐),
𝛿𝑆 (𝐿𝑆 × Σ0) =⇒ 𝛿′(𝑃2 × Σ′

0) та 𝐼𝑃 (𝑄2 × Σ0) =⇒
=⇒ 𝛿′(𝐿2 × Σ′

0), де 𝐼𝑃 означає сiм’ю точкових вза-
ємодiй iз повним проходженням. В областi [𝑄1∪
∪(𝐿1 ∖𝐿2)]×{𝑎1, 𝑎2} та поза резонансними множи-
нами, що виписанi в таблицi починаючи з третьо-
го рядка по шостий, точковi взаємодiї є абсолютно
непрозорими, задовольняючи граничнi умови Дi-
рiхле 𝜓(± 0) = 0.

Автор вдячний Вiддiленню фiзики та астро-
номiї Нацiональної академiї наук України за фi-
насову пiдтримку по темi No. 0117U000240. Ав-
тор висловлює також щиру подяку Органiзато-
рам Конференцiї BGL-2019, котрi зробили цю по-
дiю можливою.
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Отримано 29.08.19

A.V. Zolotaryuk

CONTACT INTERACTIONS
IN ONE-DIMENSIONAL QUANTUM MECHANICS:
A FAMILY OF GENERALIZED 𝛿′-POTENTIALS

S u m m a r y

A “one-point” approximation is proposed to investigate the

transmission of electrons through the extra thin heterostruc-

tures composed of two parallel plane layers. The typical exam-

ple is the bilayer for which the squeezed potential profile is the

derivative of Dirac’s delta function. The Schrödinger equation

with this singular one-dimensional profile produces a family of

contact (point) interactions each of which (called a “distribu-

tional” 𝛿′-potential) depends on the way of regularization. The

discrepancies widely discussed so far in the literature regarding

the family of delta derivative potentials are eliminated using a

two-scale power-connecting parametrization of the bilayer po-

tential that enables one to extend the family of distributional

𝛿′-potentials to a whole class of “generalized” 𝛿′-potentials. In

a squeezed limit of the bilayer structure to zero thickness, the

resonant tunneling through this structure is shown to occur in

the form of sharp peaks located on the sets of Lebesgue’s mea-

sure zero (called resonance sets). A four-dimensional parame-

ter space is introduced for the representation of these sets. The

transmission on the complement sets in the parameter space is

shown to be completely opaque.
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