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Доведено, що рiвняння Дiрака у зовнiшньому кулонiвському полi має симетрiю, що ви-
значається 31 операторами, якi утворюють 31-вимiрну алгебру. Знайдено двi рiзнi фер-
мiоннi реалiзацiї алгебри SO(1,3) групи Лоренца. Отримано також двi бозоннi реалi-
зацiї цiєї алгебри. Усi генератори вказаних алгебр комутують з оператором рiвняння
Дiрака у зовнiшньому кулонiвському полi, а отже, визначають алгебри iнварiантно-
стi такого рiвняння Дiрака. На цiй основi Бозе симетрiя спiну 𝑠 = (1, 0) рiвняння
Дiрака для вiльного спiнорного поля, доведена нещодавно в наших роботах, розширена
на випадок рiвняння Дiрака, в якому врахована взаємодiя iз зовнiшнiм кулонiвським
полем. Релятивiстський атом водню моделюється таким рiвнянням Дiрака. Отже,
для релятивiстського атома водню доведено як фермiонну, так i бозонну симетрiю,
що були вiдомi з наших робiт про iнший випадок невзаємодiючого спiнорного поля. Но-
вi оператори симетрiї знайдено на основi нових гамма-матричних зображень алгебр
Клiффорда та SO(8), якi також вiдомi з наших недавнiх робiт. Прихованi симетрiї
доведено як у канонiчному представленнi Фолдi–Ваутхасена, так i у коварiантнiй мо-
делi Дiрака. Знайденi оператори симетрiї, якi є чисто матричними у представленнi
Фолдi–Ваутхасена, стають нелокальними у моделi Дiрака.
К люч о в i с л о в а: рiвняння Дiрака, кулонiвська взаємодiя, атом водню, релятивiстська
квантова механiка, симетрiя.

1. Вступ

Дослiдження симетрiй рiвнянь для атома во-
дню розпочинається з нерелятивiстського випадку.
SO(4) симетрiя нерелятивiстського рiвняння Шре-
дiнгера для атома водню була знайдена В. Фоком
[1], див. також [2].

Релятивiстський атом водню моделюється тут
рiвнянням Дiрака у зовнiшньому кулонiвському
полi(︁
𝑖𝜕0 − ̂︀𝐻)︁𝜓(𝑥) = 0; ̂︀𝐻 ≡ 𝛾0𝛾 ·p+ 𝛾0𝑚− 𝑍𝑒2

|x|
, (1)

де 𝑥 ∈ M(1, 3), 𝜕𝜇 ≡ 𝜕/𝜕𝑥𝜇, 𝑍 = 1, 𝜇 = 0, 3, 𝑗 = 1,
2, 3, а M(1, 3) = {𝑥 ≡ (𝑥𝜇) = (𝑥0= 𝑡, x ≡ (𝑥𝑗))} – це
простiр-час Мiнковського; 4-компонентна функцiя
𝜓(𝑥) належить оснащеному простору Гiльберта

S3,4 ⊂ H3,4 ⊂ S3,4*. (2)

Зауважимо, що завдяки видiленiй ролi часової
змiнної 𝑥0 = 𝑡 ∈ (𝑥𝜇) (згiдно аналогiї з нереляти-
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вiстською теорiєю), взагалi кажучи, допустимо ви-
користання квантовомеханiчного оснащеного про-
стору Гiльберта (2). Тут простiр основних функцiй
Шварца S3,4 є щiльним у просторi узагальнених
функцiй Шварца S3,4*, а H3,4 – квантовомеханi-
чний простiр Гiльберта 4-компонентних функцiй
над R3 ⊂ M(1, 3).

Для завершення позначень, припущень та озна-
чень зауважимо, що використовуємо систему оди-
ниць ~ = 𝑐 = 1, а метричний тензор у просторi-часi
Мiнковського M(1, 3) має вигляд

𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 , (𝑔
𝜇
𝜈 ) = diag (1,−1,−1,−1) ; (3)

𝑥𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑥
𝜇; по iндексу, що повторюється двiчi,

проводиться сумування. Гамма матрицi Дiрака ви-
бираємо у представленнi Дiрака–Паулi

𝛾0 =

⃒⃒⃒⃒
I 0
0 −I

⃒⃒⃒⃒
, 𝛾ℓ =

⃒⃒⃒⃒
0 𝜎ℓ

−𝜎ℓ 0

⃒⃒⃒⃒
, ℓ = 1, 2, 3, (4)

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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зi стандартними матрицями Паулi:

𝜎1 =

⃒⃒⃒⃒
0 1
1 0

⃒⃒⃒⃒
, 𝜎2 =

⃒⃒⃒⃒
0 −𝑖
𝑖 0

⃒⃒⃒⃒
, 𝜎3 =

⃒⃒⃒⃒
1 0
0 −1

⃒⃒⃒⃒
. (5)

Нижче доведено, що рiвняння Дiрака у зовнi-
шньому кулонiвському полi (1) має симетрiю, яка
визначається 31 операторами, що утворюють 31-
вимiрну алгебру SO(6)⊕𝑖𝛾0 · SO(6) ⊕ 𝑖𝛾0. Знайде-
но два фермiоннi D(1/2,0)⊕(0,1/2) представлення
алгебри SO(1,3) групи Лоренца. Також знайдено
два бозоннi, а саме тензорно-скалярне D(1,0)⊕(0,0)
та векторне D(1/2,1/2) представлення цiєї алгебри.
Вiдповiднi генератори вищезгаданих алгебр кому-
тують з оператором рiвняння Дiрака у зовнiшньо-
му кулонiвському полi (1), i, таким чином, визна-
чають прихованi симетрiї (алгебри iнварiантностi)
цього рiвняння Дiрака.

Спочатку розглянемо вiдомi симетрiї рiвняння
Дiрака (1), потiм представимо математичнi мето-
ди, необхiднi для наших дослiджень, i на заверше-
ння – список доведених прихованих симетрiй ре-
лятивiстського атома водню.

2. Вiдомi симетрiї рiвняння
Дiрака у зовнiшньому кулонiвському полi

Першi чотири iнтеграли руху (оператори симетрiї,
що комутують з оператором рiвняння Дiрака) для
рiвняння (1) були знайденi П. Дiраком у його ро-
ботi [3], де було виведено i введено у розгляд рiв-
няння (1). Це три компоненти вектора J = (𝐽1, 𝐽2,
𝐽3) повного моменту iмпульсу

J = L+ s, L ≡ x× p, s ≡ 1

2

⃒⃒⃒⃒
𝜎 0
0 𝜎

⃒⃒⃒⃒
, (6)

де L – орбiтальний момент iмпульсу, s – спiновий
момент iмпульсу спiну 1/2, а також знайдений П.
Дiраком додатковий iнтеграл руху 𝐾:

𝐾 = 𝛾0 (2s · L+ 1), 𝐾2 = J2 +
1

4
. (7)

Наступний оператор симетрiї – iнтеграл руху
Джонсона–Лiпмана [4]

𝐷 = 2s · x

|x|
+

1

𝑚𝑍𝑒2
𝐾𝛾4

(︁̂︀𝐻 − 𝛾0𝑚
)︁
, (8)

𝐷2 = 1+
(︁̂︀𝐻2

𝑚2 − 1
)︁

𝐾2

𝑍2𝑒4 , який комутує з оператором

(𝑖𝜕0− ̂︀𝐻) рiвняння Дiрака i антикомутує з операто-
ром симетрiї Дiрака 𝐾 (7). Тут використовується

анти-ермiтова матриця 𝛾4 = 𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3 замiсть ер-
мiтової 𝛾5 iнших авторiв. Зауважимо, що робота [4]
про сильний результат (8) опублiкована як коро-
тка ремарка розмiром 1/10 журнальної сторiнки,
що мiстить лише єдину формулу (8) для 𝐷.

Пiсля цього шлях до SO(4) симетрiї релятивiст-
ського атома водню був прямим. Вона була знайде-
на у [5] i [6], щодо розгляду у [7] див. коментар [8].
Таким чином, SO(4) симетрiя рiвняння Дiрака (1)
для атома водню задається шiстьома операторами

I = J+T, R = J−T, (9)

де J вiдомий з (6), а компоненти T = (𝑇 1, 𝑇 2, 𝑇 3)
мають вигляд

𝑇 1 =
𝐷

2
√
𝐷2

, 𝑇 2 =
𝑖𝐷𝐾

2
√
𝐷2𝐾2

, 𝑇 3 =
𝐾

2
√
𝐾2

. (10)

У роботi [5] величина T = (𝑇 1, 𝑇 2, 𝑇 3) (10) названа
оператором вектора Ленца спiну 1/2. Використанi
у (10) позначення пояснено вище у (7) i (8).

Розглянемо наступну симетрiю. Оператори Пау-
лi–Гюршi [9] i [10]

𝑠01 =
𝑖

2
𝛾2𝐶, 𝑠02 =

1

2
𝛾2𝐶, 𝑠12 = − 𝑖

2
, (11)

де 𝐶 оператор комплексного спряження, 𝐶𝜓 =𝜓*

(оператор iнволюцiї у просторi H3,4), визначають
[11] алгебру iнварiантностi SO(1,2)⊂ SO(1,3) рiв-
няння Дiрака представленого як

(︀
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚+

+ 𝑒2

|x|
)︀
𝜓(𝑥) = 0.

У роботi [12] знайдено симетрiю релятивiстсько-
го атома водню у виглядi алгебри 𝑔𝑙(8,R). Було
розглянуто стацiонарний випадок рiвняння Дiра-
ка (1) i залучення дискретних перетворень.

Автором [13] представлено iншу задачу. Для
опису безспiнового релятивiстського атома водню
було запропоновано двохчастинкову квазiпотенцi-
альну модель. Дослiджувались O(4) симетрiя та її
порушення.

3. Коротко про гамма матричнi
представлення дiйсної алгебри Клiффорда
та вiдповiдної алгебри SO(8)

У тривалих дослiдженнях вiдображення теорiї
Максвелла на теорiю Дiрака ми, зокрема, дослi-
дили рiзнi екзотичнi представлення алгебри Клiф-
форда–Дiрака, якi є корисними для опису теорiї
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Максвелла у позначеннях, запозичених з форма-
лiзму спiнорного поля Дiрака, див., наприклад,
[14] та [15]. Крок за кроком ми прийшли до задачi
узагальнення алгебри Клiффорда–Дiрака з метою
опису як бозонних властивостей теорiї Дiрака, так
i фермiонних властивостей теорiї Максвелла.

Нещодавно, (див., наприклад, [16]), було введе-
но у розгляд гамма матричнi представлення алге-
бри Клiффорда CℓR(0,6) та алгебри Лi SO(8), якi є
визначеними над полем дiйсних чисел. Порiвнян-
ня з добре вiдомими гамма матричними представ-
леннями алгебр CℓC(1,3) (у фiзичнiй лiтературi –
алгебра Клiффорда–Дiрака) та SO(1,5), означени-
ми над полем комплексних чисел, показує, що но-
вi представлення мiстять значно бiльше корисних
елементiв i перспектив застосування. Звертання до
гамма матричних представлень алгебри Клiффор-
да CℓR(0,6) та алгебри Лi SO(8) дозволило, (див.,
наприклад, [17] i [18]), знайти прихованi симетрiї
вiльного (не взаємодiючого) рiвняння Дiрака. Бу-
ло знайдено також i Бозе симетрiї [19]. Нижче цi
новi алгебраїчнi об’єкти [16] використовуються у
задачi знаходження прихованих симетрiй реляти-
вiстського атома водню. Далi компактно представ-
лена необхiдна частина [16].

Звертаємо увагу на факт, що сiм 𝛾 матриць
𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4 = 𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3,

𝛾5 = 𝛾1𝛾3𝐶, 𝛾6 = 𝑖𝛾1𝛾3𝐶, 𝛾7 = 𝑖𝛾0, (12)

де 𝛾𝜇 заданi у (4), а оператор 𝐶 визначено пi-
сля формул (11), задовольняють антикомутацiй-
ним спiввiдношенням

𝛾A𝛾B + 𝛾B𝛾A = −2𝛿AB, A,B = 1, 7, (13)

генераторiв алгебри Клiффорда над полем дiйсних
чисел. Оскiльки лише шiсть операторiв у (12) є
лiнiйно незалежними, 𝛾4 = −𝑖𝛾7𝛾1𝛾2𝛾3, то має-
мо справу з представленням алгебри Клiффорда
CℓR(0,6) розмiрностi 26 = 64.

Першi 16 операторiв представлено у таблицi 1
роботи [16], наступнi 16 знаходяться з них за до-
помогою множення на уявну одиницю 𝑖 =

√
−1.

Останнi 32 знаходяться з перших 32 множенням на
оператор 𝐶 комплексного спряження. Отже, якщо
запропонувати позначення “stCD” (“st” i CD скоро-
чення вiд стандартний Клiффорд–Дiрак) для на-
бору 16 матриць з таблицi 1 у [16], то набiр 64 еле-
ментiв представлення алгебри CℓR(0,6) задається

наступним чином{︁
(stCD) ∪ 𝑖× (stCD) ∪ 𝐶 × (stCD) ∪ 𝑖𝐶 × (stCD)

}︁
.

(14)

Внаслiдок рiвностей 𝛾4 ≡
∏︀3

𝜇=0 𝛾
𝜇 →

∏︀4
�̄�=0 𝛾

�̄� =
= −I, вiдомих iз стандартної алгебри Клiффорда–
Дiрака CℓC(1,3), i внаслiдок антикомутацiйних
спiввiдношень (13) у алгебрi CℓR(0,6) для матриць
𝛾A (12) справедливi наступнi розширенi рiвностi:

𝛾7 ≡ −
6∏︁

A=1

𝛾A →
7∏︁

A=1

𝛾A = I, 𝛾5𝛾6 = 𝑖.

Генератори (12) породжують також 28 матри-
чних операторiв

𝑠
̃︀Ã︀B =

{︂
𝑠AB =

1

4
[𝛾A, 𝛾B], 𝑠A8 = −𝑠8A =

1

2
𝛾A

}︂
, (15)

̃︀A, ̃︀B = 1, 8, що задовольняють комутацiйним спiв-
вiдношенням алгебри Лi SO(8)

[𝑠
̃︀Ã︀B, 𝑠̃︀C̃︀D] = 𝛿

̃︀Ã︀C𝑠̃︀B̃︀D + 𝛿
̃︀C̃︀B𝑠̃︀D̃︀A + 𝛿

̃︀B̃︀D𝑠̃︀Ã︀C + 𝛿
̃︀D̃︀A𝑠̃︀C̃︀B.

(16)

Очевидно, що тут ми також маємо справу з алге-
брою над полем дiйсних чисел. Далi, очевидно, що
28 елементiв (15) iз SO(8) не утворюють жодну ал-
гебру Клiффорда i не утворюють жодну пiдалге-
бру алгебри Клiффорда. Це є незалежний вiд алге-
бри Клiффорда математичний об’єкт. Зауважимо,
що тут (так само, як у (12) для гамма матриць) ви-
брано анти-ермiтову реалiзацiю операторiв SO(8),
про причини див., наприклад, роботу [20] та моно-
графiї [21] i [22].

Явний вигляд 28 елементiв 𝛾 матричного пред-
ставлення алгебри SO(8) приведено у Таблицi 3 ро-
боти [16]. Це гамма матричне представлення алге-
бри SO(8) має особливi риси. Тут, по-перше, два
пiднабори (𝑠23, 𝑠31, 𝑠12) та (𝑠45, 𝑠64, 𝑠56) операто-
рiв 𝑠̃︀Ã︀B iз (15) визначають два рiзнi набори SU(2)
генераторiв спiну 1/2, по-друге, комутують мiж со-
бою i, по-третє, комутують з оператором рiвняння
Дiрака у представленнi Фолдi–Ваутхайсена [23].

4. Новi симетрiї
релятивiстського атома водню

Нижче представляємо як симетрiї рiвняння Фол-
дi–Ваутхайсена [23] у зовнiшньому кулонiвському
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полi(︂
𝑖𝜕0 − 𝛾0𝜔 +

𝑒2

|x|

)︂
𝜑(𝑥) = 0; 𝜔 ≡

√︀
−Δ+𝑚2, (17)

𝑥 ∈ M(1, 3), 𝜑 ∈
{︀
S3,4 ⊂ H3,4 ⊂ S3,4*

}︀
, так, звичай-

но, i симетрiї рiвняння Дiрака (1) у цьому зовнi-
шньому полi.

Першою областю застосування матричного
представлення алгебр CℓR(0,6) i SO(8) є симетрiй-
ний аналiз (пошук груп та алгебр по вiдношен-
ню до яких рiвняння є iнварiантним). Легко зро-
зумiти, що представлення Фолдi–Ваутхайсена [23]
має переваги при такому аналiзi. Дiйсно, у тако-
му представленнi достатньо обчислити комутацiй-
нi спiввiдношення можливих чисто матричних опе-
раторiв симетрiї iз (15) лише з двома елемента-
ми оператора рiвняння Фолдi–Ваутхайсена (17): 𝛾0
та 𝑖. Пiсля визначення симетрiй рiвняння Фолдi–
Ваутхайсена вiдповiднi симетрiї рiвняння Дiрака
легко знайти застосуванням оберненого перетворе-
ння Фолдi–Ваутхайсена [23]. Зазначимо, що пiсля
такого перетворення лише декiлька операторiв си-
метрiї залишаються чисто матричними – основна
частина операторiв мiстить нелокальний псевдо-
диференцiальний елемент 𝜔 ≡

√
−Δ+𝑚2 i фун-

кцiї вiд нього.
Тепер можна розпочинати опис нових симетрiй

релятивiстського атома водню. Старт цих дослi-
джень вiдбувся в [24]. Основнi результати пред-
ставляємо у виглядi наступних тверджень.

I. Гамма матричне представлення пiдалгебри
SO(6) алгебри SO(8), яка задається операторами

{𝑠ĂB̆} =

{︂
𝑠ĂB̆ ≡ 1

4
[𝛾Ă, 𝛾B̆]

}︂
, Ă, B̆ = 1, 6, (18)

визначає алгебру iнварiантностi рiвняння Дi-
рака у представленнi Фолдi–Ваутхайсена

(︀
𝜕0 +

+ 𝑖𝛾0𝜔 − 𝑒2

|x|
)︀
𝜑(𝑥) = 0 (шiсть матриць {𝛾Ă} =

= {𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6} у (18) вiдомi з (12)).
II. На основi SO(6) (18) будується 31-вимiрне

гамма матричне представлення алгебри Лi
SO(6)⊕ 𝑖𝛾0SO(6)⊕ 𝑖𝛾0, яке задається елемента-
ми iз CℓR(0,6) i педставляє собою максимальну
чисто матричну алгебру iнварiантностi рiвнян-
ня Дiрака у представленнi Фолдi–Ваутхайсена(︀
𝜕0 + 𝑖𝛾0𝜔 − 𝑒2

|x|
)︀
𝜑(𝑥) = 0.

III. Рiвняння Дiрака у зовнiшньому кулонiв-
ському полi (1) iнварiантне вiдносно 31-вимiрного

гамма матричного зображення алгебри ̃︁SO(6)⊕
⊕𝑖̃︀𝛾0 ̃︁SO(6) ⊕ 𝑖̃︀𝛾0, де представлення алгебри ̃︁SO(6)
задане у формi (18), у якiй оператори гамма зна-
йденi з матриць (12) оберненим перетворенням
Фолдi–Ваутхайсена [23]. Результуючi гамма опера-
тори мають вигляд

̃︀𝛾 = 𝛾
−𝛾 · ∇+𝑚

𝜔
+ p

−𝛾 · ∇+ 𝜔 +𝑚

𝜔(𝜔 +𝑚)
,

̃︀𝛾4 = 𝛾4
−𝛾 · ∇+𝑚

𝜔
, ̃︀𝛾5 = ̃︀𝛾1̃︀𝛾3 ̃︀𝐶, (19)

̃︀𝛾6 = 𝑖̃︀𝛾1̃︀𝛾3 ̃︀𝐶, ̃︀𝛾7 = 𝑖̃︀𝛾0, ̃︀𝛾0 = 𝛾0
−𝛾 · ∇+𝑚

𝜔
,

де ̃︀𝐶 =
(︁
I + 2 𝑖𝛾1𝜕1+𝑖𝛾2𝜕2√

2𝜔(𝜔+𝑚)

)︁
𝐶, and 𝜔 ≡

√︀
−△+𝑚2.

Цi фориули задають образи гамма матриць (12) у
представленнi Дiрака пiсля виконання оберненого
перетворення Фолдi–Ваутхайсена.

Таким чином, алгебра ̃︁SO(6) ⊕ 𝑖̃︀𝛾0 ̃︁SO(6)⊕ ⊕ 𝑖̃︀𝛾0
випливає з представлення SO(6)⊕𝑖𝛾0SO(6)⊕𝑖𝛾0 у
результатi оберненого перетворення Фолдi–Ваут-
хайсена [23]. Для рiвняння Дiрака лише частина
цiєї алгебри є чисто матричною, iншi елементи мi-
стять оператор 𝜔 ≡

√
−Δ+𝑚2.

Розглянемо симетрiї релятивiстського атома во-
дню по вiдношенню до групи Лоренца. На осно-
вi CℓR(0,6) i SO(8) визначаються двi реалiзацiї
D
(︀
0, 12

)︀
⊕
(︀
1
2 , 0

)︀
педставлення алгебри Лi унiверсаль-

ної накриваючої ℒ = SL(2,C) власної ортохронної
групи Лоренца L↑

+ = SO(1,3)={Λ = (Λ𝜇
𝜈 )}, вiдно-

сно яких рiвняння
(︁
𝜕0 + 𝑖𝛾0𝜔 − 𝑒2

|x|

)︁
𝜑(𝑥) = 0 є iн-

варiантним:
𝑠𝜇𝜈I = {𝑠0𝑘I =

𝑖

2
𝛾𝑘𝛾4, 𝑠𝑘𝑚I =

1

4
[𝛾𝑘, 𝛾𝑚]},

𝛾4 ≡ 𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3, (𝑘,𝑚 = 1, 3),

(20)

𝑠01II = − 𝑖

2
𝛾2𝐶, 𝑠02II = −1

2
𝛾2𝐶, 𝑠03II =

1

2
𝛾0,

𝑠23II = −1

2
𝛾0𝛾2𝐶, 𝑠31II =

𝑖

2
𝛾0𝛾2𝐶, 𝑠12II = − 𝑖

2
.

(21)

Завдяки комбiнацiї операторiв (20), (21) констру-
юємо генератори бозонного представлення:

𝑠𝜇𝜈TS = {𝑠0𝑘TS = 𝑠0𝑘I + 𝑠0𝑘II , 𝑠𝑚𝑛
TS = 𝑠𝑚𝑛

I + 𝑠𝑚𝑛
II },

𝑠𝜇𝜈V = {𝑠0𝑘V = −𝑠0𝑘I + 𝑠0𝑘II , 𝑠𝑚𝑛
V = 𝑠𝑚𝑛

TS },
(22)

де 𝑠𝜇𝜈TS i 𝑠𝜇𝜈V генератори, вiдповiдно, тензорно-
скалярного D(1, 0) ⊕ (0, 0) i незвiдного векторно-
го D

(︀
1
2 ,

1
2

)︀
представлень алгебри Лi SO(1,3) групи
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Лоренца ℒ, вiдносно яких рiвняння Фолдi–Ваут-
хайсена

(︁
𝜕0 + 𝑖𝛾0𝜔 − 𝑒2

|x|

)︁
𝜑(𝑥) = 0 є iнварiантним.

Анти-ермiтовi оператори кожного з наборiв (20),
(21) чи (22) задовольняють комутацiйним спiввiд-
ношенням алгебри Лi SO(1,3) групи Лоренца ℒ:

[𝑠𝜇𝜈 , 𝑠𝜌𝜎] = −𝑔𝜇𝜌𝑠𝜈𝜎−𝑔𝜌𝜈𝑠𝜎𝜇−𝑔𝜈𝜎𝑠𝜇𝜌−𝑔𝜎𝜇𝑠𝜌𝜈 . (23)

Для рiвняння Дiрака у просторi дiракiвських
спiнорiв {𝜓} (тобто у представленнi Паулi–Дiрака)
генератори тензорно-скалярного представлення
D(1,0)⊕(0,0) i незвiдного векторного D

(︀
1
2 ,

1
2

)︀
пред-

ставлення алгебри Лi SO(1,3) групи Лоренца ℒ по
своїй формi аналогiчнi до (22) (що вираженi че-
рез (20), (21)), але оператори гамма у цьому ви-
падку значно складнiшi i задаються формулами
(19). Образи операторiв (20), (21) чи (22) у пред-
ставленнi Дiрака також задовольняють куммута-
цiйним спiввiдношенням (23).

У роботах [15] i [18] для вiльних рiвнянь Дiра-
ка i Фолдi–Ваутхайсена ми використовуємо також
явно бозонне представлення матричних операто-
рiв (22), у яких оператори Казiмiра дiагональнi i
доведення Бозе властивостей є найбiльш простим.

5. Пiдсумки

Представлено узагальнення наших результатiв про
Бозе симетрiї вiльного невзаємодiючого рiвняння
Дiрака (див., наприклад, [15] та посилання там)
на випадок присутностi зовнiшнього кулонiвського
поля. Знайдено прихованi Фермi та Бозе симетрiї
релятивiстського атома водню.

Слiд вiдмiтити, що фiзична картина атома во-
дню як електрона у зовнiшньому кулонiвському
полi вiдноситься до Фермi симетрiй спiну 1/2.
З iншого боку фiзична картина атома водню як
зв’язаної системи протона та електрона вiдноси-
ться до Бозе симетрiй сумарного спiну одиниця
(або нуль).

Основним результатом роботи є введення у роз-
гляд двох рiзних бозонних тензорно-скалярного
D(1,0)⊕(0,0) та векторного D(1/2,1/2) представ-
лень алгебри Лi SO(1,3) групи Лоренца ℒ, вiдносно
яких iнварiантне рiвняння Дiрака у зовнiшньому
кулонiвському полi. Також знайдено двi фермiон-
нi симетрiї цього рiвняння, що задаються двома
рiзними D(1/2,0)⊕(0,1/2) представленнями алге-
бри SO(1,3) групи Лоренца. Представлена макси-
мальна чисто матрична симетрiя рiвняння Фолдi–

Ваутхайсена для атома водню i розраховано яв-
ний вигляд операторiв вiдповiдної симетрiї у мо-
делi Дiрака.
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V.M. Simulik, I.О.Gordievich

SYMMETRIES OF RELATIVISTIC HYDROGEN ATOM

S u m m a r y

The Dirac equation in the external Coulomb field is proved

to possess the symmetry determined by 31 operators, which

form the 31-dimensional algebra. Two different fermionic re-

alizations of the SO(1,3) algebra of the Lorentz group are

found. Two different bosonic realizations of this algebra are

found as well. All generators of the above-mentioned algebras

commute with the operator of the Dirac equation in an ex-

ternal Coulomb field and, therefore, determine the algebras of

invariance of such Dirac equation. Hence, the spin 𝑠 = (1, 0)

Bose symmetry of the Dirac equation for the free spinor field,

proved recently in our papers, is extended here for the Dirac

equation interacting with an external Coulomb field. A rela-

tivistic hydrogen atom is modeled by such Dirac equation. We

are able to prove for the relativistic hydrogen atom both the

fermionic and bosonic symmetries known from our papers in

the case of a non-interacting spinor field. New symmetry oper-

ators are found on the basis of new gamma matrix representa-

tions of the Clifford and SO(8) algebras, which are known from

our recent papers as well. Hidden symmetries were found both

in the canonical Foldy–Wouthuysen and covariant Dirac rep-

resentations. The found symmetry operators, which are pure

matrix ones in the Foldy–Wouthuysen representation, become

non-local in the Dirac model.
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