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У роботi розглянуто два пiдходи до побудови термодинамiки в межах 𝑞- та 𝜇-
формалiзму, що вiдповiдають певним деформацiям алгебри операторiв породження–
знищення. Шляхом зiставлення отриманих результатiв для другого вiрiального коефi-
цiєнта встановлено наближену вiдповiднiсть мiж iдеальними 𝑞- та 𝜇-деформованими
бозе-газами, що не залежить вiд вимiрностi простору. Розбiжностi виникають ли-
ше на рiвнi третього вiрiального коефiцiєнта. Показано, як за допомогою двопараме-
тричної неадитивної статистики Полiхронакоса можна земулювати 𝜇-деформований
бозе-газ з точнiстю до третього вiрiального коефiцiєнта включно.
К люч о в i с л о в а: 𝑞- та 𝜇-деформована термодинамiка, 𝑞- та 𝜇-деформована алгебра,
похiдна Джексона, кластернi iнтеграли, вiрiальнi коефiцiєнти, неадитивна статистика
Полiхронакоса.

1. Вступ
Iсторiя використання нестандартних квантових
розподiлiв сягає 1940-х рокiв, коли Джованнi
Джентiле з колегами пробували застосувати ста-
тистику, промiжну мiж бозонною та фермiонною
[1], до опису властивостей рiдкого гелiю [2,3]. Вла-
сне, такий пiдхiд, що полягає у використаннi не-
стандартних статистик для ефективного моделю-
вання реальних фiзичних систем, i є основною
мотивацiєю вивчення рiзних способiв модифiкацiї
квантових розподiлiв [4–8]. Прикладом може бу-
ти як ефективне врахування мiжчастинкової вза-
ємодiї [9, 10], так i космологiчнi моделi [11, 12]. У
результатi часто вдається описати складнi фiзи-
чнi явища за допомогою простiшого математично-
го апарату, що особливо актуально в дослiдженнях
багаточастинкових систем.

Один iз варiантiв – це деформацiя комутацiй-
них спiввiдношень мiж операторами породження–
знищення [13–19]. Вiдповiднi квантовi алгебри ни-
нi активно застосовують для аналiзу складних
фiзичних систем [20]. Наприклад, термодинамiку
бозе-систем та явище бозе-конденсацiї вивчали за
їх допомогою в працях [21, 22], у статтi [23] пока-
зано, як ефективно врахувати взаємодiю та стру-
ктуру частинок за допомогою �̃�, 𝑞-деформованих
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бозонiв, а в [24,25] 𝜇- та 𝑞-деформованi бозони роз-
глядали як моделi темної матерiї.

У цiй статтi розглянуто термодинамiку iдеаль-
них 𝑞- та 𝜇-деформованих бозе-газiв [26–29], що
може бути побудована за допомогою формалiзму
𝑞- та 𝜇-числення вiдповiдно [29, 30]. Мета роботи
полягає в знаходженнi вiдповiдностей мiж двома
пiдходами через встановлення зв’язку мiж пара-
метрами деформацiй. За допомогою iншого типу
модифiкацiї статистики – феноменологiчним вибо-
ром виразу для чисел заповнення – вдається та-
кож досягнути точнiшого моделювання одного з
розглянутих типiв деформованої термодинамiки.

Виклад матерiалу має таку структуру. У роз-
дiлi 2 розглянуто властивостi 𝑞-деформованої ал-
гебри та показано один зi способiв побудови 𝑞-
деформованої термодинамiки. У роздiлi 3 охара-
ктеризовано 𝜇-деформовану алгебру та описано
концепцiю побудови вiдповiдної термодинамiки. З
мiркувань цiлiсностi подання матерiалу в роздiлах
2–3 коротко пiдсумовано основнi положення праць
[26,29, 31, 32]. Роздiл 4 присвячено загальним спiв-
вiдношенням, що стосуються вiрiальних i кластер-
них розвинень. Там також наведено числовi розра-
хунки вiрiальних коефiцiєнтiв для випадку 𝑞- та
𝜇-деформацiй i встановлено зв’язок мiж параме-
трами таких систем. Двопараметричну модель не-
адитивної статистики Полiхронакоса використано
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як наближення для розрахунку вiрiальних коефi-
цiєнтiв системи 𝜇-деформованих бозонiв у роздi-
лi 6. Завершується стаття короткими висновками.

2. 𝑞-деформована алгебра
та термодинамiка 𝑞-деформованого газу

Розглянемо основнi моменти побудови 𝑞-деформо-
ваної алгебри та вiдповiдної термодинамiки [13,
32]. Оператори породження 𝑎† та знищення 𝑎 за-
довольняють таке комутацiйне спiввiдношення, за-
писане через 𝑞-деформований комутатор:

[𝑎, 𝑎†]𝑞 = 𝑎𝑎† − 𝑞𝑎†𝑎 = 1. (2.1)

Це лише один iз можливих способiв узагальнення
звичайного комутатора, див., наприклад, [14, 15].

Оператор кiлькостi частинок 𝑁 у 𝑞-деформова-
ному випадку не зводиться до 𝑎†𝑎, його комутато-
ри з операторами 𝑎† i 𝑎 мають вигляд:

[𝑁, 𝑎†] = 𝑎†, [𝑁, 𝑎] = −𝑎, (2.2)

i додатково:

[𝑎, 𝑎] = [𝑎†, 𝑎†] = 0. (2.3)

Дiючи на вакуумний стан |0⟩ оператором поро-
дження, отримуємо простiр векторiв |𝑛⟩:

(𝑎†)𝑛|0⟩ = const |𝑛⟩, (2.4)

що є власними векторами оператора 𝑁 :

𝑁 |𝑛⟩ = 𝑛|𝑛⟩. (2.5)

Водночас:

𝑎|0⟩ = 0. (2.6)

Можемо записати:

|𝑛⟩ = (𝑎†)𝑛√︀
[𝑛]𝑞!

|0⟩, (2.7)

причому 𝑞-факторiал визначається як:

[𝑛]𝑞! = [𝑛]𝑞[𝑛− 1]𝑞 ... [1], (2.8)

де так зване (базове) 𝑞-число:

[𝑛]𝑞 =
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
. (2.9)

Остаточно отримаємо

𝑎†|𝑛⟩ =
√︁

[𝑛+ 1]𝑞|𝑛+ 1⟩, (2.10)

𝑎|𝑛⟩ =
√︁

[𝑛]𝑞|𝑛− 1⟩. (2.11)

У границi 𝑞 → 1 базове число [𝑛]𝑞 зводиться про-
сто до числа 𝑛, i всi наведенi вище спiввiдношення
переходять у стандартнi бозонiвськi.

Попарнi добутки операторiв породження-
знищення записуються у виглядi

𝑎†𝑎 = [𝑁 ]𝑞, 𝑎𝑎† = [𝑁 + 1]𝑞, (2.12)

а для оператора 𝑁 можна формально отримати
такий вираз:

𝑁 =
1

ln 𝑞
ln
(︁
1 + (𝑞 − 1)𝑎†𝑎

)︁
. (2.13)

Проаналiзуємо далi один зi способiв побудови
термодинамiки 𝑞-деформованого газу [27, 32].

У пiдходi великого канонiчного ансамблю запи-
шемо гамiльтонiан:

𝐻 =
∑︁
𝑗

(𝜀𝑗 − 𝜇)𝑁𝑗 , (2.14)

де 𝜀𝑗 – енергiя, 𝑁𝑗 – оператор кiлькостi частинок,
що вiдповiдають становi 𝑗, а 𝜇 – хiмiчний потенцi-
ал. Велика статистична сума буде:

𝛯 = Sp 𝑒−𝛽𝐻 , (2.15)

де 𝛽 = 1/𝑇 – обернена температура. Зi стандартно-
го означення термодинамiчного середнього опера-
тора 𝑂:

⟨𝑂⟩ = 1

𝛯
Sp(𝑂𝑒−𝛽𝐻), (2.16)

для середнього числа заповнення в 𝑗-му станi ма-
тимемо:

[𝑛𝑗 ]𝑞 =
1

𝛯
Sp(𝑒−𝛽𝐻𝑎†𝑗𝑎𝑗). (2.17)

Оскiльки 𝑛𝑗 є власним значенням оператора 𝑁𝑗 , iз
формули

𝑁𝑗 =
1

ln 𝑞
ln

(︁
1 + (𝑞 − 1)𝑎†𝑗𝑎𝑗

)︁
, (2.18)
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врахувавши, що 𝑎†𝑗𝑎𝑗 = [𝑛𝑗 ]𝑞, ми отримаємо пiсля
низки перетворень такий вираз для чисел запов-
нення:

𝑛𝑗 =
1

ln 𝑞
ln

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑗 − 1

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑗 − 𝑞
, (2.19)

де 𝑧 = 𝑒𝛽𝜇 – активнiсть.
Послiдовна побудова 𝑞-деформованої термоди-

намiки передбачає використання похiдної Джексо-
на замiсть звичайної похiдної [31]. Для цього роз-
глянемо логарифм великої статсуми:

lnΞ = −
∑︁
𝑗

ln(1− 𝑧𝑒−𝛽𝜀𝑗 ) (2.20)

i повну кiлькiсть частинок:

𝑁 =
∑︁
𝑗

𝑛𝑗 , (2.21)

звiдки легко переконатися в порушеннi стандар-
тного спiввiдношення

𝑁 ̸= 𝑧
𝜕

𝜕𝑧
ln𝛯. (2.22)

Замiнивши 𝜕
𝜕𝑧 на 𝐷

(𝑧)
𝑞 ,

𝐷(𝑧)
𝑞 𝑓(𝑧) =

𝑓(𝑞𝑧)− 𝑓(𝑧)

𝑧(𝑞 − 1)
, 𝐷

(𝑧)
1 =

𝑑

𝑑𝑧
(2.23)

– так звану похiдну Джексона [33], будемо мати:

𝑧𝐷(𝑧)
𝑞 ln𝛯 =

(︂
− 1

𝑞 − 1
ln

1− 𝑧𝑞𝑒−𝛽𝜀𝑗

1− 𝑧𝑒−𝜀𝑗

)︂
=

=
∑︁
𝑗

ln 𝑞

𝑞 − 1

1

ln 𝑞
ln

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑗 − 1

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑗 − 𝑞
=

=
ln 𝑞

𝑞 − 1

∑︁
𝑗

𝑛𝑗 . (2.24)

Незначно модифiкуючи похiдну Джексона,

𝑞 − 1

ln 𝑞
𝐷(𝑧)

𝑞 = �̃�(𝑧)
𝑞 , (2.25)

яка також зводиться до звичайної похiдної у гра-
ницi 𝑞 → 1, будемо мати аналог стандартного тер-
модинамiчного спiввiдношення:

𝑁 = 𝑧�̃�(𝑧)
𝑞 ln𝛯 =

∑︁
𝑗

𝑛𝑗 . (2.26)

Цiкаво, що, наприклад, у працi [32] про додатковий
множник при похiднiй Джексона не згадують.

Щоб зберегти звичний вигляд виразiв для тер-
модинамiчних функцiй, замiну похiдних треба ро-
бити для змiнних в експоненцiальнiй формi (𝑧 =
𝑒𝛽𝜇 або 𝑦𝑗 = 𝑒−𝛽𝜀𝑗 ). Вiдповiдно, при переходi до 𝑞-
деформованої термодинамiки, усi похiднi потрiбно
переписати через 𝑧 чи 𝑦𝑗 i потiм ввести похiдну
Джексона [31]. Прикладом може бути вираз для
внутрiшньої енергiї. Замiсть стандартного

𝑈 = − 𝜕

𝜕𝛽
ln𝛯 =

𝜕

𝜕𝛽

∑︁
𝑗

ln(1− 𝑧𝑒−𝛽𝜀𝑗 ) (2.27)

потрiбно зробити таке перетворення:

𝑈 =
∑︁
𝑗

𝜕𝑦𝑗
𝜕𝛽

�̃�(𝑦𝑗)
𝑞 ln(1− 𝑧𝑦𝑗), (2.28)

де

�̃�(𝑦𝑗)
𝑞 𝑓(𝑦𝑗) =

𝑓(𝑞𝑦𝑗)− 𝑓(𝑦𝑗)

𝑦𝑗(𝑞 − 1)
.

У результатi внутрiшня енергiя у деформованому
випадку набуде вигляду

𝑈 =
∑︁
𝑗

𝜀𝑗
1

ln 𝑞
ln

𝑒𝛽𝜀𝑗𝑧−1 − 1

𝑒𝛽𝜀𝑗𝑧−1 − 𝑞
=

∑︁
𝑗

𝜀𝑗𝑛𝑗 , (2.29)

тобто збiгається з очiкуваним.

3. 𝜇-деформована алгебра
та 𝜇-деформована термодинамiка

Новий спосiб побудови термодинамiки було запро-
поновано в контекстi дослiджень 𝜇-деформованого
осцилятора [17, 29], для якого алгебру операто-
рiв породження–знищення задано таким комута-
цiйним спiввiдношенням:

[𝑎, 𝑎†] = 𝜙(𝑁)− 𝜙(𝑁 + 1), 𝑎𝑎† ≡ 𝜙(𝑁), (3.1)

де структурна функцiя деформацiї

𝜙(𝑁) =
𝑁

1 + 𝜇𝑁
. (3.2)

Як i в попередньому випадку з 𝑞-деформацiєю,
оператор кiлькостi частинок 𝑁 не зводиться до
𝑎†𝑎, натомiсть маємо, як i в (2.2),

[𝑁, 𝑎†] = 𝑎†, [𝑁, 𝑎] = −𝑎. (3.3)
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Розглянемо 𝜇-деформований аналог бозе-газу –
багаточастинкову систему з гамiльтонiаном:

𝐻 =
∑︁
𝑗

(𝜀𝑗 − 𝜈)𝑁𝑗 , (3.4)

де 𝜀𝑗 – одночастинкова енергiя, 𝑁𝑗 – оператор кiль-
костi частинок, що вiдповiдають становi 𝑗, а 𝜈 –
хiмiчний потенцiал, який ми позначили iншою бу-
квою для уникнення двозначностей.

Для логарифма великої статистичної суми 𝛯 =
= Sp 𝑒−𝛽𝐻 маємо:

ln𝛯 = −
∑︁
𝑗

ln(1− 𝑧𝑒−𝛽𝜀𝑗 ), (3.5)

де 𝑧 = 𝑒𝛽𝜈 – активнiсть. Повна кiлькiсть частинок
визначається формулою:

𝑁 = 𝑧
𝜕

𝜕𝑧
ln𝛯. (3.6)

Як деяку альтернативу звичайної похiдної 𝑑
𝑑𝑥 та

похiдної Джексона, що виникала в 𝑞-деформацiї,
тут використовують 𝜇-похiдну [29]:

𝒟(𝜇)
𝑥 𝑥𝑛 = [𝑛]𝜇𝑥

𝑛−1, (3.7)

де 𝜇-число визначається як

[𝑛]𝜇 ≡ 𝑛

1 + 𝜇𝑛
= 𝜙(𝑛). (3.8)

Якщо 𝜇 → 0, то похiдна 𝒟(𝜇)
𝑥 переходить в звичай-

ну похiдну, а [𝑛]𝜇→0 → 𝑛.
Замiнивши 𝜕

𝜕𝑧 на 𝐷
(𝜇)
𝑧 , матимемо:

𝑁 (𝜇) = 𝑧𝒟(𝜇)
𝑧 ln𝛯 =

= −𝑧𝒟(𝜇)
𝑧

∑︁
𝑗

ln(1− 𝑧𝑒−𝛽𝜀𝑗 ). (3.9)

Коли розкласти логарифм у ряд i почленно засто-
сувати похiдну 𝒟(𝜇)

𝑧 до змiнної 𝑧, отримаємо:

𝑁 (𝜇) = 𝑧𝒟(𝜇)
𝑧

∑︁
𝑗

∞∑︁
𝑛=1

(𝑧𝑒−𝛽𝜀𝑗 )𝑛

𝑛
=

=
∑︁
𝑗

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−𝑛𝛽𝜀𝑗

𝑛
[𝑛]𝜇𝑧

𝑛. (3.10)

В основному станi енергiя 𝜀0 = 0 i 𝑧 → 1, отже,
доданок з 𝑗 = 0 є розбiжним, тому його видiляють
окремо:

𝑁 (𝜇) =

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛 +
∑︁
𝑗>0

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛𝑒−𝑛𝛽𝜀𝑗 . (3.11)

Цей перший доданок – заповнення основного ста-
ну, що вiдповiдає 𝜇-деформованому аналоговi бо-
зе-конденсату:

𝑛
(𝜇)
0 =

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛. (3.12)

Далi розглянемо iдеальний 𝐷-вимiрний бозе-газ.
Перейдемо вiд пiдсумовування за станами до iнте-
грування за енергiями з густиною станiв:

𝑔(𝜀) =
𝑉𝐷

Γ(𝐷2 )

(︁ 𝑚

2𝜋~2
)︁𝐷

2

𝜀
𝐷
2 −1, (3.13)

де 𝑚 – маса частинки, а 𝑉𝐷 – 𝐷-вимiрний об’єм.
Для деформованого аналога кiлькостi частинок
матимемо:

𝑁 (𝜇) = 𝑛
(𝜇)
0 +

𝑉𝐷

Γ(𝐷2 )

(︁ 𝑚

2𝜋~2
)︁𝐷

2 ×

×
∞∑︁

𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛
∞∫︁
0

𝑑𝜀 𝜀
𝐷
2 −1𝑒−𝑛𝛽𝜀,

що пiсля iнтегрування дає просто:

𝑁 (𝜇) = 𝑛
(𝜇)
0 +

𝑉𝐷

𝜆𝐷

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛𝐷/2+1

𝑧𝑛, (3.14)

де

𝜆 =

(︂
2𝜋𝛽~2

𝑚

)︂1/2
(3.15)

– довжина теплової хвилi де Бройля.
Для подальшої побудови 𝜇-деформованої термо-

динамiки вводять деформовану велику статсуму
ln𝛯(𝜇):

ln𝛯(𝜇) =

(︂
𝑧
𝜕

𝜕𝑧

)︂−1

𝑁 (𝜇), (3.16)

де дiя оберненого оператора зводиться до iнтегру-
вання(︂
𝑧
𝜕

𝜕𝑧

)︂−1

𝑓(𝑧) =

𝑧∫︁
0

𝑑𝑧′
𝑓(𝑧′)

𝑧′
, (3.17)
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тому(︂
𝑧
𝜕

𝜕𝑧

)︂−1

𝑧𝑛 =
𝑧𝑛

𝑛
,

i в результатi для ln𝛯(𝜇) матимемо ряд:

ln𝛯(𝜇) =

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛2

𝑧𝑛 +
𝑉𝐷

𝜆𝐷

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛𝐷/2+2

𝑧𝑛. (3.18)

Пригадавши означення полiлогарифма

Li𝛼(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛𝛼
, (3.19)

бачимо, що в нашому випадку зручно ввести таке
його 𝜇-узагальнення:

Li(𝜇)𝛼 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛𝛼+1

𝑧𝑛, (3.20)

яке переходить у звичайний полiлогарифм, коли
[𝑛]𝜇 → 𝑛. Отже,

ln𝛯(𝜇) = Li
(𝜇)
1 (𝑧) +

𝑉𝐷

𝜆𝐷
Li

(𝜇)
𝐷/2+1(𝑧). (3.21)

Звiдси отримуємо рiвняння стану:

𝑃𝑉𝐷

𝑇
= ln𝛯(𝜇) = Li

(𝜇)
1 (𝑧) +

𝑉𝐷

𝜆𝐷
Li

(𝜇)
𝐷/2+1(𝑧), (3.22)

яким скористаємося в наступному роздiлi.

4. Вiрiальне розвинення

Знаходження зв’язку мiж рiзними дробовими ста-
тистиками полягає у зiставленнi їх термодинамi-
чних функцiй, яке можна робити на пiдставi вi-
рiального розвинення [34–36]; далi за допомогою
розрахованих виразiв для вiрiальних коефiцiєн-
тiв вдається встановити вiдповiдностi мiж рiзними
дробовими статистиками.

Вiрiальнi коефiцiєнти – це коефiцiєнти вiрiаль-
ного розкладу тиску багаточастинкової системи за
густиною (концентрацiєю):

𝑃

𝑇
=

𝑁

𝑉𝐷

[︃
1 + 𝑏2

𝑁

𝑉𝐷
𝜆𝐷 + 𝑏3

(︂
𝑁

𝑉𝐷
𝜆𝐷

)︂2
+ ...

]︃
, (4.1)

де 𝑃 – тиск, 𝑇 – температура, 𝑁
𝑉𝐷

– 𝐷-вимiрна кон-
центрацiя, 𝜆 – довжина теплової хвилi де Бройля.

Множники 𝑏𝑗 – знерозмiренi 𝑗-тi вiрiальнi коефiцi-
єнти. Перший коефiцiєнт розкладу вiдповiдає iде-
альному газу, другий – враховує (ефективну) пар-
ну взаємодiю мiж частинками газу, третiй – взає-
модiю трьох частинок i т. д.

Перший крок отримання виразiв для коефiцiєн-
тiв вiрiального розкладу – це кластерне розвинен-
ня великої статсуми у виглядi розкладу в ряд за
активнiстю 𝑧:

1

𝑉𝐷
ln𝛯 =

∞∑︁
ℓ=1

𝐵ℓ𝑧
ℓ, (4.2)

де 𝐵ℓ — так званi кластернi iнтеграли. Вiрiальнi
коефiцiєнти далi можна знайти за допомогою спiв-
вiдношень:

𝑏2𝜆
𝐷 = −𝐵2

𝐵2
1

, (4.3)

𝑏3𝜆
2𝐷 = −2

𝐵3

𝐵3
1

+ 4
𝐵2

2

𝐵4
1

. (4.4)

Iз рiвняння стану (3.22), що вiдповiдає 𝜇-
деформованiй термодинамiцi, вiдразу матимемо
кластернi iнтеграли (4.2), врахувавши розклади в
ряд 𝜇-деформованого полiлогарифма (3.19):

1

𝑉𝐷
ln𝛯 =

1

𝑉𝐷

(︂
Li

(𝜇)
1 (𝑧) +

𝑉𝐷

𝜆𝐷
Li𝜇𝐷/2+1(𝑧)

)︂
=

=
1

𝑉𝐷

(︂
[1]𝜇
12

𝑧 +
[2]𝜇
22

𝑧2
[3]𝜇
32

𝑧3 + ...

)︂
+

+
1

𝜆𝐷

(︂
[1]𝜇

1
𝐷
2 +2

𝑧 +
[2]𝜇

2
𝐷
2 +2

𝑧2 +
[3]𝜇

3
𝐷
2 +2

𝑧3 + ...

)︂
=

= 𝐵1𝑧 +𝐵2𝑧
2 +𝐵3𝑧

3 + ... . (4.5)

Звiдси:

𝐵1 =
[1]𝜇
𝑉𝐷

+
1

𝜆𝐷

[1]𝜇
1

, (4.6)

𝐵2 =
[2]𝜇
4𝑉𝐷

+
1

𝜆𝐷

[2]𝜇

2
𝐷
2 +2

, (4.7)

𝐵3 =
[3]𝜇
9𝑉𝐷

+
1

𝜆𝐷

[3]𝜇

3
𝐷
2 +2

. (4.8)

У термодинамiчнiй границi, коли 𝑉𝐷 → ∞ (причо-
му 𝑁 → ∞ i 𝑁

𝑉𝐷
= const), маємо

𝐵ℓ =
1

𝜆𝐷

[ℓ]𝜇

ℓ
𝐷
2 +2

. (4.9)
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Обчисливши кластернi iнтеграли, знаходимо вира-
зи для вiрiальних коефiцiєнтiв (4.3)–(4.4):

𝑏
(𝜇)
2 = − [2]𝜇

([1]𝜇)2
1

2𝐷/2+2
, (4.10)

𝑏
(𝜇)
3 = −2 · [3]𝜇

([1]𝜇)3
1

3𝐷/2+2
+

(︂
2 · [2]𝜇
([1]𝜇)2

1

2𝐷/2+2

)︂2
, (4.11)

якi при 𝐷 = 3 збiгаються з результатами працi [29].
Розрахуємо тепер кластернi iнтеграли для 𝑞-

деформацiй. Їх можна легко знайти, знаючи вираз
для чисел заповнення 𝑛𝑗 :

𝑁

𝑉𝐷
=

1

𝑉𝐷

∑︁
𝑗

𝑛𝑗 =

∞∑︁
ℓ=1

ℓ𝐵ℓ𝑧
ℓ. (4.12)

Замiнимо пiдсумовування за рiвнями iнтегралом з
густиною станiв [37]

𝑔(𝜀) =
𝑉𝐷

Γ
(︀
𝐷
2

)︀ (︁ 𝑚

2𝜋~2
)︁𝐷

2

𝜀
𝐷
2 −1. (4.13)

Функцiя розподiлу 𝑛𝑗 нам вiдома [див. (2.19)]:

𝑛𝑗 =
1

ln 𝑞
ln

𝑒𝛽𝜀𝑗𝑧−1 − 1

𝑒𝛽𝜀𝑗𝑧−1 − 𝑞
.

Таким чином:

𝑁

𝑉𝐷
=

1

𝑉𝐷

∞∫︁
0

𝑑𝜀 𝑔(𝜀)𝑛(𝜀) =

=
1

Γ
(︀
𝐷
2

)︀ (︁ 𝑚

2𝜋~2
)︁𝐷

2

∞∫︁
0

𝑑𝜀
𝜀

𝐷
2 −1

ln 𝑞
ln

1− 𝑧𝑒−𝛽𝜀

1− 𝑞𝑧𝑒−𝛽𝜀
. (4.14)

Враховуючи розклад логарифма в ряд, з точнi-
стю до 𝑧3 матимемо:

𝑁

𝑉𝐷
= − 1

𝜆𝐷

1

ln 𝑞

(︂
𝑧 +

1

4

𝑧2

2𝐷/2−1
+

1

9

𝑧3

3𝐷/2−1
−

− 𝑞𝑧 − 1

4

𝑞2𝑧2

2𝐷/2−1
+

1

9

𝑞3𝑧3

3𝐷/2−1

)︂
=

= 𝐵1𝑧 + 2𝐵2𝑧
2 + 3𝐵3𝑧

3, (4.15)

звiдки, знаючи кластернi iнтеграли, знаходимо ви-
рази для вiрiальних коефiцiєнтiв (4.3)–(4.4):

𝑏
(𝑞)
2 = − ln 𝑞

2𝐷/2+2

𝑞 + 1

𝑞 − 1
, (4.16)

𝑏
(𝑞)
3 = −2

9

ln2 𝑞

3𝐷/2

𝑞3 − 1

(𝑞 − 1)3
+

ln2 𝑞

2𝐷+2

(𝑞 + 1)2

(𝑞 − 1)2
. (4.17)

5. Результати розрахункiв
вiрiальних коефiцiєнтiв

На рис. 1 наведено результати розрахункiв вiрiаль-
них коефiцiєнтiв 𝑏

(𝑞)
2 , 𝑏(𝜇)2 для 𝑞- та 𝜇-деформацiй

вiдповiдно, у випадку вимiрностi простору 𝐷 = 3.
Загальний вигляд для 2 ≤ 𝐷 ≤ 4 показано на
рис. 2.

Легко переконатись, що в границях 𝑞 → 1 та
𝜇 → 0, отримаємо вирази, якi вiдповiдають iдеаль-
ному бозе-газу, а саме:

𝑏
(𝑞)
2 = − ln 𝑞

2𝐷/2+2

𝑞 + 1

𝑞 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞→1

= − 1

2𝐷/2+1
, (5.1)

𝑏
(𝜇)
2 = − [2]𝜇

([1]𝜇)2
1

2𝐷/2+2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜇→0

= − 1

2𝐷/2+1
. (5.2)

Таким чином, наприклад, коли вимiрнiсть просто-
ру 𝐷 = 2, другий вiрiальний коефiцiєнт:

𝑏
(𝑞)
2 = −1

4
i 𝑏

(𝜇)
2 = −1

4
,

що збiгається з очiкуваним [34].
Порiвнюючи вирази для другого вiрiального ко-

ефiцiєнта, можемо встановити наближену вiдпо-
вiднiсть мiж 𝑞- та 𝜇- деформованими бозе-газами.
Для цього розв’яжемо рiвняння:

𝑏
(𝑞)
2 = 𝑏

(𝜇)
2 . (5.3)

Вiдзначимо, що результат розв’язування цього
рiвняння не залежить вiд вимiрностi простору
𝐷, оскiльки вiдповiднi множники скорочуються.
Отримана залежнiсть 𝜇(𝑞) трохи громiздка,

𝜇(𝑞) =
1

2(𝑞 − 1)

{︂
2(1− 𝑞) + (1 + 𝑞) ln 𝑞−

−
√︁
2(1− 𝑞2) ln 𝑞 + (1 + 𝑞)2 ln2 𝑞

}︂
, (5.4)

тому її зручно зобразити графiчно (див. рис. 3).
Результати розрахункiв для третього вiрiально-

го коефiцiєнта у двовимiрному випадку показано
на рис. 4. У граничних випадках, що вiдповiдають
звичайному бозе-газовi (𝑞 = 1 та 𝜇 = 0), отримуємо
результат 1/36, як i повинно бути [34].

Цiкаво перевiрити, як вiдрiзнятимуться третi вi-
рiальнi коефiцiєнти для рiзних деформацiй. На-
приклад, у вираз 𝑏

(𝜇)
3 замiсть параметра 𝜇 пiдста-

вимо його залежнiсть вiд 𝑞 (5.3) i прирiвняємо до
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а

б
Рис. 1. Другий вiрiальний коефiцiєнт 𝑏2 для вимiрностi
простору 𝐷 = 3. Графiк (а) вiдповiдає 𝑞-деформацiї, (б ) –
𝜇-деформацiї

а

б
Рис. 2. Другий вiрiальний коефiцiєнт 𝑏2 для вимiрностi
простору 2 ≤ 𝐷 ≤ 4. Графiк (а) вiдповiдає 𝑞-деформацiї,
(б ) – 𝜇-деформацiї

Рис. 3. Залежнiсть 𝜇(𝑞) [формула (5.4)], отримана на пiд-
ставi розв’язування рiвняння (5.3)

а

б
Рис. 4. Третiй вiрiальний коефiцiєнт 𝑏3 для вимiрностi
простору 𝐷 = 2. Графiк (а) вiдповiдає 𝑞-деформацiї, (б ) –
𝜇-деформацiї

𝑏
(𝑞)
3 . Результати для рiзних вимiрностей простору

показано на рис. 5. Легко бачити, що зi зростан-
ням вимiрностi простору 𝐷 рiзниця мiж вiрiаль-
ними коефiцiєнтами зменшується.

Отже, за другим вiрiальним коефiцiєнтом ми
встановили наближену вiдповiднiсть мiж 𝑞- та 𝜇-
деформованими бозе-газами, що не залежить вiд
вимiрностi простору. Однак вже на рiвнi третього
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вiрiального коефiцiєнта така залежнiсть проявля-
ється, тому для побудови точнiшого вiдповiдника
(скажiмо, для 𝜇-деформованого бозе-газу) можна
використовувати двопараметричну статистику. Як
варiант, замiсть 𝑞-деформацiї можна розглянути
𝑝, 𝑞-деформацiю [38]. Ми ж у наступному роздi-
лi скористаємося одним iз видiв двопараметричної
статистики, запропонованим у працях [35, 39].

6. Двопараметрична модель
як наближення 𝜇-деформованого бозе-газу

Змоделюємо термодинамiку 𝜇-деформованого бо-
зе-газу за допомогою неадитивної статистики По-
лiхронакоса [35, 39], в якiй числа заповнення ма-
ють вигляд

𝑛NAPS
𝑗 =

1

𝑧−1𝑒
𝛽𝜀𝑗
𝑄 − 𝛾

, (6.1)

де 𝑒𝑥𝑄 – 𝑄-експонента Цаллiса [40]:

𝑒𝑥𝑄 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑒𝑥, якщо 𝑄 = 1,

[1 + (1− 𝑞)𝑥]1/(1−𝑞),
якщо 𝑄 ̸= 1 i 1 + (1−𝑄)𝑥 > 0,

01/(1−𝑞),
якщо 𝑄 ̸= 1 i 1 + (1−𝑄)𝑥 ≤ 0.

(6.2)

(Зазвичай в цьому позначеннi використовують ма-
леньку лiтеру 𝑞, однак ми замiнили її на велику 𝑄,
щоб вiдрiзнити вiд параметра 𝑞-деформацiї).

Кластернi iнтеграли розрахуємо зi спiввiдноше-
ння (4.12):
𝑁

𝑉𝐷
=

1

𝑉𝐷

∑︁
𝑗

𝑛NAPS
𝑗 =

1

𝑉𝐷

∞∫︁
0

𝑑𝜀
𝑔(𝜀)

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑄 − 𝛾
=

=
1

Γ(𝐷2 )

(︁ 𝑚

2𝜋~2
)︁𝐷

2

∞∫︁
0

𝑑𝜀 𝜀
𝐷
2 −1

∞∑︁
ℓ=1

𝛾ℓ−1(︁
𝑒𝛽𝜀𝑄

)︁ℓ
𝑧ℓ =

=

∞∑︁
ℓ=1

ℓ𝐵ℓ𝑧
ℓ. (6.3)

Працюючи з експонентами Цаллiса, потрiбно па-
м’ятати, що для них не справджуються прави-
ла роботи зi звичайними експонентами, зокрема
(𝑒𝑥𝑄)

𝑦 ̸= 𝑒𝑥𝑦𝑄 та 𝑒𝑥+𝑦
𝑄 ̸= 𝑒𝑥𝑄𝑒

𝑦
𝑄 [41]. Крiм того,

якщо параметр 𝑄 > 1, то область ненульових
значень функцiї 𝑒𝑥𝑄 справа обмежена аргументом
𝑥0 = 1/(𝑄− 1), див. означення (6.2).

У результатi пiсля нескладних розрахункiв для
кластерних iнтегралiв матимемо:

𝐵ℓ =
1

𝜆𝐷

𝛾ℓ−1

ℓ
{ℓ; 𝐷/2}𝑄, (6.4)

Рис. 5. Третiй вiрiальний коефiцiєнт для рiзних вимiрно-
стей простору 𝐷. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають 𝑏

(𝑞)
3 , штри-

хпунктирнi – 𝑏
(𝜇)
3 , де параметр 𝜇 = 𝜇(𝑞) вiдповiдно до рiв-

няння (5.4)

де введено скорочене позначення для таких вира-
зiв, порiвн. [42]:

{ℓ; 𝑠}𝑄 = ℓ−𝑠, якщо 𝑄 = 1,

{ℓ; 𝑠}𝑄 =
B
(︁
𝑠, ℓ

1−𝑄 − 𝑠
)︁

(1−𝑄)𝑠 Γ(𝑠)
, якщо 𝑄 < 1,

{ℓ; 𝑠}𝑄 =
B
(︁
𝑠, ℓ

𝑄−1 + 1
)︁

(𝑄− 1)𝑠 Γ(𝑠)
, якщо 𝑄 > 1.

(6.5)

Тут B(𝑥, 𝑦) – бета-функцiя Ейлера.
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Рис. 6. Залежностi параметрiв неадитивної статистики
Полiхронакоса вiд параметра 𝜇-деформованого бозе-газу.
Суцiльнi лiнiї вiдповiдають 𝐷 = 3, штрихпунктирнi – 𝐷 = 2

Вiрiальнi коефiцiєнти будуть функцiями двох
параметрiв, 𝑄 та 𝛾:

𝑏NAPS
2 (𝑄, 𝛾) = −𝛾

2

{2;𝐷/2}𝑄
{1;𝐷/2}2𝑄

, (6.6)

𝑏NAPS
3 (𝑄, 𝛾) =

= −2𝛾2

3

{3;𝐷/2}𝑄
{1;𝐷/2}3𝑄

+ 𝛾2
{2;𝐷/2}2𝑄
{1;𝐷/2}4𝑄

. (6.7)

Розв’язуючи далi систему рiвнянь{︃
𝑏NAPS
2 (𝑄, 𝛾) = 𝑏

(𝜇)
2 ,

𝑏NAPS
3 (𝑄, 𝛾) = 𝑏

(𝜇)
3 ,

(6.8)

отримуємо залежностi параметрiв 𝑄 та 𝛾 вiд 𝜇. Їх
показано на рис. 6.

Отже, термодинамiку 𝜇-деформованого бозе-
газу з точнiстю до третього вiрiального коефiцiєн-
та включно можна описувати за допомогою неади-
тивної статистики Полiхронакоса, параметри якої
𝑄(𝜇) та 𝛾(𝜇) визначаються з системи рiвнянь (6.8).

7. Висновки

У роботi розглянуто два пiдходи до модифiкацiї
алгебри операторiв породження–знищення i, вiд-

повiдно, два рiзних способи побудови термодина-
мiки систем, що вiдповiдають так званим 𝑞- та 𝜇-
деформацiям. Показано, як знайти аналiтичнi ви-
рази для термодинамiчних функцiй iдеального 𝐷-
вимiрного 𝑞- та 𝜇-деформованого бозе-газу. З мiр-
кувань зручностi читання й цiлiсностi викладу на-
ведено основнi вирази, отриманi iншими авторами,
якi подекуди також узагальнено на 𝐷-вимiрний
випадок.

Шляхом зiставлення отриманих результатiв для
другого вiрiального коефiцiєнта встановлено на-
ближену вiдповiднiсть мiж 𝑞- та 𝜇-деформованими
бозе-газами, що не залежить вiд вимiрностi про-
стору. Однак вже на рiвнi третього вiрiального ко-
ефiцiєнта така залежнiсть буде проявлятися, тому
для побудови точнiших вiдповiдникiв треба вико-
ристовувати двопараметричнi деформацiї. Як при-
клад, розглянуто неадитивну статистику Полiхро-
накоса, для параметрiв якої розраховано залежно-
стi 𝑄(𝜇) та 𝛾(𝜇), що забезпечують вiдтворення тер-
модинамiки 𝜇-деформованого бозе-газу до третьо-
го вiрiального коефiцiєнта включно.

Цю роботу частково профiнансовано в ме-
жах проекту ФФ-83Ф (номер держреєстрацiї
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liquido. Nuovo Cimento 19, 109 (1942).

3. H. Einbinder. Quantum statistics and the ℵ theorem. Phys.
Rev. 74, 805 (1948).

4. H.S. Green. A generalized method of field quantization.
Phys. Rev. 90, 270 (1953).

5. J. M. Leinaas, J. Myrheim. On the theory of identical parti-
cles. Nuovo Cimento B 37, 1 (1977).

6. F.D.M. Haldane. “Fractional statistics” in arbitrary di-
mension: A generalization of the Pauli principle. Phys. Rev.
Lett. 67, 937 (1991).

7. Y.-S. Wu. Statistical distribution for generalized ideal gas
of fractional-statistics particles. Phys. Rev. Lett. 73, 922
(1994).

8. A.P. Polychronakos. Probabilities and path-integral reali-
zation of exclusion statistics. Phys. Lett. B 365, 202
(1996).

9. D.-V. Anghel. Fractional exclusion statistics: the method
for describing interacting particle systems as ideal gases.
Phys. Scr. T151, 014079 (2012).

10. I.O. Vakarchuk, G. Panochko. The effective mass of an
impurity atom in the Bose liquid with a deformed Hei-
senberg algebra. Ukr. J. Phys. 62, 123 (2017).

504 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 6



Iдеальний бозе-газ у деяких деформованих термодинамiках

11. Z. Ebadi, B. Mirza, H. Mohammadzadeh. Infinite stati-
stics condensate as a model of dark matter. J. Cosmol.
Astropart. Phys. 11, 057 (2013).

12. A. Guha, P.S. Bhupal Dev, P.K. Das. Model-independent
astrophysical constraints on leptophilic Dark Matter in the
framework of Tsallis statistics. J. Cosmol. Astropart. Phys.
2019, 032 (2019).

13. M.Arik,D.D.Coon.Hilbert spaces of analytic functions and
generalized coherent states. J.Math. Phys.17, 524 (1976).

14. L.C. Biedenharn. The quantum group SU𝑞(2) and a 𝑞-ana-
logue of the boson operators. J. Phys. A 22, L873 (1989).

15. A. Macfarlane. On 𝑞-analogues of the quantum harmonic
oscillator and the quantum group SU(2)𝑞 . J. Phys. A 22,
4581 (1989).

16. O.W. Greenberg. Example of infinite statistics. Phys. Rev.
Lett. 64, 705 (1990).

17. A. Jannussis. New deformed Heisenberg oscillator. J. Phys.
A 26, L233 (1993).

18. I.M. Burban. On (𝑝, 𝑞;𝛼, 𝛽, 𝑙)-deformed oscillator and its
generalized quantum Heisenberg–Weyl algebra. Phys. Lett.
A 366, 308 (2007).

19. A.M. Gavrilik, I.I. Kachurik. Nonstandard deformed osci-
llators from 𝑞- and 𝑝, 𝑞-deformations of Heisenberg algebra.
SIGMA 12, 047 (2016).

20. W.S. Chung, A. Algin. Modified multi-dimensional q-
deformed Newton oscillators: Algebra, interpolating stati-
stics and thermodynamics. Ann. Phys. 409, 167911 (2019).

21. A. Algin, A. Olkun. Bose–Einstein condensation in low di-
mensional systems with deformed bosons. Ann. Phys. 383,
239 (2017).

22. H. Mohammadzadeh, Y. Azizian-Kalandaragh, N. Che-
raghpour, F. Adli. Thermodynamic geometry, condensati-
on and Debye model of two-parameter deformed statistics.
J. Stat. Mech.Theor. Exp. 2017, 083104 (2017).

23. A.M. Gavrilik, Yu.A. Mishchenko. Correlation function
intercepts for �̃�, 𝑞-deformed Bose gas model implying
effective accounting for interaction and compositeness of
particles. Nucl. Phys. B 891, 466 (2015).

24. A.M. Gavrilik, I.I. Kachurik, M.V. Khelashvili, A.V. Naza-
renko. Condensate of 𝜇-Bose gas as a model of dark matter.
Physica A 506, 835 (2018).

25. M. Maleki, H. Mohammadzadeh, Z. Ebadi, M. Nattagh
Najafi. Deformed boson condensate as a model of dark
matter. Preprint arXiv:1912.04656.
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O.M.Chubai, A.A.Rovenchak

IDEAL BOSE GAS IN SOME DEFORMED
TYPES OF THERMODYNAMICS. CORRESPONDENCE
BETWEEN DEFORMATION PARAMETERS

S u m m a r y

Two approaches to the construction of thermodynamics in the

framework of the 𝑞- and 𝜇-formalisms, which correspond to cer-

tain deformations of the algebra of the creation–annihilation

operators, have been considered. By comparing the obtained

results, an approximate, independent of the space dimension,

correspondence was revealed between the second virial coef-

ficients for the ideal 𝑞- and 𝜇-deformed Bose gases. The cor-

responding discrepancy arises only at the level of the third

virial coefficient. A method for emulating the 𝜇-deformed Bose

gas up to the third virial coefficient inclusive by means of the

two-parametric nonadditive Polychronakos statistics is demon-

strated.
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