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КIНЕТИКА ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДУ
В ЗМIННОМУ ТЕМПЕРАТУРНОМУ ПОЛIУДК 539

Запропоновано континуальну модель фазового переходу першого роду, яка базується на
уявленнях класичної теорiї фазових перетворень. За допомогою цiєї моделi виведено за-
гальну формулу, яка пов’язує вiдносний об’єм початкової фази iз температурою, що
змiнюється з часом. Вiдповiдну формулу одержано для випадку лiнiйного зростання
температури. Запропоновано схему експерименту, проведення якого дозволяє визначи-
ти фрактальну розмiрнiсть агрегатiв нової фази та поверхневий натяг цих агрегатiв.
К люч о в i с л о в а: фазовий перехiд першого роду, температурне поле, фрактальна роз-
мiрнiсть.

1. Вступ

Класична теорiя фазових перетворень першого ро-
ду [1–3], яка створена ще у 30-х роках минуло-
го сторiччя, практично в своєму первозданному
виглядi продовжує використовуватись у сучасних
дослiдженнях таких систем. Суть цiєї теорiї поля-
гає в наступному.

Нехай фази A i B знаходяться в рiвновазi при
температурi 𝑇 , що дорiвнює 𝑇р, i нехай при 𝑇 > 𝑇р
вiдбувається перехiд A → B. При цьому в фазi A
внаслiдок флуктуацiй виникають зародки фази B.
Якщо зародок має певний критичний розмiр, вiн
спонтанно починає рости за рахунок дифузiї ча-
стинок iз оточуючої його фази A.

Кiлькiсть 𝑐 таких зародкiв, що утворюються в
одиницi об’єму за одиницю часу, визначають фор-
мулою
𝑐 = 𝑐0 exp

{︂
− ΔΦ

𝑘B𝑇

}︂
, (1)

де ΔΦ – збiльшення термодинамiчного потенцiалу,
пов’язане iз утворенням критичного зародка, 𝑘B –
стала Больцмана, 𝑐0 – величина, яка у порiвняннi
з експоненцiйною функцiєю слабко залежить вiд
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температури, що дозволяє наближено вважати її
сталою.

Вiдношення ΔΦ/(𝑘B𝑇 ) задовольняє умову
ΔΦ

𝑘B𝑇
≫ 1. (2)

Вважаючи, що зародок має сферичну форму, для
ΔΦ отримують [2] формулу

ΔΦ =
16𝜋

3

𝜎3𝑇 2
р

𝜆2(𝑇 − 𝑇р)2
, (3)

де 𝜎 – коефiцiєнт поверхневого натягу на мiжфа-
знiй границi, 𝜆 – теплота переходу A → B, що при-
падає на одиницю об’єму.

Надалi, замiсть термiна “зародок критичного
розмiру”, вживатимемо термiн “зародок”; область
фази A, розмiр якої перевищує розмiр зародка, на-
зиватимемо агрегатом.

Iснує два варiанта згаданої теорiї. Перший варi-
ант [1, 2] ґрунтується на припущеннi, що зародки
пiсля свого утворення видаляються, тобто фаза B
реалiзується лише у виглядi зародкiв. В другому
варiантi [3] розглядається випадок, коли зародки,
залишаючись в системi, збiльшуються, утворюю-
чи агрегати. При цьому припускають, що агрегати
мають сферичну форму. Температуру в обох варi-
антах вважають сталою.
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Порiвняно з викладеним, в данiй статтi є двi вiд-
мiнностi. По-перше, вважається, що температура
змiнюється пiд час фазового переходу. По-друге,
передбачено, що агрегати нової фази в процесi зро-
стання можуть набувати довiльної форми.

2. Континуальна модель
фазового переходу

Оскiльки температура є функцiєю часу 𝑡

𝑇 = 𝑇 (𝑡),

то формулу (1) з урахуванням (3) перепишемо у
виглядi

𝑐(𝑡) = 𝑐0 exp

{︂
−

16𝜋𝜎3𝑇 2
р

3𝑘B𝜆2(𝑇 (𝑡)− 𝑇р)2𝑇 (𝑡)

}︂
. (4)

Зазвичай, виконується нерiвнiсть

𝑇 − 𝑇р ≪ 𝑇р, (5)

що дозволяє множник 1/(𝑘B𝑇 (𝑡)) у формулi (4)
наближено замiнити виразом 1/(𝑘B𝑇р), пiсля чо-
го формула (4) набуває вигляду

𝑐(𝑡) = 𝑐0 exp

{︂
− 𝑀

(𝑇 (𝑡)− 𝑇p)2

}︂
, (6)

де введено позначення

𝑀 =
16𝜋𝜎3𝑇р

3𝑘B𝜆2
. (7)

Будемо розглядати обидвi фази як деякi кон-
тинууми. Вважатимемо, що просторовий масштаб
суттєво перевищує розмiр зародка. При такому ви-
борi масштабу зародок можна розглядати як то-
чку. Нехай в деякий момент часу 𝜏 < 𝑡 в точцi 𝑍
утворюється зародок. Введемо в розгляд сферичну
систему координат (𝑟, 𝜗, 𝜙) з центром в цiй точцi.
Позначимо через 𝑊 лiнiйну швидкiсть зростання
розмiрiв зародка.

Взагалi кажучи, динамiка утворення зародка та-
ка, що в рiзних напрямках, якi визначаються па-
рою координат (𝜗, 𝜙), значення 𝑊 можуть вiдрi-
знятися. Наприклад, це має мiсце, коли фаза B є
анiзотропною. Проте, ця особливiсть може спосте-
рiгатися i для iзотропної фази B. Справа в тiм,
що в молекулярному масштабi поверхня зародка
не є гладкою [1, 2]. Вiдповiдно, умови приєднання

частинок iз фази A до рiзних точок поверхнi за-
родка вiдрiзняються. Крiм того, цi умови, взагалi
кажучи, можуть змiнюватись в процесi зростання
агрегату. В рамках прийнятої континуальної мо-
делi такi складнi обставини будемо враховувати,
розглядаючи 𝑊 як випадкову функцiю трьох не-
залежних змiнних: 𝜗, 𝜙 i часу 𝜏 ′

𝑊 = 𝑊 (𝜗, 𝜙, 𝜏 ′). (8)

Нехай в момент 𝜏 утворення зародка деяка то-
чка 𝑍1 має координати (𝑟1, 𝜗1, 𝜙1). В момент часу
𝑡 ця точка належатиме агрегатовi фази B, що роз-
ростається навколо точки 𝑍 за умови

𝑟1 ≤
𝑡∫︁

𝜏

𝑊 (𝜗1, 𝜙1, 𝜏
′)𝑑𝜏 ′. (9)

Iншими словами, до складу згаданого агрегату
увiйдуть всi точки, що знаходяться всерединi об’є-
му 𝑉 , обмеженого поверхнею 𝑆, точки якої 𝑟1𝑆 зна-
ходяться на вiдстанi

𝑟1𝑆 =

𝑡∫︁
𝜏

𝑊 (𝜗1𝑆 , 𝜙1𝑆 , 𝜏
′)𝑑𝜏 ′. (10)

Нехай функцiя 𝑊 (𝜗, 𝜙, 𝜏 ′) характеризується су-
купнiстю параметрiв 𝑌 ≡ {𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑚}. Як ви-
пливає iз (10), об’єм 𝑉 має бути функцiєю 𝑌 , 𝜏 i 𝑡:

𝑉 = 𝑉 (𝑌 ; 𝜏, 𝑡). (11)

Вважатимемо функцiю (8) стацiонарною вiдно-
сно змiнної 𝜏 ′. Вiдповiдно, вираз (11) набуває ви-
гляду

𝑉 = 𝑉 (𝑌 ; 𝑡− 𝜏). (12)

Стосовно функцiї (8) вiдсутня будь-яка iнфор-
мацiя. В такiй ситуацiї, на думку авторiв, логiчно
застосувати фрактальний пiдхiд, записавши вираз
(12) у виглядi

𝑉 (𝜏) = 𝑎(𝑡− 𝜏)𝛼, (13)

де 𝛼 – масштабна розмiрнiсть агрегату. При цьому
всю iнформацiю про функцiю (8) ми зосереджуємо
в параметрах 𝑎 i 𝛼.

Як видно з формули (13), кiлькiсть параметрiв
𝑦𝑖 в даному випадку дорiвнює двом: 𝑦1 = 𝑎, 𝑦2 = 𝛼.
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Це параметри, що визначають залежнiсть об’єму
𝑉 вiд часу.

Для сферичної форми зародка, прийнятої в [3],
показник 𝛼 = 3. Однак, згiдно з експерименталь-
ними даними [4–6], це значення, як правило, не є
цiлим числом. Цей факт свiдчить про те, що агре-
гат нової фази не має правильної форми i, вiдпо-
вiдно, його можна розглядати як фрактал.

Ймовiрнiсть 𝑝(𝜏) того, що за промiжок часу
(𝜏, 𝜏 +Δ𝜏) зародки всерединi об’єму 𝑉 не утворя-
ться, дорiвнює

𝑝(𝜏) = 1− 𝑐(𝜏)𝑉 (𝜏)Δ𝜏. (14)

Вiдлiк часу будемо починати вiд моменту, коли
при нагрiваннi температура системи стає рiвною
𝑇р. Розiб’ємо промiжок часу (0, 𝑡) на 𝑛 iнтервалiв
з тривалiстю Δ𝜏 . Вводячи у розгляд дискретну ве-
личину 𝜏𝑗 = 𝑗Δ𝜏 , перепишемо вираз (14) у виглядi

𝑝𝑗 = 1− 𝑤𝑗 , 𝑤𝑗 = 𝑐(𝑗Δ𝜏)𝑉 (𝑗Δ𝜏)Δ𝜏. (15)

Як i у роботi [3], випадковi величини, що вiдпо-
вiдають рiзним 𝑝𝑗 , будемо вважати незалежними.
Завдяки цьому ймовiрнiсть того, що точка 𝑍1 не
потрапить до фази B, можна записати як добуток

𝑞 =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑝𝑗 =

𝑛∏︁
𝑗=1

(1− 𝑤𝑗). (16)

Прологарифмуємо вираз (16), вважаючи, що вико-
нується умова

𝑤𝑗 ≪ 1, (17)

яка дозволяє при розкладаннi логарифма в ряд за
ступенями 𝑤𝑗 обмежитися лiнiйним доданком. То-
дi одержимо

ln 𝑞 = −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑤𝑗 . (18)

Замiнюючи в (18) пiдсумовування iнтегруван-
ням, перепишемо цей вираз у виглядi

ln 𝑞 = −
𝑡∫︁

0

𝑐(𝜏)𝑉 (𝜏)𝑑𝜏. (19)

За змiстом величина 𝑞 є вiдносним об’ємом 𝜃,
зайнятим на момент часу 𝑡 фазою A, тобто

ln 𝜃 = −𝑎𝑐0

𝑡∫︁
0

exp

{︂
− 𝑀

(𝑇 (𝜏)− 𝑇p)2

}︂
(𝑡− 𝜏)𝛼𝑑𝜏. (20)

3. Лiнiйний режим нагрiвання

В експериментi по спостереженню фазового пере-
ходу в розчинах похiдних целюлози найчастiше ви-
користовується режим нагрiвання, коли темпера-
тура зразка iз часом зростає за лiнiйним законом:

𝑇 = 𝑇р + 𝑣𝑡. (21)

Пiдставляючи (21) в формулу (20), одержуємо

ln 𝜃 = −𝑎𝑐0

𝑡∫︁
0

exp

{︂
−𝛽2

𝜏2

}︂
(𝑡− 𝜏)𝛼𝑑𝜏, (22)

де введено позначення

𝛽2 = 𝑀/𝑣2. (23)

При цьому нерiвнiсть (2) набуває вигляду

𝛽2/𝜏2 ≫ 1. (24)

Прирiвнюючи нулевi першу похiдну пiдiнтеграль-
ної функцiї за 𝜏

𝑓(𝜏) = exp

{︂
−𝛽2

𝜏2

}︂
(𝑡− 𝜏)𝛼 (25)

i виконуючи замiну 𝜏 = 𝑡− 𝜂, приходимо до ви-
сновку, що функцiя (25) має максимум при

𝜂 = 𝜂𝑚 =
𝛼𝑡3

2𝛽2
. (26)

При цьому висота максимуму 𝐻 становить

𝐻 = exp

{︂
−𝛽2

𝜏2

}︂
𝑒−𝛼𝜂𝛼𝑚. (27)

За ширину максимуму приймемо величину

𝑄 = 𝜂2 − 𝜂1, (28)

де 𝜂2 i 𝜂1 – величини змiнної 𝜂, для яких функцiя
(25) набуває значення 𝐻/2

exp

{︂
− 𝛽2

(𝑡− 𝜂𝑖)2

}︂
𝜂𝛼𝑖 =

=
1

2
exp

{︂
−𝛽2

𝜏2

}︂
𝑒−𝛼𝜂𝛼𝑚, (𝑖 = 1, 2). (29)

Вiдповiдно до формул (24), (26) справедлива не-
рiвнiсть

𝜂𝑚 ≪ 𝑡. (30)
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Завдяки нерiвностi (24) функцiя exp(−𝛽2/𝜏2)
швидко зростає зi збiльшенням 𝜏 , внаслiдок чо-
го максимум функцiї (25) виявляється достатньо
гострим. Ця обставина призводить до нерiвностi

𝜂𝑖 ≪ 𝑡, (𝑖 = 1, 2), (31)

що дозволяє наближено записати

(𝑡− 𝜂𝑖)
−2 ≈ 𝑡−2(1− 2𝜂𝑖/𝑡). (32)

Пiдставляючи (32) у формулу (29), отримуємо

exp

{︂
−2𝛽2𝜂𝑖

𝑡3

}︂
𝜂𝛼𝑖 =

1

2

(︂
𝜂𝑚
𝑒

)︂𝛼
. (33)

З урахуванням формули (26) перепишемо вираз
(33) у виглядi

𝜂𝑖
𝜂𝑚

exp

{︂
− 𝜂𝑖
𝜂𝑚

}︂
=

2−1/𝛼

𝑒
. (34)

Запишемо 𝜂𝑖 як суму 𝜂𝑖 = 𝜂𝑚 +Δ𝜂𝑖. Вводячи по-
значення 𝑥𝑖 = Δ𝜂𝑖/𝜂𝑚, замiнимо вираз (34) форму-
лою

(1 + 𝑥𝑖) exp(−𝑥𝑖) = 2−1/𝛼. (35)

Приймаючи наближено, що exp(−𝑥𝑖) ≈ 1− 𝑥𝑖, iз
рiвняння (35) отримуємо

𝑥1 = −
√︀
1− 2−1/𝛼, 𝑥2 =

√︀
1− 2−1/𝛼. (36)

Вiдповiдно для ширини 𝑄 маємо вираз

𝑄 = 𝜂𝑚(𝑥2 − 𝑥1) = 2𝜂𝑚
√︀

1− 2−1/𝛼. (37)

Iз збiльшенням 𝜏 , завдяки швидкому зростанню
функцiї exp (−𝛽2/𝜏2) функцiя 𝑓(𝜏) поза межами
максимуму, про який йдеться, має порiвняно з 𝜂𝑚,
малi значення. Ця обставина дозволяє наближено
замiнити iнтеграл у формулi (22) на 𝜂𝑚𝑏𝑚 – площу
пiд максимумом, записуючи

ln 𝜃 = −𝑎𝑐0𝐻𝑄. (38)

Пiдставляючи у формулу (38) значення вiдпо-
вiдних величин, одержуємо

ln 𝜃(𝑇 ) = −𝐷(𝑇 − 𝑇p)
3(1+𝛼) exp

{︂
− 𝑀

(𝑇 − 𝑇p)2

}︂
, (39)

де прийнято позначення

𝐷 = 2𝑎𝑐0𝑒
−𝛼

√︀
1− 2−1/𝛼

[︂
𝛼

2𝑣𝑀

]︂1+𝛼

. (40)

4. Висновки

Застосування будь-якої теоретичної моделi в фiзи-
цi має на метi отримання iнформацiї про структу-
ру або фiзичнi властивостi дослiджуваної системи.
У нашому випадку параметрами, що мiстять таку
iнформацiю, є 𝛼, 𝑇p, 𝜆 i 𝜎. Першi два з них входять
до формули (39) в явному виглядi, двi iншi вели-
чини – 𝐷 i 𝑀 є певними спiввiдношеннями мiж
згаданими параметрами.

Наявнiсть експериментально отриманої зале-
жностi 𝜃(𝑇 ) дозволяє за допомогою формули (39)
знайти числовi значення усiх чотирьох параметрiв:
𝐷, 𝛼, 𝑇p i 𝑀 .

Зрозумiло, що значення 𝑇p, визначене в такий
спосiб, матиме значно бiльшу похибку, нiж значе-
ння 𝑇p, отримане, наприклад, методом диференцi-
альної скануючої калориметрiї (ДСК).

Тому при iнтерпретацiї експериментальної зале-
жностi 𝜃(𝑇 ) доцiльно залучити данi ДСК, пiдста-
вивши у формулу (39) отриманi в такий спосiб зна-
чення 𝑇p i тим самим суттєво зменшити похибку
визначення трьох iнших параметрiв: 𝐷, 𝛼 i 𝑀 .

Як видно з формули (7), величина 𝑀 пропор-
цiйна 𝜎3𝑇p/𝜆

2, тому, аби визначити 𝜎, необхiдно
знати, крiм 𝑇p, ще й значення 𝜆, яке також можна
визначити методом ДСК.

Таким чином, використовуючи формулу (39)
при описi експериментальної залежностi 𝜃(𝑇 ), ми
можемо застосувати фрактальний пiдхiд i отрима-
ти можливiсть визначити масштабну розмiрнiсть
𝛼 агрегатiв нової фази, що утворюються при фа-
зовому переходi, а також визначити коефiцiєнт по-
верхневого натягу 𝜎 для цих агрегатiв.

Як уже згадувалось, застосування фрактально-
го пiдходу пов’язане з тим, що агрегат нової фази,
як правило, набуває довiльної форми. Особливо
це характерно для жорстколанцюгових полiмер-
них систем. Типовим прикладом таких систем є
воднi розчини похiдних целюлози. Фазовий пере-
хiд у цих об’єктах є iнтенсивною областю дослi-
джень, яка вiдкриває перспективи новiтнiх техно-
логiй у рiзних галузях, серед яких харчова проми-
словiсть, засоби особистої гiгiєни, фармакологiя,
будiвельнi та екологiчно чистi матерiали [7, 8]. Кi-
нетика фазового роздiлення в таких системах є до-
сить складним процесом, розумiння якого необхi-
дно для створення матерiалiв iз заданими фiзико-
хiмiчними властивостями.
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Воднi розчини термочутливих полiмерiв зазна-
ють золь-гель перехiд при їх нагрiваннi i поверта-
ються в початковий стан при охолодженнi [9, 10].
Гелеутворення у таких системах супроводжується
збiльшенням мутностi розчину, що є наслiдком по-
дiлу фаз. На сьогоднiшнiй день механiзм гелеутво-
рення ще недостатньо вивчений, незважаючи на
iснування низки вiдповiдних гiпотез (див., напри-
клад, [10–13]). Ранiше нами вивчалася [14, 15] тер-
мiчна змiна конформацiї макромолекул похiдних
целюлози у сильнорозбавлених водних розчинах.
Було показано, що дослiджений золь-гель перехiд
в таких системах має характер фазового переходу
першого роду. Фазою, що утворюється внаслiдок
цього переходу, є полiмерна сiтка, значна жорс-
ткiсть ланцюгiв якої зумовлює виникнення фра-
ктальних агрегатiв. Фрактальна розмiрнiсть цих
полiмерних структур та вiдповiдний поверхневий
натяг, на нашу думку, можуть бути визначенi за
допомогою викладеного в данiй статтi пiдходу, що
i є метою нашої майбутньої роботи.
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KINETICS OF THE FIRST-ORDER PHASE
TRANSITION IN A VARYING TEMPERATURE FIELD

A continual model based on the concepts of the classical theory

of phase transformations has been proposed for the first-order

phase transition. Using this model, a general formula that re-

lates the relative volume of the initial phase to the temperature

varying in the time is obtained. The corresponding formula is

also constructed for the case of linear temperature rise. An

experimental scheme allowing the fractal dimension and the

surface tension of new-phase aggregates to be determined is

proposed.

Ke yw o r d s: first-order phase transition, temperature field,
fractal dimension.
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