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НАБЛИЖЕННЯ МОЛЕКУЛЯРНОГО ПОЛЯ
В ТЕОРIЇ ФЕРОМАГНIТНОГО ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДУ
В РОЗБАВЛЕНИХ МАГНIТНИХ НАПIВПРОВIДНИКАХУДК 539

У цiй роботi педагогiчного характеру викладено порiвняльний аналiз двох загальних
пiдходiв, що описують феромагнiтний фазовий перехiд у розбавлених магнiтних на-
пiвпровiдниках (DMS), з точки зору наближення поля Вейсса. Припускаючи скiнчену
спiнову поляризацiю домiшкових магнiтних iонiв, ми розглядаємо обмiнну взаємодiю
цих магнiтних iонiв i вiльних носiїв заряду напiвпровiдника в першому порядку теорiї
збурень i отримуємо однорiдне молекулярне поле Вейсса, яке поляризує спiни носiїв. У
свою чергу, ця спiнова поляризацiя вiльних носiїв створює ефективне поле, яке може
стабiлiзувати спiнову поляризацiю DMS нижче критичної температури 𝑇C. Тракту-
вання такої самоузгодженої спонтанної намагнiченостi DMS може здiйснюватися з
точки зору спiн-спiнової взаємодiї мiж магнiтними iонами, незалежної вiд вiдстанi
мiж ними i нескiнченно малої в термодинамiчнiй границi. З iншого боку, врахування
додатково ефектiв обмiнної взаємодiї магнiтних iонiв i вiльних носiїв заряду у другому
порядку теорiї збурень описує поле Вейсса в термiнах непрямої спiн-спiнової взаємодiї
Рудермана–Кiттеля–Касуя–Йосиди, яка осцилює i не зникає при скiнчених мiжiонних
вiдстанях при скiнченiй концентрацiї носiїв. Обидва пiдходи приводять до однакової
температури Кюрi 𝑇C у випадку некорельованого однорiдного випадкового розподiлу ло-
калiзованих спiнових моментiв по об’єму зразка. Ми обговорюємо походження такого
збiгу та показуємо, коли це не так у iнших бiльш реалiстичних моделях DMS зi скiн-
ченою електропровiднiстю (концентрацiєю носiїв струму).

К люч о в i с л о в а: розбавленi магнiтнi напiвпровiдники, феромагнiтне впорядкування,
наближення середнього поля, РККI взаємодiя.

1. Вступ
Носiєво-iонна обмiнна взаємодiя (CIEI) зумовила
низку незвичних електронних явищ у розбавле-
них магнiтних напiвпровiдниках (DMS), таких як
сполуки A1−𝑥Mn𝑥B, де AB позначає напiвпровiд-
ники II–VI або III–V груп [1, 2]. Незабаром пi-
сля виявлення гiгантського спiнового розщеплен-
ня екситонних спектрiв у пiонерському дослiджен-
нi [1] було передбачено феромагнiтний (FM) фа-
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зовий перехiд, що супроводжується взаємною спi-
новою поляризацiєю зонних носiїв та локалiзова-
них спiнових моментiв (LSM) домiшкових магнi-
тних iонiв в DMS [3]. Ця стаття [3] показала, як
перетворити CIEI спiн-поляризованих LSM у моле-
кулярне поле Вейсса, яке поляризує спiни вiльних
носiїв (електронiв i/або дiрок) у напiвпровiднику.
Вони, в свою чергу, стають джерелом обмiнного
поля, здатного стабiлiзувати скiнчений магнiтний
момент LSM при певнiй температурi 𝑇C. Пiдхiд ро-
боти [3] передбачає FM фазовий перехiд з одно-
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часним виникненням спонтанного намагнiчування
для пiдсистем як LSM, так i носiїв (тобто електро-
нiв та/або дiрок). Їх взаємнi напрямки спiнової по-
ляризацiї залежать вiд знака CIEI, який зазвичай
вiдрiзняється для електронiв i дiрок.

Подiбно до робiт [4, 5], де моделювання фе-
ромагнетизму, спричиненого носiями, за допомо-
гою CIEI було вперше використано для опису фе-
ромагнетизму перехiдних металiв, формалiзм ро-
боти [3] передбачає додатковий ефект iон-iонної
спiн-спiнової взаємодiї з обмiнними константами
𝐽𝑚𝑚(R𝑗1,R𝑗2), де R𝑗1,R𝑗2 є радiуси-вектори мiсць
локалiзацiї вiдповiдних магнiтних iонiв. У поси-
ланнi [3] було висловлено припущення, що ефе-
ктивна непряма взаємодiя iонно-iонного обмiну
RKKY [6–8] через носiї може бути додана до вне-
скiв 𝐽𝑚𝑚(R𝑗1,R𝑗2). Це не зовсiм вiрне припуще-
ння не супроводжувалось бiльш ретельним теоре-
тичним аналiзом робiт [8, 9], а також обговорен-
ням, представленим в iншiй частинi статтi. Бiль-
ше того, всi оцiнки в [3] проводились у межах
𝐽𝑚𝑚 → 0. Отже, пiдхiд роботи [3] дозволяв пра-
вильно оцiнити дiапазон температури Кюрi 𝑇C для
справжнiх магнiто-легованих напiвпровiдникiв ли-
ше у межах першого порядку наближення збурен-
ня зонних станiв носiїв струму CIEI взаємодiєю.

Формалiзм, що склався в обох посиланнях. [4, 5]
та [3], розглядає CIEI у першому порядку теорiї
збурень, який оцiнює лише поправки на енергiю
взаємодiючих частинок, хоча не враховує ефекти
розсiювання електронiв (дiрок) iз змiною їх хви-
льових векторiв. Ось чому ряд авторiв використо-
вують лексику “безпосередня iоно-носiєва обмiнна
взаємодiя” для позначення CIEI у першому поряд-
ку збурень. При цьому пiдходi поле Вейсса, поро-
джене одним LSM, впливає на спiни iнших iонiв
через вiльнi носiї незалежно вiд вiдстанi мiж цим
та iншими iонами. Свого часу ця обставина викли-
кала жваву наукову дискусiю (див. [8] та [9]). Зга-
даймо також, що описаний вище формалiзм не пе-
редбачає модифiкацiї взаємодiї обмiну LSM-LSM
через CIEI.

Альтернативний пiдхiд до цiєї проблеми розгля-
дає вiльнi носiї як посередника опосередкованої
взаємодiї мiж парами локалiзованих спiнiв. Та-
ка взаємодiя, як правило, посилається на непря-
му спiн-спiнову взаємодiю Рудермана–Кiттеля–
Касуя–Йосиди (RKKY) [6–8]. Стандартна проце-
дура передбачає оцiнку енергiї цiєї непрямої вза-

ємодiї через другий порядок теорiї збурень, який
змiшує електроннi стани з рiзними хвильовими ве-
кторами k ̸= k′, але виключає випадок k = k′.
Вiдповiдно, спiн-залежна корекцiя енергiї друго-
го порядку осцилює зi змiною вiдстанi мiж мiсця-
ми розташування спiнiв. Однак зазначимо, що фа-
ктична процедура RKKY також неявно передбачає
внесок особливих точок k = k′ розсiяння без змiни
хвильового вектора. Було показано, що цей вне-
сок збiгається з ефектами першого порядку носiй-
iонної взаємодiї [8, 9]. Таким чином, непряма спiн-
спiнова взаємодiя RKKY може призвести до FM-
кореляцiй та фазового переходу, розрахованих з
точки зору першого та другого порядкiв теорiї збу-
рень спiльно.

Фазовi переходи FM у DMS вперше спостерiга-
лись у сполуках IV–Mn–VI [10] i пояснювались у
термiнах взаємодiї RKKY. Дивно, що молекуляр-
не поле Вейсса, розраховане з точки зору збурень
першого порядку [3] та з точки зору суми спiн-
спiнових взаємодiй RKKY, призводить до однако-
вого виразу в разi випадкового некорельованого
розподiлу магнiтних iонiв. Виходячи з цього твер-
дження, тотожнiсть обох пiдходiв стала загально-
прийнятою думкою [11]. Iншими словами, темпе-
ратура Кюрi, оцiнена у першому порядку CIEI,
припускає, що не буде уточненою з додаванням
ефектiв другого порядку взаємодiї RKKY. Це та-
кож означає, що ефект другого порядку, представ-
лений сумою по електронах/дiрках розсiювання з
k ̸= k′, не додає внеску до енергiї спiнiв у полi
Вейсcа при випадковому некорельованому розпо-
дiлi магнiтних iонiв.

Тим не менше, на вiдмiну вiд загальної точки зо-
ру, перевiрка цього припущення для точно розв’я-
заної моделi плоских енергетичних зон виявляє до-
датковi внески взаємодiї “прямої” (1-й порядок) та
“непрямої” (2-го порядку) у вираз критичної тем-
ператури фазового переходу FM [12]. Iнтрига цiєї
антиномiї була посилена роботами [13, 14], якi про-
демонстрували значну невiдповiднiсть середнього
поля [3] та трактовцi RKKY в бiльш просунуто-
му наближеннi випадкових полiв. Отже, проблема
того, як наближення зонної структури бiльш реа-
лiстичнi, нiж бездисперсiйне [12], можуть модифi-
кувати молекулярне поле Вейсcа, як i ранiше за-
лишається актуальною проблемою теорiї фазового
переходу FM у невпорядкованих магнiтних систе-
мах. Нижче ми представляємо аналiз цiєї пробле-
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ми з точки зору ефективних полiв, опосередкова-
них CIEI в першому та другому порядку окремо.
Зокрема, ми показуємо, що корекцiя другого по-
рядку до поля Вейсcа стає нульовою лише за умови
некорельованого рiвноймовiрного розподiлу LSM
аж до нескiнченно малих мiжiонних вiдстаней.
Бiльше того, на вiдмiну вiд моделювання розподi-
лу LSM наближенням вiльного газу, навiть обме-
ження мiнiмальної мiжiонної вiдстанi константою
ґратки таке, що не усунути, може помiтно коригу-
вати оцiнку критичної температури в DMS.

Зауважимо, що гiгантське спiнове розщеплен-
ня електронних i екситонних зон, яке спостерi-
гається в DMS, зазвичай описується в першому
порядку по CIEI. Цей пiдхiд не враховує осци-
ляцiї густини спiну носiя заряду навколо LSM у
залежностi вiд вiдстанi до нього. З iншого боку,
такi осциляцiї можуть бути важливими в iнших
явищах. Наприклад, RKKY-подiбнi осциляцiї ефе-
ктивної спiн-спiнової взаємодiї вiдповiдають за не-
монотонну залежнiсть обмiнної взаємодiї мiж FM-
шарами вiд товщини немагнiтного спейсера мiж
ними [15–18].

2. Поле Вейсса
у наближеннi першого порядку

Для конкретностi розглянемо DMS з виродженим
газом вiльних носiїв, електронiв чи дiрок у простiй
енергетичнiй зонi, з iзотропним законом дисперсiї
i з ефективною масою 𝑚*. Бiльш того, щоб зосере-
дитись лише на ефектах CIEI, прямi iон-iоннi спiн-
спiновi взаємодiї, не пов’язанi iз вiльними носiя-
ми, не включатимемо до розгляду. Це спрощення
вiдповiдає моделi, розробленiй у посиланнi [3], за-
безпечуючи нульове значення прямої спiн-спiнової
взаємодiї. Гамiльтонiан носiй-iонної обмiнної взає-
модiї набуває форми контактної взаємодiї мiж еле-
ктронами зi спiном i радiус-векторами s𝑖, r𝑖 та 𝑁𝑚

магнiтними iонами зi спiнами S𝑗 , розташованими
в мiсцях ґратки з радiус-векторами R𝑗 :

�̂�𝐿,𝑒 = −𝛽Σ𝑖Σ𝑗S𝑗s𝑖𝛿(r𝑖 −R𝑗). (1)

Параметр CIEI 𝛽𝑁0, де 𝑁0 – концентрацiя при-
мiтивних комiрок (кiлькiсть примiтивних комiрок
у зразку, роздiлена на його об’єм) i 𝛽, котра є
розрахунковим параметром з розмiрнiстю енергiї,
помноженої на на об’єм. Величина 𝛽𝑁0 досягає
достатньої величини у валентних зонах бiльшостi

DMS, до 1 еВ i навiть бiльше [19]. Обмiнний iн-
теграл, що випливає з (1), залежить як вiд ти-
пу кристала, так i вiд параметрiв магнiтних iонiв.
Вiдповiдний спiн-гамiльтонiан походить вiд рiвня-
ння (1) пiсля усереднення 𝛿(r𝑖 − R𝑗) на коорди-
натнiй хвильовiй функцiї носiя Ψ(r). Остання яв-
ляє собою стандартну функцiю Блоха, нормова-
ну на об’єм кристала V, якщо CIEI (1) не силь-
но деформує вихiднi стани носiя. Необхiдна умо-
ва цього наближення вiдповiдає малостi параметра
𝜀 = 𝛽𝑁0/𝑊 , де W – ширина вiдповiдної зони но-
сiя [20]. У текстi нижче цей параметр вважається
малим, i функцiї Блоха залишаються гарним на-
ближенням нульового порядку для стану електро-
нiв/дiрок в DMS. Слiд зазначити, що в такому ви-
падку iнтеграл обмiну для одного носiя з одним
LSM, 𝐽1,1, буде:

𝐽1,1 = 𝛽/𝑉. (1a)

Якщо носiй локалiзований у частинi кристала, на-
приклад електрон нейтрального донора, або носiй
у разi утворення магнiтного полярона, обмiнний
iнтеграл одного носiя з одним LSM може достатньо
посилитися за рахунок зростання густини носiя на
LSM у зменшеному об’ємi локалiзацiї.

Якщо нехтувати спiновими коливаннями LSM,
рiвняння (1) представляє зееманiвську енергiю
електронiв в однорiдному полi Вейсса магнiтних
iонiв (m), що дiють на спiн носiя (позначимо його
як електрон (e)):

B𝑒/𝑚 =
𝛽𝑛𝑚⟨S𝑚⟩

𝑔𝑒𝜇B
, (2)

де 𝑛𝑚, 𝑔𝑒 i 𝜇B є концентрацiя LSM, g-фактор еле-
ктрона i магнетон Бора, вiдповiдно.

З iншого боку, CIEI (1) можна переписати як
зееманiвську енергiю магнiтних iонiв, на якi впли-
ває обмiнне поле електронiв, iз середнiм значенням
спiнової поляризацiї ⟨s𝑒⟩,

B𝑚/𝑒 =
𝛽𝑛𝑒⟨s𝑒⟩
𝑔𝑚𝜇B

, (3)

де 𝑔𝑚 є g-фактор LSM, а 𝑛𝑒 є концентрацiя еле-
ктронiв.

Рiвняння (2) та (3) виглядають як повна система
рiвнянь щодо ефективних полiв, якщо врахувати
спiввiдношення:

⟨S𝑚⟩ = −𝜒(1)
𝑚

B𝑚/𝑒

𝑔𝑚𝜇B
(4)
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i
⟨S𝑒⟩ = −𝜒(1)

𝑒

B𝑒/𝑚

𝑔𝑒𝜇B
, (5)

де магнiтна сприйнятливiсть LSM 𝜒
(1)
𝑚 (B𝑚/𝑒) на

один LSM є функцiєю B𝑚/𝑒 i температури 𝑇 , а
𝜒
(1)
𝑒 = (3/8)𝑔2𝑒𝜇

2
B/𝜀F є сприйнятливiсть на один ви-

роджений електрон з енергiєю Ферми 𝜀F.
Рiвняння для критичної температури появи

спонтанного намагнiчування, 𝑇C, представляє ви-
падок нескiнченно малих спонтанних обмiнних по-
лiв B𝑚/𝑒 i B𝑒/𝑚 в рiвняннях (4) та (5). Таким чи-
ном, щоб знайти 𝑇C, слiд замiнити 𝜒

(1)
𝑚 (B𝑚/ℎ) на

сприйнятливiсть до нульового поля 𝜒
(1)
𝑚 (0). У най-

простiшому випадку магнiтних iонiв, що взаємодi-
ють лише через зоннi носiї, рiшення вiдповiдного
рiвняння набуває вигляду [12]:

𝑇C =
𝑆(𝑆 + 1)

3
𝛽2𝑛𝑚𝑛𝑒

𝜒
(1)
𝑒

𝑔2𝑒𝜇
2
B

=
𝑆(𝑆 + 1)

8

𝛽2𝑛𝑚𝑛𝑒

𝜀F
.

(6)

Тут i далi температура наводиться у енергетичних
одиницях.

Це рiвняння можна отримати по-рiзному, шля-
хами корисними для подальшого аналiзу. Запише-
мо гамiльтонiан для зеєманiвської енергiї магнi-
тних iонiв в ефективному магнiтному полi вiль-
них носiїв, що описане рiвнянням (3), (наприклад,
електронiв провiдностi) �̂�eff

Zeem = 𝑔𝑚𝜇BB𝑚/𝑒

∑︀
𝑗 S𝑗 .

Тодi пiдстановка рiвняння (5) у рiвняння (3) пере-
творює цей зееманiвський гамiльтонiан у

�̂�eff
Zeem = −𝛽2𝑛𝑚𝑛𝑒

𝜒
(1)
𝑒

𝑔2𝑒𝜇
2
B

⟨S𝑚⟩
∑︁
𝑗

S𝑗 . (7)

Останнє рiвняння чiтко показує, що гамiльтонi-
ан �̂�eff

Zeem – це не що iнше, як наближення поля
Вейсса гамiльтонiану парної спiн-спiнової взаємо-
дiї 𝑁𝑚 LSM, розчинених у зразку з об’ємом V :

�̂�
(1)
𝑆𝑆 = − 1

𝑉

𝛽2𝑛𝑒𝜒
(1)
𝑒

2𝑔2𝑒𝜇
2
B

∑︁
𝑗,𝑗′(𝑗 ̸=𝑗′)

S𝑗S𝑗′ . (8)

Цi рiвняння визначають вейссiвське (або моле-
кулярне) поле:

B
(1)
W = −𝛽2 𝑛𝑚𝑛𝑒

𝑔𝑚𝜇B

𝜒
(1)
𝑒

𝑔2𝑒𝜇
2
B

⟨S𝑚⟩, (9)

що однаково дiє на кожен LSM. Верхнiй iндекс
“(1)” у лiвiй частинi рiвнянь (8) та (9) вказує, що

цi величини справедливi у першому порядку тео-
рiї збурень на незбурених власних функцiях носiя
(електрона). Коефiцiєнт 1/2 в рiвняннi (8) вiдби-
ває той факт, що кожна пара спiнiв у сумi по 𝑗 i 𝑗′
враховується двiчi.

Буде повчально показати ще одне виведення рiв-
няння (8). Воно походить вiд визначення одно-
рiдного середнього поля, iндукованого ансамблем
LSM через оператор B̂𝑒/𝑚 = 𝛽

𝑔𝑒𝜇B

1
𝑉 Σ𝑗S𝑗 . Це поле

понижує магнiтну енергiю вiльних носiїв у стан-
дартнiй формi:

�̂�
(1)
𝑆𝑆 = −1

2
𝑉 𝜒

Pauli
B̂2

𝑒/𝑚, (10)

що є просто рiвняння (8) за умови, що сприйня-
тливiсть Паулi електронного (носiєвого) газу є
𝜒

Pauli
= 𝑛𝑒𝜒

(1)
𝑒 .

Рiвняння (10) встановлює ефективну спiн-
спiнову взаємодiю, незалежну вiд мiжiонної вiд-
станi. Бiльше того, вона стає нескiнченно малою
у термодинамiчному лiмiтi 𝑉 → ∞ для будь-якої
пари спiнiв LSM, але зберiгає скiнчене значення
поля Вейсса в термодинамiчному лiмiтi 𝑁𝑚 → ∞
при 𝑛𝑚 = const, як вже згадувалося вище. Цей
результат виникає в першому порядку теорiї збу-
рень, яка трактує CIEI (1) з точки зору незмiнених
взаємодiєю хвильових функцiй вiльних носiїв за-
ряду. Тим не менш, скiнчена критична температу-
ра (6) випливає з наближення поля Вейсса рiвня-
нням (8) за умови, що скiнчена концентрацiя LSM
є 𝑛𝑚 = 𝑁𝑚/𝑉 .

3. РККI взаємодiя

Альтернативний пiдхiд до FM фазового переходу
випливає з перетворення CIEI на непряму спiн-
спiнову взаємодiю мiж LSM, опосередковану вiль-
ними носiями в теорiї збурень другого порядку:

�̂�
(2)
𝑆𝑆 =

𝛽2

𝑉 2

∑︁
𝜎,𝜎′

∑︁
k,k′=(𝑘′ ̸=𝑘)

𝑓(𝜀k)(1− 𝑓(𝜀k′))

𝜀k − 𝜀′k
×

×
∑︁

𝑗,𝑗′ (̸=𝑗)

e𝑖(k−k′)(R𝑗−R𝑗′ )(𝜎|S𝑗s𝑒|𝜎′)(𝜎′|S𝑗′s𝑒|𝜎), (11)

де 𝑓(𝜀k) – функцiя розподiлу Фермi–Дiрака, a нор-
муючий коефiцiєнт 𝑉 −2 з’являється з розрахунку
матричного елемента з функцiями Блоха зонних
електронiв у згаданому виглядi.

Беручи до уваги iдентичнiсть шпурiв (слiдiв
матриць) за змiнною спiну 𝜎, Tr𝜎(S𝑗s𝑒)(S𝑗′s𝑒) =
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= 1/2S𝑗S𝑗′ , та переставляючи k та k′ в рiвняннi
(11), можна отримати:

�̂�
(2)
𝑆𝑆 =

𝛽2

4𝑉 2

∑︁
k,k′=(𝑘′ ̸=𝑘)

𝑓(𝜀k)− 𝑓(𝜀k′)

𝜀k − 𝜀k′
×

×
∑︁

𝑗,𝑗′ (̸=𝑗)

e𝑖(k−k′)(R𝑗−R𝑗′ )S𝑗S𝑗′ . (12)

Процедура теорiї збурень другого порядку пе-
редбачає виключення точок k′ = k iз суми в рiв-
няннi (12) 1. Тим не менше, щоб вiдновити аналi-
тичнiсть iнтегранта (пiдiнтегральної функцiї), що
виникає в результатi iнтегрального подання сум
по k′ i k, вираз (12) слiд доповнити граничним
переходом lim(k′ → k), як це було пiдкреслено в
оригiнальнiй роботi Йосиди [8]. При застосуван-
нi до дробу в рiвняннi (12), цей лiмiт виробляє
−𝛿(𝜀k − 𝜀F), де 𝜀F енергiя Фермi. Тодi прямi об-
числення дають вираз добавки до рiвняння. (12)
за рахунок такого тлумачення k ̸= k′ в сумi (12) у
формi

𝛿�̂�
(2)
𝑆𝑆 =

𝛽2

4𝑉
𝐷(𝜀F)

∑︁
𝑗,𝑗′( ̸=𝑗)

S𝑗S𝑗′ =
𝛽2𝑛𝑒𝜒

(1)
𝑒

2𝑉 𝑔2𝑒𝜇
2
B

∑︁
𝑗,𝑗′( ̸=𝑗)

S𝑗S𝑗′ ,

(13)
де 𝐷(𝜀F) = 3𝑛𝑒/4𝜀F – електронна густина станiв
кожної спiнової гiлки на поверхнi Фермi. Порiвня-
ння 𝛿�̂�𝑆𝑆 (13) з рiвнянням (8) показує, що iнте-
грант в iнтегральному наближеннi сум по k i k′

в рiвняннi (12) перетворюється на гладку аналiти-
чну функцiю, додаючи гамiльтонiан першого по-
рядку �̂�

(1)
𝑆𝑆 = 𝛿�̂�𝑆𝑆 до ефективного гамiльтонiану,

що представляє спiн-спiнову взаємодiю другого по-
рядку �̂�

(2)
𝑆𝑆 . Розрахунок цих iнтегралiв звичайним

способом вiдтворює загальний вираз для взаємодiй
RKKY:

�̂�RKKY = �̂�
(1)
𝑆𝑆 +�̂�

(2)
𝑆𝑆 =

1

2

∑︁
𝑗,𝑗′ (̸=𝑗)

𝐽RKKY(R𝑗,𝑗′)S𝑗S𝑗′ ,

(14)

де ефективна константа опосередкованої носiями
взаємодiї мiж iонами, вiддаленими на R𝑗,𝑗′ є

𝐽RKKY(R
𝑗,𝑗′) =

2𝛽2𝑘
(3)
F 𝜒

Pauli

𝜋𝑔2𝑒𝜇
2
B

𝐹RKKY(2𝑘F𝑅𝑗,𝑗′) (15)

1 Iншi особливостi точки k′ ̸= k при |𝑘′| = |k| не є актуаль-
ними, оскiльки показник exp[𝑖(k− k′)R𝑖𝑗 ] зводить нанi-
вець їх внесок.

i

𝐹RKKY(𝑥) =
𝑥 cos𝑥− sin𝑥

𝑥4
. (16)

Рiвняння (14) разом iз визначеннями (15) та (16)
зазвичай називають “непрямою обмiнною взаємо-
дiєю RKKY”. Кожен доданок у сумах (14) вiдпо-
вiдає спiн-спiновiй взаємодiї у однiй парi LSM. З
цiєї причини коефiцiєнт 1/2 гарантує кожнiй парi
врахування один раз.

Вираз (15) отримано для випадку системи виро-
джених носiїв, i є не придатне для випадку одного
носiя заряду. Але залежнiсть 𝐽1,1 (1a) насправдi
є залежнiстю обмiнної константи CIEI вiд густини
одного носiя на одному LSM. Можна отримати, що
множник до 𝐹RKKY(𝑥) у (15) обернено пропорцiй-
ний густинi вiльних носiїв заряду в степенi 4/3 в
областi густин, що вiдповiдають виродженому ста-
ну носiїв з урахуванням залежностей 𝑘F та 𝜒Pauli

вiд густини носiїв 𝑛𝑒. Отже, якщо розглянути за-
лежнiсть 𝐽RKKY у DMS вiд об’єму локалiзацiї по-
стiйної кiлькостi носiїв, ми отримаємо результат,
подiбний до рiвняння (1а).

Слiд пiдкреслити, що другий порядок опосе-
редкованої носiями взаємодiї у виглядi рiвняння
(14) забезпечує скiнченну силу ефективної обмiн-
ної взаємодiї (15) для будь-якої скiнченої мiжiон-
ної вiдстанi |𝑅𝑗,𝑗′ | у разi скiнченної концентрацiї
носiїв. З цiєї точки зору додавання (13) до гамiль-
тонiану (12) у виглядi першого порядку (8) не змi-
нює цю взаємодiю в межi 𝑉 → ∞ при 𝑛𝑒 = const,
оскiльки �̂�

(1)
𝑆𝑆 −→

𝑉→∞
0. Тим не менше, цей висновок

не виправдовується, якщо ми переходимо вiд ло-
кальних (iнтенсивних) iндивiдуальних магнiтних
властивостей LSM до термодинамiчних (екстен-
сивних) властивостей, якi характеризують фазо-
вий стан у всiй системi. Як було показано, термо-
динамiчна межа не зникає для молекулярного по-
ля, породженого гамiльтонiаном (5), за умови скiн-
ченої концентрацiї 𝑛𝑚. Отже, слiд очiкувати ади-
тивних внескiв у термодинамiчнi потенцiали, що
випливають iз гамiльтонiанiв першого та другого
порядкiв �̂�

(1)
𝑆𝑆 i �̂�(2)

𝑆𝑆
2. Зокрема, точно розв’язува-

на модель для спiнового кластера [12] пiдтверджує
цей загальний результат.

2 Слiд нагадати, що RKKY в iнтегральнiй формi якраз пе-
редбачає внески як першого, так i другого порядку збу-
рень.
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4. RKKY-моделювання фазового переходу

Розглянемо критичну температуру фазового пере-
ходу FM, розраховану для взаємодiї RKKY в на-
ближеннi поля Вейсса. Останнє нав’язує рiвнi се-
реднi значення для всiх LSM так, що поле Вейсса

BW =
1

𝑔𝑚𝜇B

∑︁
𝑗′

𝐽RKKY(R𝑗,𝑗′)⟨S𝑗′⟩ (17)

рiвномiрно поляризує кожен магнiтний iон. Отри-
ману спiнову поляризацiю можна знайти з то-
чки зору функцiї Бриллюена 𝐵𝑆(𝑥) як ⟨𝑆⟩ =
= −𝑆𝐵𝑠(𝑔𝑚𝜇B𝐵W𝐵/𝑇 ). Останнє рiвняння оцiнює
критичну температуру FM фазового переходу як

𝑇𝐶 =
1

3
𝑆(𝑆 + 1)

∑︁
𝑗′

𝐽RKKY(R𝑗,𝑗′). (18)

У припущеннi випадкового розподiлу LSM з по-
стiйною густиною 𝑛𝑚 iнтегральне представлення
суми по 𝑗′ набуває вигляд:

∑︁
𝑗′

𝐽RKKY(R𝑗,𝑗′) → 𝑛𝑚

∞∫︁
0

𝐽RKKY(𝑟)4𝜋𝑟
2𝑑𝑟. (19)

Пiдстановка цього наближення до рiвняння (18)
вiдтворює вираз (6) для температури Кюрi, отри-
маний з точки зору теорiї збурень першого поряд-
ку. Вочевидь, що застосування iншого наближення
для розподiлу LSM (наприклад, ґратчастого газу
або корельованого розподiлу LSM) порушує тото-
жнiсть рiвнянь (18) та (6).

Щоб пояснити такий збiг, повернiмось до рiвня-
ння (11) i розглянемо його як енергiю спiна S𝑗 в
ефективному полi Вейсса

B
(2)
W =

𝛽2

2𝑔𝑚𝜇B𝑉 2

∑︁
k,k′ (̸=k)

𝑓(𝜀k)− 𝑓(𝜀′k)

𝜀k − 𝜀′k
×

×
∑︁

𝑗,𝑗′ (̸=𝑗)

𝑒𝑖(k−k′)(R𝑗−R𝑗′ )⟨S𝑗′⟩. (20)

Незалежнiсть ⟨S𝑗⟩ = ⟨S⟩ вiд конкретного мiсця
розташування спiну вiдразу спрощує пiдсумовува-
ння по 𝑗′. Якщо iдеальний газ моделює розподiл
магнiтних iонiв по кристалу, сума по 𝑗′ дає не-
нульовий результат лише для k = k′ що, в свою
чергу, зводить нанiвець B

(2)
W . Цей результат демон-

струє, що звичайне використання однорiдного роз-
подiлу магнiтних iонiв призводить до виключення

збурень другого порядку. З iншого боку, доповне-
ння сингулярнiстi при k = k′ межею lim(k → k′)

вiдтворює внесок B
(1)
W (12), який фактично є вклю-

чений до B
(2)
W . Це означає, що (12) не слiд зай-

вий раз враховувати як самостiйний внесок у поле
Вейсса (19). Таким чином, проста оцiнка 𝑇C в 1-му
наближеннi (8) стає еквiвалентною бiльш складно-
му пiдсумовуванню спiн-спiнових взаємодiй RKKY
по положенням магнiтних iонiв у кристалi.

Однак наш пiдхiд може бути застосований до
бiльш реалiстичного розподiлу LSM, який не еквi-
валентний постiйнiй iмовiрностi, незалежнiй вiд
структури кристала. В якостi першого очевидно-
го узагальнення розглянемо апроксимацiю гратча-
стого газу, а не модель вiльного газу. Найпростi-
ший спосiб оцiнки ефекту розподiлу гратчастого
газу полягає в явному обмеженнi мiнiмальної мiж-
iонної вiдстанi 𝑑. На бiльшiй вiдстанi постiйна ймо-
вiрнiсть, пропорцiйна концентрацiї 𝑛𝑚, ще набли-
жається до функцiї дискретного розподiлу по мi-
сцях решiтки. Така поправка зменшує силу мо-
лекулярного поля на коефiцiєнт 𝛿 = 4𝜋

3 𝑛𝑚𝑑3 за
умови 𝑘F𝑑 ≪ 1. Ця корекцiя може бути не надто
малою порiвняно з одиницею. Наприклад, у DMS
з решiткою сфалериту короткодiапазонна просто-
рова кореляцiя змiнює вираз (8) для температури
Кюрi на коефiцiєнт 1 −

√
2𝜋
3 𝑥, що зменшує 𝑇C на

15% при рiвнi замiщення LSM 𝑛𝑚Ω = 𝑥 = 10%
(тут Ω – об’єм напiвпровiдникової примiтивної ко-
мiрки). Очевидно, той самий результат дає пiдхiд
RKKY [рiвняння (14)] за умови, що iнтегрування
за зменшувальною областю враховує просторовi
кореляцiї в рiвняннi (20).

Iнший, нетривiальний приклад показує випадок
приблизної оцiнки 𝑇C на основi зменшення си-
ли взаємодiї RKKY (15) для вiддалених LSM. Це
зменшення взаємодiї також призводить до зменше-
ння колективного ефекту вiддалених LSM до поля
Вейсса. Останнi можна оцiнити за допомогою вза-
ємодiї RKKY деякого LSM, розташованого в мiсцi
R𝑗 з скiнченим числом LSM, що оточують R𝑗 [10].
У такому випадку внесок першого порядку (8),
(13) зникає, у припущеннi великого об’єму криста-
лу i скiнченого числа 𝑁𝑚′ LSM, розташованих у мi-
сцях решiтки R𝑗′ всерединi вiдведеного об’єму 𝑉 ′,
якi пiдтримують концентрацiю 𝑛𝑚 = 𝑁𝑚′/𝑉 ′. Та-
ким чином, врахування кiнцевої кiлькостi LSM мо-
же приблизно оцiнювати поле Вейсса з точки зору
рiвняння (20), отриманого у другому порядку по
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CIEI. Поява ненульового ефекту рiвняння (20) ви-
глядає не дивно, оскiльки пiдсумовування за обме-
женими числами R𝑗 в рiвняннi (20) не обмежує
пiдсумовування по векторах хвиль iз певними еле-
ктронними станами з k = k′. Крiм того, оцiнка 𝑇C

передбачає застосування B
(2)
W до всiх LSM у всьо-

му кристалi. Детальний аналiз поля Вейсса B
(2)
W

в кластерi LSM, вкладеному у великий кристал,
виходить за рамки даної роботи. Однак зауважи-
мо, що кластер з 𝑁𝑚′ LSMs в об’ємi 𝑉 ′ фактично
iмiтує DMS з фiксованою концентрацiєю LSM 𝑛𝑚

там, де поле Вейсса є B
(1)
W . Такий iнтуїтивний пiд-

хiд припускає, що поле B
(2)
W добре апроксимується

B
(1)
W при досить великому𝑉 ′. Правильнiсть такого

наближення оцiнює вiдхилення iнтеграла в рiвнян-
нi (19) вiд розрахунку для кiнцевої верхньої межi
2𝑘F(𝑉

′)1/3. Як видно, будь-який розгляд не перед-
бачає iнтерференцiї B

(2)
W i B

(1)
W для оцiнки поля

Вейсса.
Бiльш точна оцiнка 𝑇C передбачає включення до

формалiзму, розробленого вище, мiжiоної обмiнної
взаємодiї, не пов’язаної з носiями. Ця антиферо-
магнiтна (AFM) взаємодiя у найближчих сусiднiх
парах LSM може перевищувати ефект обмiнного
поля, викликаного носiєм, i теплову енергiю 𝑇 , (як
вiдмiчалося вище, Т є вираженою у енергетичних
одиницях) i встановлює нульовi сумарнi спiновi мо-
менти цих пар. Як результат, такi найближчi су-
сiднi LSM випадають з розгляду, що виглядає як
зменшення ефективної густини LSM до 𝑥′ < 𝑥 [21].
Введення феноменологiчного параметра 𝑥′ покра-
щує узгодження експериментальних даних та роз-
рахункiв спiнового розщеплення екситонних спе-
ктрiв. Така апроксимацiя АФМ взаємодiї мiж iона-
ми також чiтко застосовується для розгляду магнi-
тних (включаючи FM) властивостей DMS в термi-
нах поля Вейсса, розрахованих у першому поряд-
ку. У той же час, виключення з розгляду AFM-
пов’язаних пар посилює вiдхилення фактичного
розподiлу LSM вiд моделi iдеального газу з рiзни-
цею розрахунку у наближенi другого порядку i
розрахунку з середнiм полем, отриманим у першо-
му порядку [3–5], що випливає в наслiдок цього.

5. Висновок

Ця робота ясно демонструє, що наближення мо-
лекулярного поля, застосоване до виразу непрямої

взаємодiї LSM, отриманої з другого порядку тео-
рiї збурень у виглядi суми експонент (12), виявляє
занулення цього внеску для всiх електронних ста-
нiв з хвильовими векторами k ̸= k′ за умови мо-
делювання розподiлу LSM моделлю вiльного газу.
Точки k = k′ повиннi бути виключенi з внеску дру-
гого порядку у формалiзмi теорiї збурень. Однак,
за замовчуванням цi стани зазвичай додають до
формалiзму, оскiльки limit k → k′ описує ефект,
котрий не залежить вiд взаємної локалiзацiї iонiв.
З цiєї точки зору, просторове усереднення взаємо-
дiї RKKY (16) призводить до його однорiдної ча-
стини, яка виступає доповненням до непрямої вза-
ємодiї в межi k → k′, що збiглася з ефективним
гамiльтонiаном (8) взаємодiї першого порядку. Iн-
шими словами, трактовка молекулярного поля для
взаємодiї RKKY дає той самий результат, який мо-
жна отримати з урахуванням лише збурення пер-
шого порядку за допомогою CIEI. Однак це не сто-
сується бiльш досконалих теорiй, якi враховують
рандомiзацiю локальних обмiнних полiв у певних
мiсцях LSM [14, 15] або використовують бездис-
персiйну зонну структуру [13], що порушує малiсть
константи обмiну 𝛽𝑁0 порiвняно з шириною зони
𝑊 → 0.

Крiм того, ця стаття додає попереднi аналiзи з
особливими ефектами другого порядку, що випли-
вають з рiзницi розподiлу ґратчастого газу та iде-
ального газу для LSM у DMS.
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MOLECULAR-FIELD
APPROXIMATION IN THE THEORY
OF FERROMAGNETIC PHASE TRANSITION
IN DILUTED MAGNETIC SEMICONDUCTORS

In this pedagogical paper, the comparative analysis of two com-

mon approaches describing the ferromagnetic phase transition

in diluted magnetic semiconductors (DMS) is expounded in

terms of the Weiss field approximation. Assuming a finite spin

polarization of the magnetic ions, the treatment of carrier-ion

exchange interaction in the first order evokes a homogeneous

Weiss molecular field that polarizes the spins of free carriers. In

turn, this spin polarization of the free carriers exerts the effec-

tive field that may stabilize the DMS spin polarization below a

critical temperature 𝑇C. The treatment of such self-consistent

spontaneous DMS magnetization can be done in terms of the

spin-spin interaction independent of the inter-ion distance and

the infinitesimal in thermodynamic limit. On the other hand,

by additionally accounting for the second-order effects of the

carrier-ion exchange interaction, we can treat a Weiss field in

terms of the Ruderman–Kittel–Kasuya–Yosida indirect spin-

spin interaction, which oscillates and does not disappear at

finite inter-ion distances in the case of a finite concentration of

carriers. These both approaches result in the same Curie tem-

perature 𝑇C provided a non-correlated homogeneous random

distribution of the localized spin moments over the sample vol-

ume. We discuss the origin of such coincidence and show when

this is not a case in other more realistic models of the conduct-

ing DMSs.

Ke yw o r d s: diluted magnetic semiconductors, ferromagnetic
ordering, mean- field approximation, RKKY interaction.
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