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ПОЛЯРИЗОВНIСТЬ МЕТАЛЕВОЇ
НАПIВСФЕРИЧНОЇ НАНОЧАСТИНКИ
НА ДIЕЛЕКТРИЧНIЙ ПIДКЛАДИНЦIУДК 539

За умови нормального падiння свiтла на дiелектричну пiдкладинку, у квадрупольному
наближеннi визначено частотну залежнiсть дипольної поляризовностi металевої пiв-
кулi, розташованої на дiелектричнiй пiдкладинцi. Отримано спiввiдношення для ефе-
ктивного часу релаксацiї, а також для частот невидимостi та поверхневого плазмон-
ного резонансу. Дослiджено еволюцiю плазмонних резонансiв при змiнi радiусiв пiвкуль.
Обговорюються причини появи двох резонансiв уявної частини поляризовностi та вiд-
мiнностей величини максимумiв уявної частини поляризовностi пiвкуль рiзних мета-
лiв. Пояснюється характер i положення резонансiв уявної частини поляризовностi для
острiвцiв алюмiнiю. Наводяться рекомендацiї стосовно створення частотної смуги не-
видимостi поблизу металевого наноострiвця.
К люч о в i с л о в а: металева пiвкуля, поляризовнiсть, поверхневий плазмонний резонанс,
частота невидимостi, квадрупольне наближення.

1. Вступ
Бурхливий розвиток нанотехнологiй в останнi де-
сятилiття стимулював виникнення наноплазмонi-
ки [1–9] – областi на перетинi оптики i матерiало-
знавства, предметом дослiдження якої є оптичнi
явища у твердотiльних наноструктурах. Одним iз
явищ, що виникають при взаємодiї свiтла з по-
верхнями або структурами, розмiри яких меншi
за довжину свiтлової хвилi, є локалiзований по-
верхневий плазмонний резонанс (ППР) [1,2,5,6,8–
13]. Це унiкальне явище, в свою чергу, призводить
до сильної локалiзацiї фотонiв на нанорозмiрно-
му рiвнi i дає можливiсть використовувати такi
структури в передових нанофотонних технологiях
[4, 6, 7, 14–17].

Окремим випадком металевих наноструктур, що
становлять значний практичний iнтерес, є метале-
вi острiвцевi плiвки [18–20]. Такi системи вiдкри-
вають широкi перспективи для розробки спект-
рально-селективних поглинаючих покриттiв [21],
пристроїв для пiдсиленої флуоресценцiї та iнфра-
червоної спектроскопiї [22, 23], поляризаторiв i
спектральних фiльтрiв [24], методiв iнвазивного
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оптичного зондування i терапiї раку [7], спектро-
скопiчних дiагностичних дослiджень, включаю-
чи поверхнево пiдсилене раманiвське розсiювання
(SERS) [25, 26]. Крiм того, окремi острiвцi та їх
групи можуть використовуватися для представле-
ння iнформацiйних одиниць, що дозволяє розро-
бляти методи оптичного зберiгання даних з на-
двисокою щiльнiстю запису, надзвичайно трива-
лим термiном зберiгання даних i наднизьким енер-
госпоживанням [27,28]. Передовi методики перене-
сення металевих наноострiвцiв на гнучку пiдкла-
динку, таку як полiметилсилоксан [29, 30], вiдкри-
вають можливостi для створення нового поколiння
пристроїв у галузях медичної дiагностики, безпеки
харчових продуктiв i монiторингу навколишнього
середовища.

Важливою характеристикою, що визначає опти-
чнi властивостi наноструктур, є поляризовнiсть —
здатнiсть електронної хмари змiнювати свою фор-
му пiд впливом зовнiшнього поля. Як вiдомо, ча-
стоти локалiзованих поверхневих плазмонiв вiдпо-
вiдають резонансам поляризовностi, а частоти не-
видимостi – вiдповiдають нулю поляризовностi i,
вiдповiдно, вiдсутностi розсiювання. Тому, розра-
ховуючи поляризовнiсть системи, можна знайти
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частоти поверхневого плазмонного резонансу, а та-
кож частоти невидимостi.

При вивченнi впливу форми металевих наноча-
стинок на їх оптичнi властивостi у низцi теорети-
чних робiт передбачалося, що дисипативнi проце-
си всерединi наночастинки характеризуються ска-
лярною високочастотною провiднiстю. Проте, як
було показано в [31–33] за розмiрiв частинок, мен-
ших вiд довжини вiльного пробiгу електрона та
їх несферичної форми, оптична провiднiсть стає
тензорною величиною, а розсiювання електронiв
на поверхнi наночастинки є суттєвим, i тому йо-
го необхiдно враховувати. Крiм того, в роботах
[34, 35] було показано, що зi збiльшенням розмi-
ру частинок збiльшується роль ще одного каналу
дисипацiї – радiацiйного загасання, для швидкостi
релаксацiї якого було отримано аналiтичнi вирази
для сферичних та елiпсоїдальних наночастинок.
Вирази цiєї теорiї було адаптовано для металевих
наноцилiндрiв i нанодискiв (див. роботи [36, 37]),
а також для шаруватих сферичних наночастинок
[38, 39]. Але питання про механiзми релаксацiї у
металевих острiвцях на дiелектричнiй пiдкладин-
цi дотепер не дослiджувалося.

Вiдзначимо, що для достатньо великих наноча-
стинок значну роль можуть вiдiгравати вищi муль-
типольнi резонанси, тому доцiльним також є дослi-
дження квадрупольного внеску в дипольну поля-
ризовнiсть.

Оскiльки в дослiдах, як правило, отримують
металевi острiвцi у виглядi пiвкуль [40], то ме-
тою даної роботи є розрахунок поляризовностi ме-
талевих пiвкуль, розташованих на дiелектричнiй
пiдкладинцi, з урахуванням впливу поверхневого
i радiацiйного загасання з одночасним врахуван-
ням квадрупольного внеску в дипольну поляри-
зовнiсть, а також отримання й аналiз виразiв для
частот поверхневих плазмонних резонансiв i ча-
стот невидимостi.

2. Основнi спiввiдношення

2.1. Поляризовнiсть напiвсферичної
наночастинки

Розглянемо металевий наноострiвець у виглядi
пiвкулi з радiусом 𝑅 (рис. 1) i дiелектричною про-
никнiстю 𝜖 (𝜔) (середовище 1 ). Пiвкуля розташо-
вана на дiелектричнiй пiдкладинцi з дiелектри-
чною проникнiстю 𝜖d (середовище 2 ), а дiелектри-

Рис. 1. Схематичне зображення пiвкулi на пiдкладинцi

чна проникнiсть оточуючого середовища – 𝜖m (се-
редовище 3 ). Допомiжна область 4 в пiдкладинцi
має дiелектричну проникнiсть 𝜖d (середовище 4 ).

Завдяки анiзотропiї системи iснує два незале-
жних розв’язки – для випадкiв зовнiшнього поля
ℰ , перпендикулярного i паралельного площинi пiд-
кладинки (рис. 1). Тому iснують двi незалежнi дi-
агональнi компоненти тензора поляризовностi на-
пiвсферичної металевої наночастинки: поздовжня
𝛼‖, що вiдповiдає напрямку зовнiшнього поля, пер-
пендикулярного пiдкладинцi i паралельного осi 𝑂𝑧
(ℰ ‖ 𝑂𝑧), i поперечна 𝛼⊥, коли зовнiшнє поле па-
ралельне пiдкладинцi i перпендикулярне осi 𝑂𝑧
(ℰ⊥𝑂𝑧). Останнiй випадок вiдповiдає нормально-
му падiнню свiтла. Оскiльки вiн найчастiше зу-
стрiчається в плазмонних експериментах, в цiй ро-
ботi ми розглянемо ситуацiю, коли зовнiшнє поле
паралельне пiдкладинцi i перпендикулярне осi 𝑂𝑧.

Якщо розмiр наночастинки набагато менший
за довжину хвилi, для розв’язання задачi можна
використовувати квазiстатичне наближення. При
цьому потенцiал, створюваний пiвкулею у всьому
просторi, визначається розв’язками рiвняння Ла-
пласа

Δ𝜙 = 0 (1)

i граничними умовами – умовами неперервностi
потенцiалу i нормальної складової вектора еле-
ктричної iндукцiї на плоских межах мiж двома
пiвкулями i напiвпросторами (1–2 i 3–4 ) та на ме-
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жi мiж пiвкулями i напiвпросторами (1–3 i 2–4 ):

𝜙1|𝑟=𝑅 = 𝜙3|𝑟=𝑅;

𝜙2|𝑟=𝑅 = 𝜙4|𝑟=𝑅;

𝜖 (𝜔)
𝜕𝜙1

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

= 𝜖m
𝜕𝜙3

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

;

𝜕𝜙2

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

=
𝜕𝜙4

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

;

(2)

𝜙1|𝜃=𝜋
2
= 𝜙2|𝜃=𝜋

2
;

𝜙3|𝜃=𝜋
2
= 𝜙4|𝜃=𝜋

2
;

𝜖 (𝜔)
𝜕𝜙1

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜋

2

= 𝜖d
𝜕𝜙2

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜋

2

;

𝜖m
𝜕𝜙3

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜋

2

= 𝜖d
𝜕𝜙4

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜋

2

.

(3)

В загальному випадку розв’язки рiвняння (1)
для потенцiалiв всерединi i зовнi пiвкулi у диполь-
ному наближеннi мають вигляд⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙1 = 𝐴𝑟 sin 𝜃 cos𝜑;

𝜙2 =

(︂
𝐵

𝑟2
− 𝐶ℰ0𝑟

)︂
sin 𝜃 cos𝜑;

𝜙3 =

(︂
𝐷

𝑟2
− ℰ0𝑟

)︂
sin 𝜃 cos𝜑;

𝜙4 = ℰ0𝑟 sin 𝜃 cos𝜑,

(4)

де 𝜑 – полярний кут, 𝜃 – азимутальний кут, 𝑟 –
радiальна координата, а константи 𝐴, 𝐵, 𝐶 i 𝐷
визначаються граничними умовами.

Пiдставляючи (4) у (2) i (3), отримуємо

𝐴𝑅 =
𝐷

𝑅2
− ℰ0𝑅;

𝐸𝑅 =
𝐵

𝑅2
− 𝐶ℰ0𝑅;

𝐴𝜖 (𝜔) = −
(︂
2𝐷

𝑅3
+ ℰ0

)︂
𝜖𝑚;

𝐸 = −2𝐵

𝑅3
− 𝐶ℰ0;

звiдки

𝛼⊥
dip =

𝐷

ℰ0𝑅3
=

𝜖⊥ (𝜔)− 𝜖𝑚
𝜖⊥(𝜔) + 2𝜖𝑚

. (5)

Тут для металу використовується дiелектрична
функцiя Друде

𝜖⊥ (𝜔) = 𝜖∞−
𝜔2
𝑝

𝜔2 +
(︀
𝜏⊥eff
)︀−2 +i

𝜔2
𝑝

𝜔
(︁
𝜔2 +

(︀
𝜏⊥eff
)︀−2
)︁ , (6)

де 𝜔𝑝 =
√︀

𝑒2𝑛𝑒/𝜖0𝑚* – плазмова частота, 𝑒 i 𝑛𝑒 –
заряд i концентрацiя електронiв, вiдповiдно (𝑛𝑒 =
= 3/4𝜋𝑟3𝑠 , 𝑟𝑠 – середня вiдстань мiж електронами),
𝜖0 – електрична стала, а 𝑚* – ефективна маса еле-
ктронiв; 𝜖∞ – внесок iонного остова в дiелектричну
проникнiсть;

(︀
𝜏⊥eff
)︀−1 – поперечна компонента тен-

зора оберненого ефективного часу релаксацiї, яка
визначається через оберненi часи об’ємної i поверх-
невої релаксацiї та радiацiйного загасання:

1

𝜏⊥eff
=

1

𝜏bulk
+

1

𝜏⊥surf
+

1

𝜏⊥rad
. (7)

Тензорний характер оберненого ефективного ча-
су релаксацiї та його окремих складових пов’яза-
ний iз анiзотропiєю системи, внаслiдок якої опти-
чний вiдгук наносистеми буде рiзним для випад-
кiв, коли зовнiшнє електричне поле ℰ0 паралельне
або перпендикулярне дiелектричнiй пiдкладинцi.

Спiввiдношення для поперечних компонент тен-
зорiв обернених часiв поверхневої релаксацiї та ра-
дiацiйного загасання для напiвсферичної наноча-
стинки можна записати у виглядi [12]

1

𝜏⊥surf
=

ℒ⊥Re𝜎⊥

𝜖0 [𝜖m + ℒ⊥ (1− 𝜖m)]
; (8)

1

𝜏⊥rad
=

𝑉

6𝜋𝜖0

(︁𝜔𝑝

𝑐

)︁3 ℒ⊥Re𝜎⊥√︂
𝜖m

[︁
𝜖∞ +

(︁
1

ℒ⊥
− 1
)︁
𝜖m

]︁ , (9)

де 𝑐 – швидкiсть свiтла; 𝑉 = 2𝜋𝑅3/3 – об’єм нано-
частинки; ℒ⊥ – фактор деполяризацiї; 𝜎⊥ – попе-
речна компонента тензора провiдностi.

Пiдставляючи спiввiдношення (8) i (9) у форму-
лу (7), отримуємо

1

𝜏⊥eff
=

1

𝜏bulk
+

{︃
1

𝜖m + ℒ⊥ (1− 𝜖m)
+

𝑉

6𝜋

(︁𝜔𝑝

𝑐

)︁3
×

× 1√︁
𝜖m
[︀
𝜖∞ +

(︀
1

ℒ⊥
− 1
)︀
𝜖m
]︀
}︃
ℒ⊥

𝜖0
Re𝜎⊥, (10)

де Re𝜎⊥ не вiдрiзняється вiд вiдповiдної величини
для сферичної наночастинки, тобто має вигляд [41]

Re𝜎⊥ = Re𝜎sph =
3𝜖0
2

𝜈𝑠

(︁𝜔𝑝

𝜔

)︁2
×

×
[︂
1− 2𝜈𝑠

𝜔
sin

𝜔

𝜈𝑠
+

2𝜈2𝑠
𝜔2

(︂
1− cos

𝜔

𝜈𝑠

)︂]︂
, (11)
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а 𝜈𝑠 = 𝑣F/2𝑅 – частота iндивiдуальних осциляцiй,
𝑣F – фермiївська швидкiсть електронiв.

Визначимо тепер фактори деполяризацiї ℒ⊥(‖).
Згiдно iз загальною формулою [42]

ℒ‖ =
1

4𝜋

∫︁
𝑆

[r, n]𝑧
𝑟3

𝑑𝑆, (12)

де n – вектор нормалi до поверхнi пiвкулi, r –
радiус-вектор, а iнтегрування вiдбувається за на-
пiвсферичною поверхнею.

Обчислюючи iнтеграл у сферичнiй системi ко-
ординат, отримаємо

ℒ‖ =
1

4𝜋

∫︁
𝑆

𝑟

𝑟3
𝑟2 sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙 =

=
1

4𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

𝜋
2∫︁

0

sin 𝜃𝑑𝜃 =
1

2
. (13)

Враховуючи, що для факторiв деполяризацiї
справедливе спiввiдношення 2ℒ⊥ + ℒ‖ = 1, мати-
мемо для напiвсферичних острiвцiв ℒ⊥ = 1/4.

Пiдставляючи вирази для ℒ⊥ i Re𝜎⊥ у формулу
(10), остаточно отримуємо для оберненого попере-
чного ефективного часу релаксацiї
1

𝜏⊥eff
=

1

𝜏bulk
+

3

8
𝜈𝑠

(︁𝜔𝑝

𝜔

)︁2
×

×

[︃
4

3𝜖m + 1
+

𝑉

6𝜋

(︁𝜔𝑝

𝑐

)︁3 1√︀
𝜖m [3𝜖m + 𝜖∞]

]︃
×

×
[︂
1− 2𝜈𝑠

𝜔
sin

𝜔

𝜈𝑠
+

2𝜈2𝑠
𝜔2

(︂
1− cos

𝜔

𝜈𝑠

)︂]︂
. (14)

Вiдмiтимо, що вираз (14) задає частотну зале-
жнiсть ефективного часу релаксацiї електронiв у
напiвсферичному металевому острiвцi фiксовано-
го розмiру.

Таким чином, в дипольному наближеннi фор-
мули для поляризовностi однорiдної сферичної
наночастинки i напiвсферичної наночастинки
на пiдкладинцi формально спiвпадають, хоча
𝜖semisph(𝜔) ̸= 𝜖sph(𝜔) через вiдмiнностi в значеннях
обернених ефективних часiв релаксацiї.

Отримаємо тепер вираз для дипольної поляри-
зовностi в квадрупольному наближеннi, в якому
розв’язки рiвняння Лапласа в областях 1, 2, 3 i 4
записуються наступним чином

𝜙1 =
[︀
𝐴1𝑟𝑃

1
1 (cos 𝜃) +𝐴2𝑟

2𝑃 1
2 (cos 𝜃)

]︀
cos𝜑, (15)

𝜙2 =

[︂
𝐵1

𝑟2
𝑃 1
1 (cos 𝜃)+

+
𝐵2

𝑟3
𝑃 1
2 (cos 𝜃)− ℰ0𝑟𝑃 1

1 (cos 𝜃)

]︂
cos𝜑; (16)

𝜙3 =

[︂
𝐶1

𝑟2
𝑃 1
1 (cos 𝜃)+

+
𝐶2

𝑟3
𝑃 1
2 (cos 𝜃)− ℰ0𝑟𝑃 1

1 (cos 𝜃)

]︂
cos𝜑; (17)

𝜙4 =
[︀
𝐷1𝑟𝑃

1
1 (cos 𝜃) +𝐷2𝑟

2𝑃2 (cos 𝜃)
]︀
cos𝜑, (18)

де вирази для полiномiв Лежандра мають ви-
гляд [43]

𝑃 1
1 (cos 𝜃) = sin 𝜃; (19)

𝑃 1
2 (cos 𝜃) =

3

2
sin 2𝜃 = 3 sin 𝜃 cos 𝜃. (20)

Вираз для безрозмiрної поперечної складової
тензора дипольної поляризовностi з урахуванням
дипольного i квадрупольного внескiв має вигляд
(див. Додаток А)

�̃�⊥
q =

Λ

Ξ
, (21)

де введено позначення:

Λ = (𝜖d + 5𝜖m) 𝜖
2 (𝜔)+

+ (3𝜖d + 5𝜖m) 𝜖m𝜖 (𝜔)− 4𝜖d𝜖
2
m; (22)

Ξ = (4𝜖d + 5𝜖m) 𝜖
2(𝜔) + 2(3𝜖2d +

+5𝜖2m + 9𝜖d𝜖m) 𝜖(𝜔) + 2𝜖d𝜖m(3𝜖d + 4𝜖m). (23)

Вiдзначимо, що спiввiдношення (5) i (21)–(23) з
урахуванням виразiв (6) i (14) надалi використо-
вуються для розрахунку частотних залежностей
поперечної складової тензора поляризовностi в ди-
польному i квадрупольному наближеннях.

2.2. Частоти невидимостi
i поверхневого плазмонного резонансу

Припустимо, що уявна частина дiелектричної фун-
кцiї набагато менша за дiйсну частину, а 𝜔𝜏⊥eff ≫ 1.
При цьому вираз (6) набуває вигляду

𝜖 (𝜔) = 𝜖∞ −
𝜔2
𝑝

𝜔2
. (24)
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Розкладаючи чисельник i знаменник виразу (21)
на множники

�̃�⊥ =

(︀
𝜖 (𝜔)− 𝜖(+)

)︀(︀
𝜖 (𝜔)− 𝜖(−)

)︀(︀
𝜖 (𝜔)− 𝜖(+)

)︀(︀
𝜖 (𝜔)− 𝜖(−)

)︀ , (25)

прирiвнюючи 𝜖 (𝜔) = 𝜖(±) i пiдставляючи в спiв-
вiдношення (24), отримуємо вирази для частот по-
верхневих плазмонiв

𝜔(±)
sp =

𝜔p√
𝜖∞ − 𝜖(±)

, (26)

де

𝜖(±) =
−3𝜖2𝑑 − 9𝜖𝑑𝜖m − 5𝜖2m

4𝜖𝑑 + 5𝜖m
±

±
√︀
9𝜖4𝑑 + 30𝜖3𝑑𝜖m + 49𝜖2𝑑𝜖

2
m + 50𝜖𝑑𝜖3m + 25𝜖4m

4𝜖𝑑 + 5𝜖m
. (27)

Припустимо, що 𝜖∞ = 𝜖m = 1, тодi

𝜖(±) =
1

4𝜖𝑑 + 5

(︁
− 3𝜖2𝑑 − 9𝜖𝑑 − 5±

±
√︁
9𝜖4𝑑 + 30𝜖3𝑑 + 49𝜖2𝑑 + 50𝜖𝑑 + 25

)︁
, (28)

а розщеплення частот поверхневого плазмонного
резонансу

Δ𝜔sp = 𝜔(+)
sp − 𝜔(−)

sp =

= 𝜔p

(︂
1√

1− 𝜖(+)
− 1√

1− 𝜖(−)

)︂
. (29)

Умову невидимостi отримаємо, прирiвнюючи
чисельник виразу (25) до нуля

𝜖
(︀
𝜔#
)︀
= 𝜖(±), (30)

Таблиця 1. Параметри металiв (див.,
наприклад, [36, 37] та посилання в них)

Параметр Al Cu Au Ag Pt Pd

𝑟𝑠/𝑎0 2,07 2,11 3,01 3,02 3,27 4,00
𝑚*/𝑚𝑒 1,06 1,49 0,99 0,96 0,54 0,37
𝜖∞ 0,7 12,03 9,84 3,7 4,42 2,52
𝜏bulk, fs 8 27 29 40 9,5 7,2

Таблиця 2. Дiелектричнi проникностi матриць [44]

Матриця Повiтря CaF2 Тефлон TiO2 C60

𝜖𝑚 1 1,54 2,3 4,0 6,0

звiдки

𝜔#(±) =
𝜔p√

𝜖∞ − 𝜖(±)
, (31)

де

𝜖(±) =
−𝜖m (3𝜖𝑑 + 5𝜖m)

2 (𝜖𝑑 + 5𝜖m)
±

±

(︃
𝜖m
√︀
5 (5𝜖2𝑑 + 27𝜖𝑑𝜖m + 5𝜖2m)

2 (𝜖𝑑 + 5𝜖m)

)︃
. (32)

Припустимо, що 𝜖∞ = 𝜖m = 1, тодi

𝜖(±) =
−3𝜖𝑑 − 5±

√︀
5 (5𝜖2𝑑 + 27𝜖𝑑 + 5)

2 (𝜖𝑑 + 5)
, (33)

а рiзниця частот невидимостi дорiвнюватиме

Δ𝜔# = 𝜔#(+) − 𝜔#(−)
=

= 𝜔p

(︂
1√

1− 𝜖(+)
− 1√

1− 𝜖(−)

)︂
. (34)

Спiввiдношення (26), (28), (29), (31), (33) i (34)
в подальшому використовуються для розрахун-
ку частот невидимостi i поверхневого плазмонного
резонансу, а також розщеплення частот невидимо-
стi i ППР.

3. Результати розрахункiв
та їх обговорення

Розрахунки проводилися для випадку наноострiв-
цiв Al, Cu, Au, Ag, Pt i Pd, розташованих на скля-
нiй пiдкладинцi (𝜖d = 2, 25) у рiзних середовищах.
Параметри металiв i матриць наведено в табл. 1 i
2, вiдповiдно.

На рис. 2 зображено частотнi залежностi дiйсної
та уявної частин поперечної компоненти тензора
поляризовностi пiвкуль Au рiзного розмiру у ди-
польному наближеннi. Зауважимо, що Re �̃�⊥

dip (~𝜔)
є знакозмiнною функцiєю частоти (рис. 2, a), тодi
як Im �̃�⊥

dip (~𝜔) > 0 в усьому дослiджуваному дiа-
пазонi частот (рис. 2, b). Крiм того, зi збiльшен-
ням розмiру наноострiвцiв збiльшуються абсолю-
тнi значення мiнiмумiв i максимумiв Re �̃�⊥

dip (~𝜔)
та максимумiв Im �̃�⊥

dip (~𝜔). Така поведiнка фун-
кцiй Re �̃�⊥

dip (~𝜔) та Im �̃�⊥
dip (~𝜔) аналогiчна пове-

дiнцi функцiй Re �̃�dip (~𝜔) та Im �̃�dip (~𝜔) для ме-
талевої кулi.
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Рис. 2. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин попе-
речної компоненти тензора поляризовностi пiвкуль Au рi-
зного розмiру в дипольному наближеннi: 1 – 𝑅 = 10 нм; 2 –
𝑅 = 20 нм; 3 – 𝑅 = 50 нм

Результати розрахункiв частотних залежностей
дiйсної та уявної частин поперечної складової по-
ляризовностi у квадрупольному наближеннi для
наноострiвцiв Au наведенi на рис. 3. Кiлькiсть мi-
нiмумiв i максимумiв, а також їх значення для
Re �̃�⊥

q та Im �̃�⊥
q iстотно залежить вiд радiуса

острiвця. Так, зi збiльшенням радiуса збiльшує-
ться i кiлькiсть екстремумiв та їх абсолютнi зна-
чення. При радiусi острiвця 𝑅 = 10 нм кривi
Re �̃�⊥

q мають один максимум i мiнiмум (рис. 3, a),
а Im �̃�⊥

q – один максимум (рис. 3, b). Зi збiль-
шенням радiуса (кривi 2 i 3 на рис. 3) на зале-
жностях Re �̃�⊥

q (~𝜔) та Im �̃�⊥
q (~𝜔) виникають до-

датковi екстремуми, а перший мiнiмум Re �̃�⊥
q вiд-

повiдає першому максимуму Im �̃�⊥
q (~𝜔). Макси-

муми уявної частини поляризовностi вiдповiдають
поверхневому плазмонному резонансу, а наявнiсть
двох пiкiв зумовлена дипольним та квадруполь-
ним внесками.

Кривi частотної залежностi дiйсної та уявної ча-
стин поперечної складової поляризовностi наноо-
стрiвцiв Pt (рис. 4) якiсно подiбнi до вiдповiдних
кривих для наноострiвцiв Аu, але абсолютнi значе-
ння екстремумiв у цьому випадку бiльшi, а другий

Рис. 3. Частотнi залежностi дiйсної (а) та уявної (b) ча-
стин поперечної компоненти тензора дипольної поляризов-
ностi в квадрупольному наближеннi наноострiвцiв Au (нав-
колишнє середовище – повiтря) за тих же значень радiусiв,
що i на рис. 2

Рис. 4. Частотнi залежностi дiйсної (а) та уявної (b) ча-
стин поперечної компоненти тензора дипольної поляризов-
ностi наноострiвцiв Pt в квадрупольному наближеннi (нав-
колишнє середовище – повiтря) за тих же значень радiусiв,
що i на рис. 2
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Рис. 5. Частотнi залежностi уявної частини поперечної
компоненти тензора поляризовностi наноострiвцiв рiзних
металiв (а); наноострiвцiв Au з 𝑅 = 20 нм у рiзних се-
редовищах (b), а також наноострiвцiв Al за рiзних зна-
чень ефективної маси (c), навколишнє середовище – повiтря
(𝜖m = 1) при радiусi 𝑅 = 20 нм

максимум уявної частини бiльш виражений. Це по-
в’язане з суттєвою рiзницею у значеннях оптичних
параметрiв цих матерiалiв.

На рис. 5, а наведено частотнi залежностi уявної
частини поляризованостi для напiвсферичних на-
ноострiвцiв рiзних металiв з 𝑅 = 20 нм. Цiкавим є
той факт, що другий максимум для наноострiвцiв
Au i Cu виражений слабо, на вiдмiну вiд острiвцiв
Ag, Pd i Pt однакового радiуса. Це також пов’я-
зано зi значною рiзницею частот об’ємних плазмо-
нiв i внескiв кристалiчної ґратки в дiелектричну
проникнiсть.

Рис. 6. Залежнiсть верхньої i нижньої гiлок частот невиди-
мостi (a) i поверхневого плазмонного резонансу (b) пiвкуль
Au вiд дiелектричної проникностi матерiалу пiдкладинки

Рис. 7. Залежнiсть рiзницi частот поверхневого плазмон-
ного резонансу i невидимостi пiвкуль Au вiд дiелектричної
проникностi матерiалу пiдкладинки
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Частотнi залежностi уявної частини попере-
чної компоненти тензора поляризовностi для на-
ноострiвцiв Au на склянiй пiдкладинцi у рiзних
середовищах зображено на рис. 5, b. Результа-
ти розрахункiв свiдчать про те, що зi збiль-
шенням 𝜖m збiльшуються максимальнi значення
Im�̃�⊥

q , а також вiдстань мiж першими та други-
ми максимумами та зменшується рiзниця самих
максимальних значень, тобто амплiтуда другого
максимуму наближається до амплiтуди першого
максимуму. Це має мiсце, оскiльки квадруполь-
ний внесок у поляризовнiсть стає порiвняним iз
дипольним.

На рис. 5, c показано аналогiчнi кривi для
острiвцiв Al з 𝑅 = 20 нм в разi рiзних ефектив-
них електронних мас. Бачимо, що зi зменшенням
ефективної маси вiдбувається “блакитний” зсув ча-
стотних максимумiв уявної частини поляризовно-
стi, оскiльки в цьому випадку зменшується частота
об’ємних плазмонiв, а, отже, i частота поверхне-
вого плазмонного резонансу. Потрiбно також за-
значити, що пiки гострi й їх уширення невеликi,
що свiдчить про те, що ефективний час релакса-
цiї в острiвцях Al бiльший, нiж в острiвцях iнших
металiв.

Залежностi частот невидимостi та поверхнево-
го плазмонного резонансу вiд дiелектричної про-
никностi пiдкладинки 𝜖d наведено на рис. 6. З
рiвнянь (26) i (31) випливає, що напiвсферичний
острiвець має двi частоти невидимостi 𝜔

(±)
# i двi

частоти поверхневого плазмонного резонансу 𝜔
(±)
𝑠𝑝 ,

тобто вiдбувається розщеплення частот невидимо-
стi i поверхневого плазмонного резонансу. Заува-
жимо, що частота невидимостi 𝜔(+)

# слабко збiль-
шується зi збiльшенням дiелектричної проникно-
стi пiдкладинки, при цьому частота 𝜔

(−)
# слабко

зменшується (рис. 6, а). На вiдмiну вiд 𝜔
(±)
# часто-

та поверхневого плазмонного резонансу 𝜔
(+)
𝑠𝑝 слаб-

ко, а 𝜔
(−)
𝑠𝑝 сильно зменшуються зi збiльшенням 𝜖d

(рис. 6, b).
Щодо величини розщеплення частот невидимо-

стi Δ𝜔# i поверхневого плазмонного резонансу
Δ𝜔𝑠𝑝 (рис. 7) зазначимо, що рiзниця частот неви-
димостi Δ𝜔# дуже слабко збiльшується зi збiль-
шенням дiелектричної проникностi пiдкладинки,
а величина розщеплення Δ𝜔𝑠𝑝, навпаки, значно
збiльшується. Таким чином, для формування ча-

стотної “смуги невидимостi” необхiдно використо-
вувати пiдкладинки з якомога меншою дiелектри-
чною проникнiстю.

4. Висновки

У квазiстатичному квадрупольному наближеннi
розв’язано електростатичну задачу визначення по-
тенцiалу в системi “напiвсферична металева нано-
частинка – дiелектрична пiдкладинка”. Отримано
спiввiдношення для частотних залежностей попе-
речної компоненти тензора поляризовностi з ура-
хуванням дипольного i квадрупольного внескiв та
вирази для частот невидимостi i поверхневого пла-
змонного резонансу.

Показано, що зi збiльшенням радiуса наноча-
стинки плазмоннi резонанси стають бiльш вира-
женими, а другий резонанс з’являється при 𝑅 ≈
≈ 20 нм. Наявнiсть двох резонансiв пояснюється
збудженням дипольної та квадрупольної мод по-
верхневого плазмонного резонансу.

Через рiзницю частот об’ємних плазмонiв i вне-
скiв кристалiчної ґратки другий максимум уявної
частини поляризовностi для острiвцiв Ag, Pd i Pt
бiльш виражений, нiж в острiвцях Au i Cu.

Пiки частотних залежностей уявної частини по-
ляризованостi для острiвцiв Al є гострими, а їх
уширення невелике внаслiдок великого часу ре-
лаксацiї i малого значення 𝜖∞, що, в свою чергу,
призводить до значного розщеплення поверхнево-
го плазмонного резонансу.

Встановлено, що для утворення “смуги невиди-
мостi” частини простору в безпосереднiй близько-
стi вiд металевого наноострiвця бажано використо-
вувати пiдкладинки з матерiалiв iз максимально
низькими значеннями дiелектричної проникностi.

ДОДАТОК А.
Отримання частотної залежностi
поляризовностi з урахуванням дипольного
i квадрупольного внескiв

З граничних умов при 𝜃 = 𝜋
2
(спiввiдношення (3)) випливає⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐴1 = 𝐷1;

𝐵1 = 𝐶1;

𝜖 (𝜔)𝐴2 = 𝜖𝑑𝐷2;

𝜖𝑑𝐵2 = 𝜖𝑚𝐶2.

(A.1)

Щоб скористатися граничними умовами на сферичнiй по-
верхнi (𝑟 = 𝑅), домножимо кожен доданок у виразах (15)–
(18) на sin 𝜃𝑃 1

2 (cos 𝜃) та проiнтегруємо за 𝜃 у верхнiй напiв-
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площинi вiд 0 до 𝜋
2
, а в нижнiй вiд 𝜋

2
до 𝜋:

𝜋
2∫︁

0

sin 𝜃𝑃 1
1 (cos 𝜃)𝑃 1

2 (cos 𝜃) 𝑑𝜃 = 3

𝜋
2∫︁

0

sin3 𝜃 cos 𝜃𝑑𝜃 =

= 3

𝜋
2∫︁

0

sin3 𝜃𝑑 (sin 𝜃) =
3

4
;

𝜋
2∫︁

0

sin 𝜃
[︀
𝑃 1
2 (cos 𝜃)

]︀2
𝑑𝜃 = 9

𝜋
2∫︁

0

sin3 𝜃 cos2 𝜃𝑑𝜃 =

= −9

𝜋
2∫︁

0

(︀
1− cos2 𝜃

)︀
cos2 𝜃𝑑 (cos 𝜃) =

6

5
;

𝜋∫︁
𝜋
2

sin 𝜃𝑃 1
1 (cos 𝜃)𝑃 1

2 (cos 𝜃) 𝑑𝜃 = 3

𝜋∫︁
𝜋
2

sin3 𝜃 cos 𝜃𝑑𝜃

= 3

𝜋∫︁
𝜋
2

sin3 𝜃𝑑 (sin 𝜃) = −
3

4
;

𝜋∫︁
𝜋
2

sin 𝜃
[︀
𝑃 1
2 (cos 𝜃)

]︀2
𝑑𝜃 = 9

𝜋∫︁
𝜋
2

sin3 𝜃 cos2 𝜃𝑑𝜃

= −9

𝜋∫︁
𝜋
2

(1− cos 𝜃) cos2 𝜃𝑑 (cos 𝜃) =
6

5
.

Отже,

𝜙1 =

𝜋
2∫︁

0

𝜙1 (𝑟, 𝜃, 𝜑) sin 𝜃𝑃 1
2 (cos 𝜃) 𝑑𝜃 =

=

[︂
3

4
𝐴1𝑟 +

6

5
𝐴2𝑟

2

]︂
cos𝜑;

𝜙2 =

𝜋∫︁
𝜋
2

𝜙2 (𝑟, 𝜃, 𝜑) sin 𝜃𝑃 1
2 (cos 𝜃) 𝑑𝜃 =

=

[︂
−
3

4

𝐵1

𝑟2
+

6

5

𝐵2

𝑟3
+

3

4
ℰ0𝑟

]︂
cos𝜑;

𝜙3 =

𝜋∫︁
𝜋
2

𝜙3 (𝑟, 𝜃, 𝜑) sin 𝜃𝑃 1
2 (cos 𝜃) 𝑑𝜃 =

=

[︂
3

4

𝐶1

𝑟2
+

6

5

𝐶2

𝑟3
+

3

4
ℰ0𝑟

]︂
cos𝜑;

𝜙4 =

𝜋∫︁
𝜋
2

𝜙4 (𝑟, 𝜃, 𝜑) sin 𝜃𝑃 1
2 (cos 𝜃) 𝑑𝜃 =

=

[︂
−
3

4
𝐷1𝑟 +

6

5
𝐷2𝑟

2

]︂
cos𝜑.

Пiдставляючи цi вирази в граничнi умови на поверхнi
кулi (спiввiдношення (2)), отримуємо ще чотири рiвняння⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3

4
𝐴1𝑅+

6

5
𝐴2𝑅

2=
3

4

𝐶1

𝑅2
+

6

5

𝐶2

𝑅3
−

3

4
ℰ0𝑅,

−
3

4

𝐵

𝑅2
+

6

5

𝐵2

𝑅3
+

3

4
ℰ0𝑅 = −

3

4
𝐷1𝑅+

6

5
𝐷2𝑅

2,

−
3

4
𝐷1 +

12

5
𝐷2𝑅 =

3

2

𝐵1

𝑅3
−

18

5

𝐵2

𝑅4
+

3

4
ℰ0,

𝜖 (𝜔)

[︂
3

4
𝐴1 +

12

5
𝐴2𝑅

]︂
= 𝜖𝑚

[︂
−
3

2

𝐶1

𝑅3
−

18

5

𝐶2

𝑅4
−

3

4
ℰ0

]︂
.

(A.2)

Пiдставляючи спiввiдношення (А.1) в систему (А.2), ми
матимемо систему з чотирьох рiвнянь з чотирма невiдо-
мими⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3

4𝑅2
𝐶1 +

6

5𝑅3
𝐶2 −

3

4
𝑅𝐷1 −

6

5
𝑅2 𝜖𝑑

𝜖 (𝜔)
𝐷2=

3

4
ℰ0𝑅;

3

4𝑅2
𝐶1 −

6

5𝑅3

𝜖𝑚

𝜖𝑑
𝐶2 −

3

4
𝑅𝐷1 +

6

5
𝑅2𝐷2=

3

4
ℰ0𝑅;

3

2𝑅3
𝐶1 −

18

5𝑅4

𝜖𝑚

𝜖𝑑
𝐶2 +

3

4
𝐷1 −

12

5
𝑅𝐷2= −

3

4
ℰ0;

−
3

2𝑅3
𝐶1 −

18

5𝑅4
𝐶2 −

3

4
𝜖 (𝜔)𝐷1 −

12

5
𝑅𝜖𝑑𝐷2 =

3

4
ℰ0.

(A.3)

Оскiльки безрозмiрна поляризованiсть

�̃� =
𝐶1

2𝑅3ℰ0
, (A.4)

то пiдставляючи в (А.4) значення 𝐶1 з системи (А.3), отри-
муємо спiввiдношення (21)–(23).
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POLARIZABILITY
OF A HEMISPHERICAL METAL NANOPARTICLE
LOCATED ON A DIELECTRIC SUBSTRATE

The frequency dependence of the dipole polarizability has been

determined in the quadrupole approximation for a metal hemi-

sphere located on a dielectric substrate in the case where light

is normally incident on the substrate. Formulas for the effec-

tive relaxation time and for the invisibility and surface plasmon

resonance frequencies are obtained. The evolution of plasmon

resonances with a change in the hemisphere radius is stud-

ied. The origin of two resonances in the imaginary part of the

polarizability and the difference of the maxima in the imag-

inary part of the polarizability of the hemispheres made of

different metals are discussed. The character and position of

the resonances in the imaginary part of the polarizability of

aluminum islands are explained. Recommendations regarding

the creation of an invisibility frequency band near the metal

nanoisland are given.

Ke yw o r d s: metal hemisphere, polarizability, surface plas-
mon resonance, invisibility frequency, quadrupole approxi-
mation.

868 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2022. Т. 67, № 12


