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НЕСТIЙКIСТЬ ТРУБЧАСТОГО
ЕЛЕКТРОННОГО ПУЧКА У РАЗI ОБДУВАННЯ
ПЛАЗМОВОГО ТВЕРДОТIЛЬНОГО ЦИЛIНДРА,
ЯКИЙ РОЗМIЩЕНО У СИЛЬНОМУ
ПОЗДОВЖНЬОМУ МАГНIТНОМУ ПОЛIУДК 537.86, 621.372

Теоретично дослiджено електродинамiчну систему, в якiй замагнiчений трубчастий
пучок електронiв обдуває цилiндричний плазмово-твердотiльний хвилевiд. Встанов-
лено, що у разi виконання квазiстацiонарних умов у хвилеводi збуджуються гiбри-
днi об’ємно-поверхневi або поверхневi електромагнiтнi хвилi гелiконного походження.
Збудження власних хвиль хвилеводу здiйснюється полем просторового заряду пучка
iз узгодженням поздовжнiх спектральних складових електричного поля. Вiдзначено
ефект невзаємностi власних хвиль хвилеводу з iдентичною структурою розподiлу по-
лiв, але таких, що вiдрiзняються поширенням в азимутальному напрямi, а також у
разi змiни напряму зовнiшнього магнiтного поля. Показано, що нестiйкiсть зв’язаних
хвиль електродинамiчної системи зумовлена ефектом Вавiлова–Черенкова.
К люч о в i с л о в а: електронний пучок, хвиля просторового заряду, власнi та зв’язанi
хвилi, пучкова нестiйкiсть, iнкремент нестiйкостi, ефект Вавiлова–Черенкова.

1. Вступ
З освоєнням субмiлiметрового дiапазону довжин
хвиль особлива увага придiляється питанням ге-
нерування електромагнiтних коливань у системах,
в яких здiйснюються взаємодiї потокiв зарядже-
них частинок зi сповiльнювальними структурами.
Це зумовлено високою ефективнiстю перетворен-
ня кiнетичної енергiї частинок на електромагнiтне
випромiнювання. Починаючи з 40-х рокiв мину-
лого столiття, коли була створена лампа бiжучої
хвилi [1], досi не вичерпанi всi можливостi та-
кого перетворення енергiї. В даний час особли-
ва увага придiляється електродинамiчним систе-
мам, в яких здiйснюється взаємодiя потокiв заря-
джених частинок з рiзними структурами, у тому
числi, що мiстять плазмоподiбнi середовища [2–
14]. Окремий iнтерес виникає до систем з магнiто-
активними структурами iз провiдних твердих тiл,
якi мають плазмовi властивостi. Такi структури
у зовнiшньому магнiтному полi пiдтримують по-
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ширення електромагнiтних хвиль гелiконного ти-
пу [15–25].

Слiд зазначити, що останнiм часом вiдновився
iнтерес до вiдкритих напрямних систем, що мi-
стять магнiтоактивнi складовi. Одним iз напрям-
кiв у цiй галузi є дослiдження збудження та по-
ширення хвиль гелiконного типу в цилiндричних
плазмових структурах, що розташованi у вiль-
ному просторi [19–21] або фоновiй магнiтоактив-
нiй плазмi [26–29] паралельно зовнiшньому постiй-
ному магнiтному полю. Зокрема пiдвищена ува-
га придiляється хвилям, що вiдiграють важли-
ву роль у високочастотних гелiконних розрядах
[19, 20]. Такi розряди супроводжуються формува-
нням плазмово-хвильових каналiв при порiвняно
малому значеннi зовнiшнього магнiтного поля i
вважаються дуже ефективними джерелами густої
низькотемпературної плазми. Вони широко вико-
ристовуються для створення активних середовищ
газових лазерiв [30, 31], генерацiї плазми у магнi-
тних пастках [32], розробки нових методiв приско-
рення частинок [33], а також у плазмохiмiчних те-
хнологiях [34].
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Рис. 1. Геометрiя електродинамiчної системи

У бiльшостi теоретичних робiт, що присвяченi
поширенню хвиль гелiконного типу в цилiндри-
чних плазмових каналах, якi знаходяться у вiльно-
му просторi або фоновiй магнiтоактивнiй плазмi,
розглядається випадок, коли зiткнення в плазмо-
вому середовищi вiдсутнi, наприклад [35–38]. Ви-
падок порiвняно малих втрат внаслiдок зiткнен-
ня частинок, що не призводять до значних змiн
дисперсiйних характеристик та структури полiв
хвиль, обговорювався у [39,40]. Однак детальне ви-
вчення характеристик хвиль у плазмових каналах
за наявностi зiткнень у цих роботах не проводило-
ся. Випадок, коли частота зiткнень основних носi-
їв заряду замагнiченого твердотiльного плазмово-
го цилiндра iстотно менша за їх циклотронну ча-
стоту, дослiджувався в [24]. У роботi [41] представ-
лена теорiя гелiконних хвиль, якi поширюються в
тривимiрних вейлiвських напiвметалах з провiднi-
стю, що визначається топологiчними властивостя-
ми хвильових функцiй носiїв заряду (безмасових
вейлiвських фермiонiв) в об’ємi зразка. Iснування
псевдомагнiтних гелiконiв у деформованих мате-
рiалах Дiрака та Вейля передбачено в [42].

До сказаного необхiдно додати, що в даний час
практично вiдсутнiй строгий електродинамiчний
аналiз збудження власних хвиль вiдкритого пла-
змового хвилеводу, у тому числi твердотiльного.
У плазмово-твердотiльних системах, як правило,
реалiзується ситуацiя, коли частота зiткнень носi-
їв заряду набагато перевищує частоту електрома-
гнiтної хвилi та забезпечуються умови поширення
поверхневих та об’ємно-поверхневих хвиль [13, 43]
гелiконного типу [22]. Цi хвилi є слабозгасаючими
електромагнiтними хвилями, якi поширюються в
твердотiльнiй плазмi, що знаходиться в постiйно-
му магнiтному полi. Безперечно, дослiдження ме-
ханiзмiв генерацiї та способiв збудження гелiкон-
них хвиль є необхiдними, зокрема, для вдоскона-
лення та створення джерел мiлiметрових та субмi-
лiметрових хвиль.

У цiй роботi представлена лiнiйна теорiя взає-
модiї замагнiченого трубчатого потоку зарядже-
них частинок з полями власних електромагнiтних
хвиль спiввiсного твердотiльного плазмового ци-
лiндра, що має велику провiднiсть. Об’єктом дослi-
дження є електромагнiтнi процеси в електродина-
мiчнiй системi, в якiй трубчастий пучок електронiв
обдуває цилiндричний плазмовий хвилевiд, який
розмiщено у сильному поздовжньому однорiдному
магнiтному полi. Предметом дослiдження є зв’я-
занi електромагнiтнi хвилi, одна з яких – хвиля
просторового заряду в електронному потоцi, а iн-
ша – електромагнiтна хвиля у хвилеводi, що вико-
нує роль сповiльнювальної структури. Методи до-
слiдження базуються на загальнiй теорiї електро-
магнiтного поля у квазiстацiонарному наближен-
нi, апаратi математичної фiзики для розв’язання
крайових задач та електродинамiки плазми.

Новизна отриманих результатiв полягає у по-
дальшому розвитку теорiї власних та вимушених
коливань та хвиль гелiконного типу у плазмопо-
дiбних структурах з великою провiднiстю. Впер-
ше показано можливiсть черенковської нестiйко-
стi замагнiченого електронного пучка, який спiв-
вiсно обдуває твердотiльний плазмовий цилiндр,
що розмiщений у сильному поздовжньому магнiт-
ному полi.

2. Постановка задачi

Розглянемо електродинамiчну систему, яка скла-
дається з плазмово-твердотiльного (напiвпровiд-
никового) хвилеводу з радiусом 𝜌0, що зай-
має область простору 0 6 𝜌 6 𝜌0, 06 𝜙 6 2𝜋, i
−∞ 6 𝑧 6 +∞, та спiввiсного трубчатого потоку
замагнiчених електронiв з радiусом 𝜌𝑏, що обдуває
хвилевiд (рис. 1). Система розташована у вiльно-
му просторi у постiйному магнiтному полi, вектор
iндукцiї H0 якого спрямований паралельно до її
аксiальної осi симетрiї. Твердотiльна плазма має
велику провiднiсть 𝑛-типу. Рiвноважна концентра-
цiя електронiв провiдностi плазми дорiвнює 𝑁0,
а густина електронiв трубчатого пучка з радiаль-
ною товщиною 𝑎 – 𝑁𝑏0(𝜌). Електрони рухаються
iз середньою поступальною швидкiстю v0 = 𝑣0e𝑧,
де e𝑧 – орт осi 𝑧. Передбачається, що заряд еле-
ктронiв провiдностi плазми компенсовано позитив-
но зарядженим фоном кристалiчної ґратки твердо-
го тiла (напiвпровiдника), а товщина електронного
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потоку 𝑎 мала порiвняно з iншими просторовими
масштабами електродинамiчної системи, зокрема
𝑎 6 2(𝜌𝑏 − 𝜌0). Отже, рiвноважну густину електро-
нiв у трубчатому пучку можна представити у ви-
глядi 𝑁𝑏0(𝜌) = 𝑁𝑏0𝑎𝛿(𝜌− 𝜌𝑏), де 𝑁𝑏0 – рiвноважна
концентрацiя електронiв пучка i 𝛿(𝜌−𝜌𝑏) – дельта-
функцiя Дiрака.

У лiнеаризованому виглядi збурена густина
струму пучка в точцi з радiусом-вектором r на мо-
мент часу 𝑡 має вигляд

j𝑏(r, 𝑡) = 𝑒𝑁𝑏0(𝜌)v(r, 𝑡) + 𝑒v0𝑁(r, 𝑡) = ‖𝜎𝑏‖E(r, 𝑡),

(1)

де 𝑒 – заряд електрона, 𝑁(r, 𝑡) i v(r, 𝑡) – змiннi
складовi густини та швидкостi електронiв пучка,
‖𝜎𝑏‖ – тензор провiдностi електронного пучка. На-
пруженiсть змiнного електричного поля

E(r, 𝑡) =

𝑧∑︁
𝛼=𝜌

e𝛼𝐸𝛼(r, 𝑡),

де e𝛼 – орти координатних осей у разi перебиран-
ня 𝛼 = 𝜌, 𝜙, 𝑧. Надалi радiальну компоненту гу-
стини струму пучка вважаємо рiвною нулю внаслi-
док вибраної моделi радiально-тонкого трубчатого
пучка. При цьому внаслiдок замагнiченостi еле-
ктронного потоку v(r, 𝑡) = e𝑧𝑣𝑧(r, 𝑡). В цьому ви-
падку збурення потоку електронiв здiйснюються
лише в поздовжньому напрямку внаслiдок його
взаємодiї з електромагнiтним полем власних хвиль
плазмово-твердотiльного хвилеводу.

Густина струму, що створюється електронами
провiдностi твердотiльної плазми, має вигляд
j𝑒(r, 𝑡) = 𝑒𝑁0u = ‖𝜎‖E(r, 𝑡), (2)

де u – швидкiсть електронiв провiдностi, ‖𝜎‖ – тен-
зор провiдностi плазми.

Вважаємо, що
1) перiод змiни електромагнiтного поля суттє-

во бiльший, нiж час вiльного пробiгу електрона у
твердотiльнiй плазмi;

2) в областi простору, яку зайнято плазмою
(напiвпровiдником), струм змiщення знехтуваль-
но малий порiвняно зi струмом провiдностi (вна-
слiдок великої провiдностi плазми).

У цьому випадку розподiл магнiтного поля у
плазмовому середовищi (всерединi цилiндра) опи-
сується рiвняннями магнiтостатики. Електрома-
гнiтнi поля та струми, що задовольняють перелi-
ченi умови, є квазiстацiонарними [44, 45].

3. Основнi рiвняння системи
замагнiчений трубчатий електронний
пучок–магнiтоплазмовий цилiндр
в умовах квазiстацiонарностi

Взаємодiя електронного пучка з власними хвиля-
ми плазмово-твердотiльного цилiндра описується
системою рiвнянь Максвела та лiнеаризованими
рiвняннями руху для електронiв пучка i провiд-
ностi плазми:

rotE(r, 𝑡) = −1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
H(r, 𝑡), (3)

rotH(r, 𝑡) =
4𝜋

𝑐
j𝑒(r, 𝑡), 𝜌 6 𝜌0, (4a)

rotH(r, 𝑡) =
1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
D(r, 𝑡) +

4𝜋

𝑐
j𝑏(r, 𝑡), 𝜌 > 𝜌0, (4b)

divH(r, 𝑡) = 0, (5)

divD(r, 𝑡) = 4𝜋𝑒𝑁(r, 𝑡), 𝜌 > 𝜌0, (6)(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣0

𝜕

𝜕𝑧

)︂
v(r, 𝑡) =

=
𝑒

𝑚0

(︂
E(r, 𝑡) +

1

𝑐
[v0 ×H(r, 𝑡)]

)︂
, (7)

𝑚𝜈u = 𝑒E(r, 𝑡) +
𝑒

𝑐
(u×H0), (8)

де

D(r, 𝑡) =

𝑧∑︁
𝛼=𝜌

e𝛼𝐷𝛼(r, 𝑡), H(r, 𝑡) =

𝑧∑︁
𝛼=𝜌

e𝛼𝐻𝛼(r, 𝑡)

– iндукцiя змiнного електричного поля i напруже-
нiсть змiнного магнiтного поля вiдповiдно, 𝜈 – ча-
стота зiткнень електронiв провiдностi твердотiль-
ної плазми, 𝑚 i 𝑚0 – ефективна маса електрона
провiдностi плазми i маса вiльного електрона вiд-
повiдно. Частота зiткнень носiїв заряду в плазмi
твердого тiла характеризує релаксацiю її збурень,
що пов’язанi з коливаннями та зiткненнями з до-
мiшками i дефектами кристалiчної ґратки. У лi-
неаризованому рiвняннi руху електронiв провiд-
ностi (8) враховано, що |𝑑u/𝑑𝑡| ≪ 𝜈|u|. Ця умова
є аналогом першої умови квазiстацiонарностi еле-
ктромагнiтного поля. Поза твердотiльного плазмо-
вого хвилеводу внаслiдок вiдсутностi зарядiв про-
вiдностi середовища дiя струму змiщення є суттє-
вою, що зумовлює ефекти, якi пов’язанi зi скiнче-
ною швидкiстю поширення електромагнiтних збу-
рень (4b). У разi однорiдної плазми вектор iндукцiї
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електричного поля D(r, 𝑡) зв’язаний iз вектором
напруженостi E(r, 𝑡) матерiальним рiвнянням

D(r, 𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

∫︁
𝜀(𝑡− 𝑡′, r− r′)𝑑𝑡′𝑑r′ = ‖𝜀‖E(r, 𝑡)),

де 𝜀(𝑡− 𝑡′, r− r′) – функцiя впливу, яка характери-
зує ефективнiсть передачi дiї поля в часi та просто-
рi, ‖𝜀‖ – тензор комплексної дiелектричної прони-
кностi середовища. У разi вiдсутностi просторової
дисперсiї середовища (коли r = r′) маємо

𝜀(𝑡− 𝑡′, r− r′) = ‖𝜀‖𝛿(𝑡− 𝑡′).

У вакуумi поза електронним пучком, коли 𝜌 > 𝜌0 i
𝜌 ̸= 𝜌𝑏, D(r, 𝑡) ≡ E(r, 𝑡), оскiльки елементи тензора
‖𝜀‖ мають вигляд 𝜀𝛼𝛽 ≡ 𝛿𝛼𝛽 , в яких iндекси 𝛼 i 𝛽
вiдповiдають напрямкам вздовж вiдповiдних осей
цилiндричної системи координат 𝜌, 𝜙 i 𝑧, а 𝛿𝛼𝛽 –
символ Кронекера.

Ефективна маса носiїв заряду, частота зiткнень
та вплив зовнiшнього магнiтного поля визначають
властивостi тензора провiдностi плазми. З рiвнянь
(2) i (8) випливає, що тензор питомої провiдностi
твердотiльної плазми має вигляд

‖𝜎‖ =

⎛⎝𝜎𝜌𝜌 𝜎𝜌𝜙 0
𝜎𝜙𝜌 𝜎𝜙𝜙 0
0 0 𝜎𝑧𝑧

⎞⎠,
де

𝜎𝜌𝜌=𝜎𝜙𝜙 =
𝑒2𝑁0𝜈

𝑚(𝜔2
𝐻 + 𝜈2)

,

𝜎𝜌𝜙 = −𝜎𝜙𝜌 =
𝑒2𝑁0𝜔𝐻

𝑚(𝜔2
𝐻 + 𝜈2)

,

𝜎𝑧𝑧=
𝑒2𝑁0

𝑚𝜈
,

𝜔𝐻 = 𝑒𝐻0

𝑚𝑐 – циклотронна частота електронiв про-
вiдностi. Усерединi хвилеводу, коли 𝜌 6 𝜌0, у ра-
зi вiдсутностi просторової дисперсiї iндукцiя еле-
ктричного поля

D(r, 𝑡) = ‖𝜀‖E(r, 𝑡) =

=

𝑧∑︁
𝛼=𝜌

e𝛼

𝑧∑︁
𝛽=𝜌

⎡⎣𝜀𝑙𝛿𝛼𝛽𝐸𝛽(r, 𝑡) + 4𝜋

𝑡∫︁
−∞

𝜎𝛼𝛽𝐸𝛽(r, 𝑡
′)𝑑𝑡′

⎤⎦,

де 𝜀𝑙 – дiелектрична стала кристалiчної ґратки
[46]. Нагадаємо, що через квазiстацiонарне набли-
ження густиною струму змiщення у твердотiльнiй
плазмi

1

4𝜋

𝜕

𝜕𝑡

𝑧∑︁
𝛼=𝜌

e𝛼

𝑧∑︁
𝛽=𝜌

𝜀𝑙𝛿𝛼𝛽𝐸𝛽(r, 𝑡) =
1

4𝜋

𝜕

𝜕𝑡
𝜀𝑙E(r, 𝑡)

ми нехтуємо. У випадку E(r, 𝑡) = E(r) exp(−𝑖𝜔𝑡),
де 𝑖2 = −1 i 𝜔 – характерний обернений час
електромагнiтного процесу (який вiдповiдає ци-
клiчнiй частотi власної хвилi плазмового цилiн-
дра), елементи тензора комплексної дiелектричної
проникностi ‖𝜀‖ мають вигляд 𝜀𝛼𝛽 = 𝜀𝛽𝛿𝛼𝛽 +

+ 𝑖
4𝜋𝜎𝛼𝛽

𝜔 [47].
З рiвняння руху електронного пучка (7) випли-

ває, що(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣0

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑣𝑧(r, 𝑡) =

𝑒

𝑚0
𝐸𝑧(r, 𝑡), (9)

𝐸𝜌(r, 𝑡) =
𝑣0
𝑐
𝐻𝜙(r, 𝑡), 𝐸𝜙(r, 𝑡) = −𝑣0

𝑐
𝐻𝜌(r, 𝑡). (10)

Дiя оберненого оператора (𝜕/𝜕𝑡+ 𝑣0𝜕/𝜕𝑧)
−1 на

(9), що визначає поздовжню змiнну складову ве-
ктора швидкостi електронiв пучка 𝑣𝑧(r, 𝑡), вiд-
ображає резонансне проявлення ефекту Вавiло-
ва–Черенкова. Зазначимо, що з урахуванням ви-
значень компонентiв електромагнiтного поля поза
плазмово-твердотiльного хвилеводу, якi виплива-
ють з (3) i (4b) та наводяться нижче, умови (10)
виконуються лише у разi резонансної вавiлово-
черенкiвської взаємодiї електронного потоку з по-
лями власних хвиль плазмового цилiндра.

З рiвнянь (4b) та (6) випливає рiвняння безпе-
рервностi електронного потоку:

𝑒
𝜕

𝜕𝑡
𝑁(r, 𝑡) + div j𝑏(r, 𝑡) = 0.

Звiдки, беручи до уваги (1), маємо(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣0

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑁(r, 𝑡) = −𝑁𝑏0(𝜌)

𝜕

𝜕𝑧
𝑣𝑧(r, 𝑡). (11)

Дiя оператора (𝜕/𝜕𝑡+ 𝑣0𝜕/𝜕𝑧)
−1 на це спiввiдно-

шення, що визначає змiнну частину густини еле-
ктронiв 𝑁(r, 𝑡), вiдображає резонансне збурення
електронного потоку, яке здiйснюється у разi ефе-
кту Вавiлова–Черенкова. З матерiального рiвнян-
ня (1) з урахуванням (9) та (11) випливає, що еле-
ктронний пучок в електродинамiчнiй системi має
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односпрямовану провiднiсть 𝜎𝑏 вздовж осi 𝑧, яка
визначається iз спiввiдношення(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣0

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝜎𝑏𝐸𝑧(r, 𝑡) =

𝑒2𝑁𝑏0(𝜌)

𝑚0

𝜕

𝜕𝑡
𝐸𝑧(r, 𝑡).

Звiдки видно, що провiднiсть електронного пу-
чка має резонансний характер, який визнача-
ється ефектом вавiлово-черенкiвської взаємодiї
електронiв з полями власних хвиль плазмового
цилiндра.

Нижче в математичних виразах опустимо вiд-
ображення функцiональної залежностi напруже-
ностей електромагнiтного поля та їх компонент вiд
просторово-часових змiнних (r, 𝑡), тобто маємо на
увазi, що E(r, 𝑡) ≡ E i H(r, 𝑡) ≡ H. У разi необ-
хiдностi видiлятимемо залежнiсть вiд радiальної
змiнної 𝜌.

4. Граничнi умови

З рiвнянь (5) та (4) з урахуванням теорем Остро-
градського–Гаусса i Стокса випливає, що на по-
верхнi твердотiльного плазмового цилiндра 𝜌 = 𝜌0,
де j𝑏(r, 𝑡) = 0, всi компоненти магнiтного поля є
безперервними, тобто H(𝜌0 + 0) = H(𝜌0 − 0). Без-
перервностi тангенцiальних 𝐻𝜙- та 𝐻𝑧-компонент
поля зумовленi скiнченою провiднiстю плазми.
З (3) випливають безперервностi аксiальної 𝐸𝑧-
i азимутальної 𝐸𝜙-компонент напруженостi еле-
ктричного поля на поверхнi 𝜌 = 𝜌0, тобто

𝐸𝑧(𝜌0 − 0) = 𝐸𝑧(𝜌0 + 0) i 𝐸𝜙(𝜌0 − 0) = 𝐸𝜙(𝜌0 + 0).

Згiдно з рiвнянням (4a) div j𝑒(r, 𝑡) = 0. Гранична
умова до цього рiвняння – безперервнiсть переходу
нормальної (радiальної) складової густини стру-
му провiдностi 𝑗𝜌(𝜌) всерединi цилiндра до густи-
ни струму змiщення 1

4𝜋
𝜕
𝜕𝑡𝐸𝜌(𝜌) поза цилiндром на

його бiчнiй поверхнi, яка згiдно з (2) має вигляд

𝜎𝜌𝜌𝐸𝜌(𝜌0−0)+𝜎𝜌𝜙𝐸𝜙(𝜌0−0) =
1

4𝜋

𝜕

𝜕𝑡
𝐸𝜌(𝜌0+0). (12)

Зазначимо, що умова (12) внаслiдок квазiстацiо-
нарного наближення еквiвалентна безперервностi
нормальної (радiальної) компоненти вектора iнду-
кцiї електричного поля на бiчнiй поверхнi цилiн-
дричного хвилеводу 𝜌 = 𝜌0.

На поверхнi електронного пучка 𝜌 = 𝜌𝑏 електри-
чне поле має безперервнi тангенцiальнi компонен-
ти вектора напруженостi E, тобто

𝐸𝑧(𝜌𝑏 − 0) = 𝐸𝑧(𝜌𝑏 + 0) i 𝐸𝜙(𝜌𝑏 − 0) = 𝐸𝜙(𝜌𝑏 + 0),

та розрив нормальної компоненти вектора iнду-
кцiї D(r, 𝑡) ≡ E, що зумовлено збуреним зарядом
пучка. Магнiтне поле має безперервну нормальну
компоненту вектора iндукцiї H, тобто
𝐻𝜌(𝜌𝑏 − 0) = 𝐻𝜌(𝜌𝑏 + 0)

та розрив тангенцiальної складової H𝜏 вектора
напруженостi H, що зумовлено збуреним стру-
мом пучка. Умови розриву тангенцiальної скла-
дової магнiтного поля та нормальної компонен-
ти iндукцiї електричного поля отримуються шля-
хом iнтегрування (4b) та (6) по нескiнченно ма-
лим площi-вектора 𝑑S = −𝑑𝜌𝑑𝑧e𝜙 та об’єму пучка
𝑑𝑉 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝑧 вiдповiдно. Цi умови у разi iдеаль-
ної провiдностi трубчатого пучка в поздовжньому
напрямку, що зумовлено замагнiченiстю електрон-
ного потоку, коли v(r, 𝑡) = e𝑧𝑣𝑧(r, 𝑡), мають вигляд
𝐻𝑧(𝜌𝑏 + 0)−𝐻𝑧(𝜌𝑏 − 0) = 0,

𝐻𝜙(𝜌𝑏 + 0, 𝑡)−𝐻𝜙(𝜌𝑏 − 0, 𝑡) =

=
4𝜋

𝑐
lim

Δ𝜌→0

𝜌𝑏+Δ𝜌∫︁
𝜌𝑏−Δ𝜌

𝑗𝑏𝑧(r, 𝑡)𝑑𝜌,

𝐸𝜌(𝜌𝑏 + 0, 𝑡)− 𝐸𝜌(𝜌𝑏 − 0, 𝑡) =

=
4𝜋𝑒

𝜌𝑏
lim

Δ𝜌→0

𝜌𝑏+Δ𝜌∫︁
𝜌𝑏−Δ𝜌

𝑁(r, 𝑡)𝜌𝑑𝜌,

де згiдно з (1), (9) та (11)(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣0

𝜕

𝜕𝑧

)︂2
𝑗𝑏𝑧(r, 𝑡) =

𝑒2𝑁𝑏0(𝜌)

𝑚0

𝜕

𝜕𝑡
𝐸𝑧(r, 𝑡),(︂

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣0

𝜕

𝜕𝑧

)︂2
𝑁(r, 𝑡) = −𝑒𝑁𝑏0(𝜌)

𝑚0

𝜕

𝜕𝑧
𝐸𝑧(r, 𝑡).

5. Компоненти електромагнiтного поля

Всерединi хвилеводу (𝜌 6 𝜌0) згiдно з (3) i (4a)
з урахуванням (2) i (8) поперечнi компоненти
(𝐸𝜌, 𝐸𝜙, 𝐻𝜌 i 𝐻𝜙) електромагнiтного поля ви-
ражаються через аксiальнi (подовжнi) 𝐸𝑧- i 𝐻𝑧-
компоненти таким чином:[︂(︂

𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂2
+
𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝜕4

𝜕𝑧4

]︂
𝐸𝜌 =

𝜕

𝜕𝑧

[︂(︂
1

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
−

− 4𝜋

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝜕

𝜕𝜌
+

4𝜋𝜎𝜌𝜙

𝑐2𝜎𝜌𝜌

𝜕

𝜕𝑡

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙

]︂
𝜎𝑧𝑧𝐸𝑧 +

+
1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡

[︂
4𝜋𝜎𝜌𝜙

𝑐2𝜎𝜌𝜌

𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝜌
−
(︂

1

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
−4𝜋

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙

]︂
𝜎𝑧𝑧𝐻𝑧,
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[︂(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂2
+
𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝜕4

𝜕𝑧4

]︂
𝐸𝜙 =

𝜕

𝜕𝑧

[︂(︂
1

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
−

− 4𝜋

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
−

4𝜋𝜎𝜌𝜙

𝑐2𝜎𝜌𝜌

𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝜌

]︂
𝜎𝑧𝑧𝐸𝑧 +

+
1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡

[︂
4𝜋𝜎𝜌𝜙

𝑐2𝜎𝜌𝜌

𝜕

𝜕𝑡

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
−
(︂

1

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
−4𝜋

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝜕

𝜕𝜌

]︂
𝜎𝑧𝑧𝐻𝑧,[︂(︂

𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂2
+

𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝜕4

𝜕𝑧4

]︂
𝐻𝜌 =

4𝜋

𝑐

[︂(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
−

− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
−

𝜎𝜌𝜙

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
𝜕

𝜕𝜌

]︂
𝜎𝑧𝑧𝐸𝑧 +

+
𝜕

𝜕𝑧

[︂
4𝜋𝜎𝜌𝜙

𝑐2𝜎𝜌𝜌

𝜕

𝜕𝑡

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
+

(︂
1

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝜕

𝜕𝜌

]︂
𝜎𝑧𝑧𝐻𝑧,[︂(︂

𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂2
+

𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝜕4

𝜕𝑧4

]︂
𝐻𝜙 = −4𝜋

𝑐

[︂(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
−

− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝜕

𝜕𝜌
+

𝜎𝜌𝜙

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙

]︂
𝜎𝑧𝑧𝐸𝑧 −

− 𝜕

𝜕𝑧

[︂
4𝜋𝜎𝜌𝜙

𝑐2𝜎𝜌𝜌

𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝜌
−
(︂

1

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
−4𝜋

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙

]︂
𝜎𝑧𝑧𝐻𝑧.

У свою чергу, аксiальнi компоненти поля визнача-
ються розв’язками системи рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝜋

𝑐

𝜎𝑧𝑧𝜎𝜌𝜙

𝜎𝜌𝜌

𝜕

𝜕𝑧
Δ⊥𝐸𝑧=

[︂(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂2
+

+
𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝜕4

𝜕𝑧4
+

(︂
𝜎𝑧𝑧

𝜎𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
Δ⊥

]︂
𝐻𝑧,

𝜎𝜌𝜙

𝜎𝜌𝜌

𝜕

𝜕𝑧

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
Δ⊥𝐻𝑧=−

[︂(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂2
+

+
𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝜕4

𝜕𝑧4
+

(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
Δ⊥

]︂
𝐸𝑧,

(13)

де

Δ⊥ =
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2

– поперечна складова оператора Лапласа
Δ = Δ⊥ + 𝜕2/𝜕𝑧2. З (13) випливає, що 𝐸𝑧- та
𝐻𝑧-компоненти є розв’язками iдентичних рiвнянь{︂
Δ2

⊥ +

[︂(︂
1 +

𝜎𝑧𝑧

𝜎𝜌𝜌

)︂
𝜕2

𝜕𝑧2
− 8𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

]︂
Δ⊥ +

+

(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
− 4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂2
+
𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝜕4

𝜕𝑧4

}︂{︂
𝐸𝑧

𝐻𝑧

}︂
= 0, (14a)

[︂
Δ2 +

(︂
𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝜕2

𝜕𝑧2
− 8𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡

)︂
Δ+

+
16𝜋2𝜎2

𝑧𝑧

𝑐4
𝜕2

𝜕𝑡2

]︂{︂
𝐸𝑧

𝐻𝑧

}︂
= 0. (14b)

Поза хвилеводу (𝜌 > 𝜌0) та електронного пучка
(𝜌 ̸= 𝜌𝑏, де j𝑏(r, 𝑡) = 0) згiдно з (3), (4b), (5) i (6),
яке у разi 𝜌 ̸= 𝜌𝑏 має вигляд divE = 0, збурення
електромагнiтного поля в довiльнiй точцi просто-
ру на довiльний момент часу описуються хвильо-
вими рiвняннями

ΔE =
1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
E, ΔH =

1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
H,

розв’язки яких мають вигляд плоских монохрома-
тичних хвиль. При цьому вiдповiдно до (3) i (4b)
поперечнi 𝐸𝜌-, 𝐸𝜙-, 𝐻𝜌- i 𝐻𝜙-компоненти поля ви-
ражаються через 𝐸𝑧- i 𝐻𝑧-компоненти таким чи-
ном:(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
− 1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2

)︂
𝐸𝜌 =

𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜌
𝐸𝑧 −

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
𝐻𝑧,(︂

𝜕2

𝜕𝑧2
− 1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2

)︂
𝐸𝜙 =

𝜕

𝜕𝑧

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
𝐸𝑧 +

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝜌
𝐻𝑧,(︂

𝜕2

𝜕𝑧2
− 1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2

)︂
𝐻𝜌 =

𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜌
𝐻𝑧 +

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
𝐸𝑧,(︂

𝜕2

𝜕𝑧2
− 1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2

)︂
𝐻𝜙 =

𝜕

𝜕𝑧

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜙
𝐻𝑧 −

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝜌
𝐸𝑧.

У свою чергу, 𝐸𝑧- i 𝐻𝑧-компоненти поля визнача-
ються розв’язками рiвнянь(︂
Δ⊥ +

𝜕2

𝜕𝑧2
− 1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2

)︂{︂
𝐸𝑧

𝐻𝑧

}︂
= 0, (15a)(︂

Δ− 1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2

)︂{︂
𝐸𝑧

𝐻𝑧

}︂
= 0. (15b)

Зазначимо, що умови (10) виконуються у разi,
коли(︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣0

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝐻𝑧 = 0𝐻𝑧,

(︂
𝑣0
𝑐2

𝜕

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝐸𝑧 = 0𝐸𝑧.

Перша умова свiдчить про резонансну взаємо-
дiю електронiв пучка та полiв власних хвиль
плазмового хвилеводу у разi проявлення ефекту
Вавiлова–Черенкова. Друга умова практично не
виконується через нехтування нелiнiйним ефектом
впливу поля хвиль просторового заряду (ХПЗ) пу-
чка на рух електронiв.

260 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2022. Т. 67, № 4



Нестiйкiсть трубчастого електронного пучка

6. Поля хвиль, що збуджуються
в електродинамiчнiй системi

Розв’язання наведених рiвнянь (14) i (15) проведе-
мо методом роздiлення змiнних з поданням векто-
рiв напруженостей електромагнiтного поля у ви-
глядi набору просторово-часових гармонiк:

E =

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

E𝑛(𝜌) exp
[︀
𝑖
(︀
𝑞𝑧𝑧+𝑛𝜙−𝜔𝑡

)︀]︀
𝑑𝑞𝑧𝑑𝜔,

H =

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

H𝑛(𝜌) exp
[︀
𝑖
(︀
𝑞𝑧𝑧+𝑛𝜙−𝜔𝑡

)︀]︀
𝑑𝑞𝑧𝑑𝜔,

де E𝑛(𝜌) i H𝑛(𝜌) – спектральнi складовi електри-
чного та магнiтного полiв, 𝑞𝑧 i 𝑛 – поздовжнє (аксi-
альне) хвильове число i номер просторової гармо-
нiки (збiгається з азимутальним модовим iндексом
хвилi) вiдповiдно.

Згiдно з (14) аксiальнi спектральнi 𝐸𝑧𝑛(𝜌)-
i 𝐻𝑧𝑛(𝜌)-складовi електромагнiтного поля вла-
сних хвиль хвилеводу у разi 𝜌 6 𝜌0 визначаються
розв’язками рiвнянь{︂
Δ2

⊥𝑛 +

[︂
𝑖𝜔

8𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
−
(︂
𝜎𝑧𝑧

𝜎𝜌𝜌
+ 1

)︂
𝑞2𝑧

]︂
Δ⊥𝑛 +

+

(︂
𝑖𝜔

4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
− 𝑞2𝑧

)︂2
+

𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝑞4𝑧

}︂{︂
𝐸𝑧𝑛(𝜌)
𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
= 0, (16a)

[︂
Δ2

𝑛 +

(︂
𝑖𝜔

8𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
−

𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝑞2𝑧

)︂
Δ𝑛 −

−𝜔2 16𝜋
2𝜎2

𝑧𝑧

𝑐4

]︂{︂
𝐸𝑧𝑛(𝜌)
𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
= 0, (16b)

де

Δ⊥𝑛 =
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
− 𝑛2

𝜌2
, Δ𝑛 = Δ⊥𝑛 − 𝑞2𝑧 .

Рiвняння (16a) та (16b) зводяться до вигляду

(︀
Δ⊥𝑛 + 𝜅2

1

)︀(︀
Δ⊥𝑛 + 𝜅2

2

)︀{︂𝐸𝑧𝑛(𝜌)
𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
= 0, (17)

(︀
Δ𝑛 + 𝑞21

)︀(︀
Δ𝑛 + 𝑞22

)︀{︂𝐸𝑧𝑛(𝜌)
𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
= 0, (18)

у яких 𝜅2
1,2 та 𝑞21,2 – власнi числа (значення) опе-

раторiв Δ⊥𝑛 та Δ𝑛, що визначаються розв’язками

характеристичних рiвнянь

𝜅4 − 𝜅2

[︂
𝑖𝜔

8𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
−
(︂
𝜎𝑧𝑧

𝜎𝜌𝜌
+ 1

)︂
𝑞2𝑧

]︂
+

+

(︂
𝑖𝜔

4𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
− 𝑞2𝑧

)︂2
+

𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝑞4𝑧 = 0, (19a)

𝑞4 − 𝑞2
(︂
𝑖𝜔

8𝜋𝜎𝑧𝑧

𝑐2
−

𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

𝑞2𝑧

)︂
− 𝜔2 16𝜋

2𝜎2
𝑧𝑧

𝑐4
= 0 (19b)

вiдносно 𝜅2 та 𝑞2 вiдповiдно, оскiльки

Δ⊥𝑛

{︂
𝐸𝑧𝑛(𝜌)

𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
= −𝜅2

{︂
𝐸𝑧𝑛(𝜌)

𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
та

Δ𝑛

{︂
𝐸𝑧𝑛(𝜌)

𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
= −𝑞2

{︂
𝐸𝑧𝑛(𝜌)

𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
.

Звiдси маємо

𝜅2
1,2 =

1

2
𝑞2𝑧

𝜎2
𝜌𝜙

𝜎2
𝜌𝜌

(︃
1−

8𝜋𝜎𝑧𝑧𝜎
2
𝜌𝜌

𝑞2𝑧𝑐
2𝜎2

𝜌𝜙

∓

∓

√︃
1− 𝑖

16𝜋𝜎𝑧𝑧𝜎
2
𝜌𝜌

𝑞2𝑧𝑐
2𝜎2

𝜌𝜙

)︃
− 𝑞2𝑧 , (20a)

𝑞21,2 = 𝜅2
1,2 + 𝑞2𝑧 . (20b)

З метою фiзичного осмислення природи власних
хвиль замагнiченого плазмового хвилеводу роз-
глянемо окремi випадки, коли плазма є практи-
чно беззiштовхувальною (𝜈 → 0) i сильнозiзштов-
хувальною з частотою зiткнень основних носiїв
заряду iстотно менше їх циклотронної частоти
(𝜈 → ∞, 𝜈 ≪ |𝜔𝐻 |). У першому випадку рiвняння
(19) спрощуються до вигляду

𝜅2𝑞2𝑧 − 16𝜋2𝜎2
𝑧𝑧𝜎

2
𝜌𝜌𝜔

2
⧸︀
𝜎2
𝜌𝜙𝑐

4 + 𝑞4𝑧 = 0

i

𝑞2𝑞2𝑧 − 16𝜋2𝜎2
𝑧𝑧𝜎

2
𝜌𝜌𝜔

2
⧸︀
𝜎2
𝜌𝜙𝑐

4 = 0,

а у другому –

𝜅4 + 𝜅2(2𝑞2𝑧 + 𝑞2𝑧𝜎
2
𝜌𝜙

⧸︀
𝜎2
𝜌𝜌) + 𝑞4𝑧(1 + 𝜎2

𝜌𝜙

⧸︀
𝜎2
𝜌𝜌) = 0

i

𝑞4𝑧 + 𝑞2𝑞2𝑧𝜎
2
𝜌𝜙

⧸︀
𝜎2
𝜌𝜌 = 0

вiдповiдно. Отже, у разi 𝜈 → 0 маємо 𝜅2 = 𝑞20 − 𝑞2𝑧
i 𝑞 = 𝑞0, де

𝑞0 = 4𝜋𝜎𝑧𝑧𝜎𝜌𝜌𝜔
⧸︀
𝜎𝜌𝜙𝑞𝑧𝑐

2 = 4𝜋𝑒𝑁0𝜔
⧸︀
𝐻0𝑞𝑧𝑐
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– хвильове число гелiконiв [22]. У цьому випад-
ку (8) набуває вигляду рiвняння руху заряджених
частинок з нульовою ефективною масою (𝑚 = 0),
якi в системi без втрат породжують коливальнi
процеси магнiтного поля, тобто збурення зовнi-
шнього магнiтного поля H0, що мають гелiконне
походження [23, 24, 38]. Внаслiдок iдеальної про-
вiдностi середовища хвилеводу є можливiсть про-
тiкання струму на його поверхнi. При цьому за-
магнiченi вiльнi електрони у хвилеводi рухаються
прямолiнiйно лише вздовж твiрних цилiндра. От-
же, поверхневий струм має лише одну складову
вздовж поздовжньої координатної осi 𝑧. У цьому
випадку iз рiвнянь (5) i (4) з урахуванням теорем
Остроградського–Гаусса i Стокса випливає, що на
поверхнi цилiндра 𝜌 = 𝜌0 компоненти магнiтного
поля 𝐻𝜌 i 𝐻𝑧 є безперервними, а 𝐻𝜙-компонента
має розрив: 𝐻𝜙(𝜌0 + 0) − 𝐻𝜙(𝜌0 − 0) = 4𝜋𝑗𝑠𝑧

⧸︀
𝑐,

що зумовлений поздовжнiм поверхневим струмом
iз густиною 𝑗𝑠𝑧 [23]. У разi 𝜈 → ∞ маємо 𝜅2

1 = 𝑞2𝑧 i
𝜅2
2 = 𝑞20 − 𝑞2𝑧 , де 𝑞20 = −𝑞2𝑧𝜎

2
𝜌𝜙

⧸︀
𝜎2
𝜌𝜌 = −𝑞2𝑧𝜔

2
𝐻

⧸︀
𝜈2 –

квадрат хвильового числа, яке характеризує збу-
рений стан магнiтного поля. Негативнi значення 𝜅2

1

i 𝜅2
2 вказують на електростатичну природу поля.
Усерединi хвилеводу (𝜌 6 𝜌0), з урахуванням

умови скiнченностi величин 𝐸𝑧𝑛(𝜌) i 𝐻𝑧𝑛(𝜌) на осi
цилiндра 𝜌 = 0, розв’язки (16)–(18) мають вигляд

𝐸𝑧𝑛(𝜌) = 𝐴𝐸
𝑛1𝑍𝑛(𝜅1𝜌) +𝐴𝐸

𝑛2𝑍𝑛(𝜅2𝜌),

𝐻𝑧𝑛(𝜌) = 𝐴𝐻
𝑛1𝑍𝑛(𝜅1𝜌) +𝐴𝐻

𝑛2𝑍𝑛(𝜅2𝜌),

де

𝑍𝑛(𝜅1,2𝜌) =

{︃
𝐽𝑛(𝜅1,2𝜌), 𝜅2

1,2 > 0 (𝜅2
1,2 ∈ C),

𝐼𝑛(𝜅1,2𝜌), 𝜅2
1,2 < 0,

𝐽𝑛(𝑥) – функцiя Бесселя 𝑛-го порядку першого
роду, 𝐼𝑛(𝑥) – однойменна модифiкована функцiя
(функцiя Iнфельда), 𝜅1,2 – поперечнi (радiальнi)
хвильовi числа (20), 𝐴𝐸,𝐻

𝑛1,𝑛2 – довiльнi сталi. Вiдпо-
вiдно до (13) мiж сталими 𝐴𝐸

𝑛1 i 𝐴𝐻
𝑛1, а також 𝐴𝐸

𝑛2

i 𝐴𝐻
𝑛2 iснують зв’язки

𝐴𝐸
𝑛1 = 𝑖𝛾1

𝜔

𝑐
𝐴𝐻

𝑛1, 𝐴𝐸
𝑛2 = 𝑖𝛾2

𝜔

𝑐
𝐴𝐻

𝑛2,

в яких

𝛾1,2 =
(︀
1∓

√︁
1− 4𝑖𝑞0𝜎𝜌𝜌/𝑞𝑧𝜎𝜌𝜙

)︀⧸︀
2𝑞0.

При цьому поперечнi хвильовi числа (20) набува-
ють вигляду

𝜅1,2 = 𝑞0
(︀
𝑞20𝛾1,2+𝑖𝑞𝑧𝜎𝜌𝜙

⧸︀
𝜎𝜌𝜌

)︀
−𝑞2𝑧 , 𝑞21,2 = 𝜅1,2+𝑞2𝑧 .

Поперечнi спектральнi складовi фур’є-компонент
електромагнiтного поля визначаються через аксi-
альнi складовi та мають вигляд

𝜅2
1𝜅

2
2𝐸𝜌𝑛(𝜌) =

1

𝑞𝑧

𝜔

𝑐

[︂
𝜅2
2

(︂
𝑏1

𝜕

𝜕𝜌
− 𝑞𝑧

𝑛

𝜌

)︂
𝐴𝐻

𝑛1𝑍𝑛(𝜅1𝜌)+

+𝜅2
1

(︂
𝑏2

𝜕

𝜕𝜌
− 𝑞𝑧

𝑛

𝜌

)︂
𝐴𝐻

𝑛2𝑍𝑛(𝜅2𝜌)

]︂
,

𝜅2
1𝜅

2
2𝐸𝜙𝑛(𝜌) =

𝑖

𝑞𝑧

𝜔

𝑐

[︂
𝜅2
2

(︂
𝑏1
𝑛

𝜌
− 𝑞𝑧

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐴𝐻

𝑛1𝑍𝑛(𝜅1𝜌)+

+𝜅2
1

(︂
𝑏2
𝑛

𝜌
− 𝑞𝑧

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐴𝐻

𝑛2𝑍𝑛(𝜅2𝜌)

]︂
,

𝜅2
1𝜅

2
2𝐻𝜌𝑛(𝜌) = 𝑖

[︂
𝜅2
2

(︂
𝑞𝑧

𝜕

𝜕𝜌
− 𝑎1

𝑛

𝜌

)︂
𝐴𝐻

𝑛1𝑍𝑛(𝜅1𝜌)+

+𝜅2
1

(︂
𝑞𝑧

𝜕

𝜕𝜌
− 𝑎2

𝑛

𝜌

)︂
𝐴𝐻

𝑛2𝑍𝑛(𝜅2𝜌)

]︂
,

𝜅2
1𝜅

2
2𝐻𝜙𝑛(𝜌) = −

[︂
𝜅2
2

(︂
𝑞𝑧

𝑛

𝜌
− 𝑎1

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐴𝐻

𝑛1𝑍𝑛(𝜅1𝜌)+

+𝜅2
1

(︂
𝑞𝑧

𝑛

𝜌
− 𝑎2

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐴𝐻

𝑛2𝑍𝑛(𝜅2𝜌)

]︂
,

де

𝑎1,2 = −𝑖𝑞0𝛾1,2𝑞𝑧𝜎𝜌𝜙

⧸︀
𝜎𝜌𝜌,

𝑏1,2 =
(︀
𝑞20 − 𝑞2𝑧

)︀
𝛾1,2 + 𝑖𝑞𝑧𝜎𝜌𝜙

⧸︀
𝜎𝜌𝜌.

Вiдповiдно до (15) аксiальнi спектральнi 𝐸𝑧𝑛(𝜌)-
i 𝐻𝑧𝑛(𝜌)-складовi електромагнiтного поля власних
хвиль хвилеводу у разi 𝜌 > 𝜌0 i 𝜌 ̸= 𝜌0 задовольня-
ють рiвнянням

(︀
Δ⊥𝑛 + 𝜅2

0

)︀{︂𝐸𝑧𝑛(𝜌)

𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
= 0, (21a)(︂

Δ𝑛 +
𝜔

𝑐

)︂{︂
𝐸𝑧𝑛(𝜌)

𝐻𝑧𝑛(𝜌)

}︂
= 0, (21b)

де 𝜅2
0 = 𝜔2

⧸︀
𝑐2 − 𝑞2𝑧 . Вони є рiвняннями Бесселя,

коли 𝜅2
0 > 0, або однойменними модифiкованими

рiвняннями, коли 𝜅2
0 < 0. З урахуванням умови

скiнченностi величин 𝐸𝑧𝑛(𝜌) i 𝐻𝑧𝑛(𝜌) у разi 𝜌 → ∞,
розв’язки (21) поза цилiндром мають вигляд

𝐸𝑧𝑛(𝜌) =
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=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐵𝐸
𝑛 𝐻

(1)
𝑛 (𝜅0𝜌) + 𝐶𝐸

𝑛 𝐽𝑛(𝜅0𝜌)

if 𝜅2
0 > 0: (𝜅2

0 ∈ C),

𝐵𝐸
𝑛 𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌) + 𝐶𝐸

𝑛 𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌)

if 𝜅2
0 < 0,

if 𝜌0 6 𝜌 6 𝜌𝑏,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐷𝐸
𝑛𝐻

(1)
𝑛 (𝜅0𝜌)

if 𝜅2
0 > 0: (𝜅2

0 ∈ C),

𝐷𝐸
𝑛𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌)

if 𝜅2
0 < 0,

if 𝜌 > 𝜌𝑏,

𝐻𝑧𝑛(𝜌) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐵𝐻
𝑛 𝐻

(1)
𝑛 (𝜅0𝜌) + 𝐶𝐻

𝑛 𝐽𝑛(𝜅0𝜌)

if 𝜅2
0 > 0: (𝜅2

0 ∈ C),

𝐵𝐻
𝑛 𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌) + 𝐶𝐻

𝑛 𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌)

if 𝜅2
0 < 0,

if 𝜌0 6 𝜌 6 𝜌𝑏,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐷𝐻
𝑛 𝐻

(1)
𝑛 (𝜅0𝜌)

if 𝜅2
0 > 0: (𝜅2

0 ∈ C),

𝐷𝐻
𝑛 𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌)

if 𝜅2
0 < 0,

if 𝜌 > 𝜌𝑏,

де 𝐻(1)
𝑛 (𝑥) i 𝐾𝑛(𝑥) – функцiї Ганкеля першого роду

i Макдональда вiдповiдно, 𝐵𝐸,𝐻
𝑛 , 𝐶𝐸,𝐻

𝑛 i 𝐷𝐸,𝐻
𝑛 –

довiльнi сталi.
Iншi спектральнi складовi фур’є-компонент еле-

ктромагнiтного поля власних хвиль хвилеводу по-
за межами електронного пучка (𝜌 > 𝜌0 i 𝜌 ̸= 𝜌𝑏)
мають вигляд

𝜅2
0𝐸𝜌𝑛(𝜌) = 𝑖𝑞𝑧

𝜕

𝜕𝜌
𝐸𝑧𝑛(𝜌)−

𝜔

𝑐

𝑛

𝜌
𝐻𝑧𝑛(𝜌),

𝜅2
0𝐸𝜙𝑛(𝜌) = −𝑞𝑧

𝑛

𝜌
𝐸𝑧𝑛(𝜌)− 𝑖

𝜔

𝑐

𝜕

𝜕𝜌
𝐻𝑧𝑛(𝜌),

𝜅2
0𝐻𝜌𝑛(𝜌) = 𝑖𝑞𝑧

𝜕

𝜕𝜌
𝐻𝑧𝑛(𝜌) +

𝜔

𝑐

𝑛

𝜌
𝐸𝑧𝑛(𝜌),

𝜅2
0𝐻𝜙𝑛(𝜌) = −𝑞𝑧

𝑛

𝜌
𝐻𝑧𝑛(𝜌) + 𝑖

𝜔

𝑐

𝜕

𝜕𝜌
𝐸𝑧𝑛(𝜌).

У разi ефекту Вавiлова–Черенкова виконує-
ться умова (𝑞𝑧𝑣0 − 𝜔)𝐻𝑧𝑛(𝜌) = 0, звiдки для ХПЗ
𝜔 = 𝑞𝑧𝑣0.

Таким чином, спектральнi складовi власних
хвиль хвилеводу складаються з суперпозицiї двох
парцiальних хвиль, якi вiдрiзняються амплiтуда-
ми та хвильовими числами (𝜅1 i 𝜅2). Вiдповiдно

до [5, 13, 14, 43], у випадку 𝜅2
1,2 > 0 (або 𝜅2

1,2 ∈ C) i
𝜅2
0 > 0 (або 𝜅2

0 ∈ C) електромагнiтнi поля власних
хвиль хвилеводу вiдповiдають об’ємним хвилям, а
у разi 𝜅2

0 < 0 – об’ємно-поверхневим хвилям, ви-
промiнювання яких у вiльний простiр має стати-
чну природу. При цьому власнi хвилi є гiбридними,
тип (𝐸 або 𝐻) яких визначається за домiнуючою
аксiальною компонентою електромагнiтного поля
[13, 43, 48].

У нашому випадку 𝜅2
0 < 0, оскiльки для ХПЗ,

якi створюються електронами у разi проявлен-
ня ефекту Вавiлова–Черенкова, маємо 𝑞𝑧 = 𝜔

⧸︀
𝑣0

i 𝜔2
⧸︀
𝑐2 ≪ 𝑞2𝑧 , оскiльки 𝑣0 ≪ 𝑐. Отже, поза хвиле-

водом (𝜌 > 𝜌0) аксiальнi спектральнi складовi еле-
ктромагнiтного поля 𝐸𝑧𝑛(𝜌) та 𝐻𝑧𝑛(𝜌) мають ви-
гляд

𝐸𝑧𝑛(𝜌) =

{︃
𝐵𝐸

𝑛 𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌)+𝐶𝐸
𝑛 𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌), 𝜌0 6 𝜌 6 𝜌𝑏,

𝐷𝐸
𝑛𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌), 𝜌 > 𝜌𝑏,

𝐻𝑧𝑛(𝜌) =

{︃
𝐵𝐻

𝑛 𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌)+𝐶𝐻
𝑛 𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌), 𝜌0 6 𝜌 6 𝜌𝑏,

𝐷𝐻
𝑛 𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌), 𝜌 > 𝜌𝑏.

Внаслiдок резонансної вавiлово-черенковської
взаємодiї ХПЗ з полями власних хвиль пла-
змового хвилеводу маємо 𝑞0 = 4𝜋𝑒𝑁0𝑣0

⧸︀
𝐻0𝑐 i

𝑞20 = −𝜔2
𝐻𝜔2

⧸︀
𝜈2𝑣20 . Отже, 𝑞0 є дiйсною величиною i

не залежить вiд частоти 𝜔, а визначається концен-
трацiєю електронiв провiдностi плазми 𝑁0 та зов-
нiшнiми факторами – iндукцiєю зовнiшнього ма-
гнiтного поля 𝐻0 та швидкiстю електронiв 𝑣0 пу-
чка, що обдуває хвилевiд. Збурення силових лiнiй
магнiтного поля 𝐻0 характеризуються хвильовим
числом 𝑞0, яке залежить вiд частоти 𝜔 ХПЗ. Ве-
личина 𝑞0 визначається iндукцiєю 𝐻0 та внутрi-
шнiми факторами плазми — частотою зiткнень 𝜈
та ефективною масою 𝑚 електронiв, i зовнiшнiм
фактором – швидкiстю 𝑣0.

Таким чином, внаслiдок обдування замагнiче-
ним трубчастим електронним пучком плазмового
хвилеводу в ньому збуджуються гiбриднi об’ємно-
поверхневi (з 𝜅2

1,2 > 0) або поверхневi (з 𝜅2
1,2 < 0)

хвилi гелiконного походження. У разi рiзних зна-
кiв квадратiв поперечних хвильових чисел 𝜅2

1,2, як
i у разi їх комплексних величин, збуджуються вла-
снi гiбриднi об’ємно-поверхневi хвилi хвилеводу.
При цьому збудження власних хвиль хвилеводу
здiйснюється ХПЗ пучка з узгодженням 𝐸𝑧𝑛(𝜌)-
компонент поля. Вiдповiдно до [49–61] в основi ме-
ханiзму стабiлiзацiї зростання їх амплiтуд лежить
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ефект синхронного захоплення електронiв пучка
полями зв’язаних хвиль, одна з яких – ХПЗ в еле-
ктронному потоцi, а iнша — електромагнiтна хви-
ля в хвилеводi, який виконує роль сповiльнюваль-
ної структури.

7. Дисперсiйнi рiвняння

Зазначимо, що умови безперервностей тангенцi-
альних складових напруженостi електричного по-
ля E𝜏 на поверхнях цилiндра 𝜌 = 𝜌0 та електрон-
ного пучка 𝜌 = 𝜌𝑏, якi зводяться до

𝐸𝑧𝑛(𝜌0− 0)=𝐸𝑧𝑛(𝜌0+ 0), 𝐸𝜙𝑛(𝜌0− 0)=𝐸𝑧𝑛(𝜌0+ 0)

i

𝐸𝑧𝑛(𝜌𝑏− 0)=𝐸𝑧𝑛(𝜌𝑏+ 0), 𝐸𝜙𝑛(𝜌𝑏− 0)=𝐸𝑧𝑛(𝜌𝑏+ 0)

є еквiвалентними умовам безперервностей нор-
мальних складових iндукцiї магнiтного поля,
тобто

𝐻𝜌𝑛(𝜌0− 0)=𝐻𝜌𝑛(𝜌0+ 0) i 𝐻𝜌𝑛(𝜌𝑏− 0)=𝐻𝜌𝑛(𝜌𝑏+ 0)

вiдповiдно. У свою чергу, умова (12) є рiвносиль-
ною умовi безперервностi тангенцiальної складо-
вої напруженостi магнiтного поля H𝜏 , яка еквi-
валентна

𝐻𝑧𝑛(𝜌0− 0)=𝐻𝑧𝑛(𝜌0+ 0) i 𝐻𝜙𝑛(𝜌0− 0)=𝐻𝑧𝑛(𝜌0+ 0).

На поверхнi пучка умова розриву H𝜏 зводиться до
вигляду

𝐻𝑧𝑛(𝜌𝑏− 0)=𝐻𝑧𝑛(𝜌𝑏+ 0)

i

𝐻𝜙𝑛(𝜌𝑏+0)−𝐻𝜙𝑛(𝜌𝑏−0)=
4𝜋

𝑐
lim

Δ𝜌→0

𝜌𝑏+Δ𝜌∫︁
𝜌𝑏−Δ𝜌

𝜎𝑏𝐸𝑧𝑛(𝜌)𝑑𝜌,

де

𝜎𝑏 =
𝑖𝑒2𝜔𝑁𝑏0(𝜌)

𝑚0 (𝑞𝑧𝑣0 − 𝜔) 2
,

i є рiвносильною умовi розриву нормальної скла-
дової iндукцiї електричного поля, яка набуває
вигляду

𝐸𝜙𝑛(𝜌𝑏+0)−𝐸𝜙𝑛(𝜌𝑏−0)=
4𝜋𝑒

𝜌𝑏
lim

Δ𝜌→0

𝜌𝑏+Δ𝜌∫︁
𝜌𝑏−Δ𝜌

𝑁(r, 𝑡)𝜌𝑑𝜌,

де

𝑁(r, 𝑡) =
𝑖𝑒𝑞𝑧𝑁𝑏0(𝜌)𝐸𝑧𝑛(𝜌)

𝑚0 (𝑞𝑧𝑣0 − 𝜔) 2
.

Набiр лiнiйно-незалежних граничних умов на
поверхнях цилiндра 𝜌 = 𝜌0 та електронного пучка
𝜌 = 𝜌𝑏, що складається з умов для тангенцiаль-
них компонентiв електромагнiтного поля, формує
квадратну систему однорiдних лiнiйних алгебра-
їчних рiвнянь. Умова iснування її нетривiальних
розв’язкiв приводить до дисперсiйного рiвняння
електродинамiчної системи iз зв’язаними хвилями:

𝐷𝑛(𝑞𝑧, 𝜔)
[︁
(𝑞𝑧𝑣0 − 𝜔)

2
+ Γ𝑛(𝑞𝑧, 𝜔)𝜔

2
𝑏

]︁
=

= 𝛼𝑛(𝑞𝑧, 𝜔)𝜔
2
𝑏 , (22)

де

𝐷𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) = Δ𝐻
1 Δ𝐸

2 −Δ𝐻
2 Δ𝐸

1 ,

Δ𝐻
1,2 =

𝑞𝑧
𝜅2
1,2

𝜕
𝜕𝜌𝑍𝑛(𝜅1,2𝜌0)

𝑍𝑛(𝜅1,2𝜌0)
−

− 𝑞𝑧
𝜅2
0

𝜕
𝜕𝜌𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌0)
𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌0)

− 𝑛

𝜌0

(︂
𝑏1,2
𝜅2
1,2

+
𝑞2𝑧𝛾1,2
𝜅2
0

)︂
,

Δ𝐸
1,2 =

𝑎1,2
𝜅2
1,2

𝜕
𝜕𝜌𝑍𝑛(𝜅1,2𝜌0)

𝑍𝑛(𝜅1,2𝜌0)
+

+
𝛾1,2
𝜅2
0

𝜔2

𝑐2

𝜕
𝜕𝜌𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌0)
𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌0)

− 𝑞𝑧𝑛

𝜌0

(︂
1

𝜅2
1,2

− 1

𝜅2
0

)︂
,

𝜔2
𝑏 = 4𝜋𝑒2𝑁𝑏0

⧸︀
𝑚0 – квадрат плазмової частоти

електронiв пучка. Коефiцiєнти депресiї сил про-
сторового заряду Γ𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) та зв’язку пучка iз син-
хронною власною модою плазмово-твердотiльного
цилiндра 𝛼𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) [2, 62] мають вигляд

Γ𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) = 𝜅2
0𝑎𝜌𝑏𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)×

×
[︂
1− 𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌0)

𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌0)𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)

]︂
,

𝛼𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) =
𝑎𝜌𝑏𝜔

2

𝜌0𝑐2
𝐾2

𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)
𝐾2

𝑛(|𝜅0|𝜌0)
(︀
Δ𝐻

1 𝛾2 −Δ𝐻
2 𝛾1

)︀
.

Коефiцiєнт Γ𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) характеризує змiну поля про-
сторового заряду, з одного боку, у разi переходу
вiд нескiнченно тонкого пучка до пучка скiнчен-
ного перерiзу. З iншого боку, у разi змiни прицiль-
ної вiдстанi вiд нульового значення до значення
𝜌𝑏 − 𝜌0. Коефiцiєнт 𝛼𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) має максимальне зна-
чення, коли пучок транспортується вздовж твiр-
них бiчної поверхнi цилiндра, тобто коли 𝜌𝑏 = 𝜌0, i
зменшується зi збiльшенням прицiльної вiдстанi.
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Нестiйкiсть трубчастого електронного пучка

Рiвняння (22) представлено у виглядi характе-
ристичного рiвняння лампи з бiжучою хвилею О-
типу [2]. У нашому випадку воно визначає резо-
нансну взаємодiю ХПЗ пучка з власними хвилями
цилiндра у разi ефекту Вавiлова–Черенкова.

Коли в електродинамiчнiй системi електронний
пучок вiдсутнiй (𝜔𝑏 = 0, 𝑣0 = 0), рiвняння (22)
зводиться до дисперсiйного рiвняння магнiтопла-
змового цилiндра у квазiстацiонарному наближен-
нi [25]:

𝐷𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) = Δ𝐻
1 Δ𝐸

2 −Δ𝐻
2 Δ𝐸

1 = 0. (23)

Залежно вiд значень поперечних хвильових чи-
сел 𝜅1,2 його розв’язки характеризують власнi
об’ємно-поверхневi (у разi 𝜅2

1,2 ∈ C чи 𝜅2
1,2 > 0)

i поверхневi (у разi 𝜅2
1,2 < 0) хвилi цилiндра.

У випадку, коли 𝜌𝑏 ≫ 𝜌0 (в крайньому випадку
𝜌𝑏 → ∞) у разi постiйного радiуса хвилеводу 𝜌0,
𝛼𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) → 0, i електродинамiчна система має двi
незалежнi пiдсистеми – плазмово-твердотiльний
цилiндр i невзаємодiючий з ним потiк електро-
нiв. Дисперсiйне рiвняння (22) розпадається на два
рiвняння: 𝐷𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) = 0 i(︀
𝑞𝑧𝑣0 − 𝜔

)︀2
+ Γ𝑛(𝑞𝑧, 𝜔)𝜔

2
𝑏 = 0. (24)

Рiвняння (24) є дисперсiйним рiвнянням трубча-
того електронного пучка зi скiнченим поперечним
розмiром його товщини 𝑎. Коефiцiєнт Γ𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) ха-
рактеризує змiну поля просторового заряду у разi
переходу вiд нескiнченно тонкого трубчатого пу-
чка, у якого частоти ХПЗ 𝜔 = 𝑞𝑧𝑣0, до пучка скiн-
ченого перерiзу, у якого частоти ХПЗ визначаю-
ться розв’язками (24), за наявностi всерединi ньо-
го слабовпливаючої цилiндричної неоднорiдностi з
радiусом 𝜌0 ≪ 𝜌𝑏.

В електростатичному наближеннi (що є рiвно-
сильним випадку, коли 𝑐 → ∞) маємо

Γ𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) = −Γ𝑛(𝑞𝑧) = 𝑞2𝑧𝑎𝜌𝑏𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)×

×
[︂
1− 𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌0)

𝐾𝑛(|𝜅0|𝜌0)𝐼𝑛(|𝜅0|𝜌𝑏)

]︂
,

який не залежить вiд частоти. Рiвняння (24) набу-
ває вигляду, подiбного до [62] –(︀
𝑞𝑧𝑣0 − 𝜔

)︀2 − Γ𝑛(𝑞𝑧)𝜔
2
𝑏 = 0,

а його розв’язки визначають частоти повiльної
(𝜔−) та швидкої (𝜔+) ХПЗ пучка:

𝜔∓ = 𝑞𝑧𝑣0 ∓ 𝜔𝑏

√︀
Γ𝑛(𝑞𝑧).

Фазовi швидкостi цих хвиль 𝜔∓/𝑞𝑧 вiдповiдно мен-
ше i бiльше швидкостi 𝑣0.

Розв’язки дисперсiйного рiвняння (23) визнача-
ють дисперсiйнi залежностi 𝜔𝑛𝑠(𝑞𝑧) власних хвиль
цилiндричного плазмово-твердотiльного хвилево-
ду, який розташовано в сильному постiйному спiв-
вiсному магнiтному полi. Модовий iндекс 𝑠 = 1,
2, 3, ... є результатом багатозначностi розв’язкiв
трансцендентного рiвняння (23) та вiдповiдає кiль-
костi варiацiй поля вздовж радiальної координати
𝜌. Взаємодiя пучка з цилiндром приводить до змi-
ни частот 𝜔𝑛𝑠 власних хвиль хвилеводу та вiдпо-
вiдних їм хвильових чисел 𝑞𝑧𝑛𝑠 зi змiщеннями 𝛿𝜔
та 𝛿𝑞𝑧 вiдповiдно. Оскiльки 𝜔𝑏 ≪ 𝜔𝑛𝑠, то величини
змiщень |𝛿𝜔| ≪ 𝜔𝑛𝑠, що приводить до “розгойдува-
ння” власних хвиль цилiндра з обмiном енергiєю
мiж ними та ХПЗ. У цьому випадку вiдповiдно до
варiацiйного обчислення рiвняння (22) зводиться
до вигляду(︀
𝑞𝑧𝑛𝑠𝑣0 − 𝜔𝑛𝑠 + 𝑣0𝛿𝑞𝑧 − 𝛿𝜔

)︀2
+

[︃
Γ𝑛(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠)+

+ 𝛿𝑞𝑧Γ
′
𝑛𝑞𝑧

(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) + 𝛿𝜔Γ′
𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠)−

−
𝛿𝑞𝑧𝛼

′
𝑛𝑞𝑧

(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) + 𝛿𝜔𝛼′
𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠)

𝛿𝑞𝑧𝐷
′
𝑛𝑞𝑧

(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) + 𝛿𝜔𝐷′
𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠)

]︃
𝜔2
𝑏 = 0,

де 𝐷′
𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠), Γ′

𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠), 𝛼′
𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) i

𝐷′
𝑛𝑞𝑧

(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠), Γ
′
𝑛𝑞𝑧

(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠), 𝛼
′
𝑛𝑞𝑧

(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) – по-
хiднi вiд вiдповiдних функцiй 𝐷𝑛(𝑞𝑧, 𝜔), Γ𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) i
𝛼𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) за частотою 𝜔 i хвильовим числом 𝑞𝑧 вiд-
повiдно, що обчисленi в резонанснiй точцi (𝑞𝑧𝑛𝑠,
𝜔𝑛𝑠) (точцi перетину прямої 𝜔 = 𝑞𝑧𝑣0 i кривої
𝐷𝑛(𝑞𝑧, 𝜔) = 0, що вiдповiдає iндексу 𝑠, на графi-
ку дисперсiйних залежностей ХПЗ i власних хвиль
цилiндра).

У разi ефекту Вавiлова–Черенкова, коли швид-
кiсть електронiв 𝑣0 задовольняє умову 𝑞𝑧𝑛𝑠𝑣0 =
= 𝜔𝑛𝑠, i транспортуваннi трубчатого пучка
вздовж поверхнi цилiндра, коли 𝜌𝑏 = 𝜌0
i, отже, Γ𝑛(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) = 0, Γ′

𝑛𝑞𝑧
(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) = 0 i

Γ′
𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) = 0, отримуємо(︀
𝑣0𝛿𝑞𝑧 − 𝛿𝜔

)︀2
=

=
𝛿𝑞𝑧𝛼

′
𝑛𝑞𝑧 (𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) + 𝛿𝜔𝛼′

𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠)

𝛿𝑞𝑧𝐷′
𝑛𝑞𝑧 (𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠) + 𝛿𝜔𝐷′

𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠)
𝜔2
𝑏 = 0.
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Дане рiвняння має два комплексно-спряженi ко-
ренi 𝛿𝜔1,2, коли 𝛿𝑞𝑧 = Const. Один iз коренiв має
позитивну уявну частину, що приводить до наро-
стання амплiтуди хвилi з часом. Корiнь з негатив-
ною уявною частиною вiдповiдає загасаючiй з ча-
сом хвилi. Частота цих хвиль є 𝜔𝑛𝑠 +Re 𝛿𝜔. Коли
𝛿𝑞𝑧 = 0, iнкремент нестiйкостi

Im 𝛿𝜔 = 𝜔𝑏 Im
[︀
𝛼′
𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠)

⧸︀
𝐷′

𝑛𝜔(𝑞𝑧𝑛𝑠, 𝜔𝑛𝑠)
]︀

є пропорцiйний
√︁
𝑁𝑏0. У разi Re 𝛿𝜔 < 0 хвилi, що

збуджуються, є повiльними (низькочастотними),
оскiльки їх фазовi швидкостi менше швидкостi
електронiв пучка, а у разi Re 𝛿𝜔 > 0 – швидкими
(високочастотними). У випадку гауссового розпо-
дiлу частинок за енергiями, що вiдповiдає реаль-
ним пучкам, кiлькiсть частинок, якi витрачають
свою енергiю на збудження повiльних хвиль, пе-
ревищує кiлькiсть частинок, якi вiддають енергiю
швидким хвилям у хвилеводi. В електродинамi-
чнiй системi реалiзується монотронний механiзм
генерацiї повiльних електромагнiтних хвиль, коли
зарядженi частинки пучка групуються в такiй фа-
зi електромагнiтного поля, яке збуджується ними,
що в середньому вiддають енергiю власним хви-
лям цилiндра.

Додатково звернемо увагу на те, що розв’язки
(23) для мод з iдентичними розподiлами полiв, але
рiзними за знаком азимутального iндексу, не збi-
гаються. Крiм того, їх розв’язки у разi рiзних на-
прямкiв зовнiшнього магнiтного поля, якi вiдрi-
зняються по фазi на 𝜋, також не збiгаються. Це
свiдчить про те, що власнi хвилi магнiтоплазмово-
го цилiндра, якi поширюються у протилежних ази-
мутальних напрямках, мають рiзнi фазовi швид-
костi (𝜔𝑛𝑠/𝑞𝑧𝑛𝑠). У цьому проявляється принцип
невзаємностi поширення власних хвиль плазмово-
го цилiндра, який розмiщено у сильному спiввiсно-
му магнiтному полi. Цей ефект невзаємностi при-
водить до зняття частотного виродження за ази-
мутальним iндексом. Невзаємнiсть власних хвиль,
що пов’язана з напрямком H0, обґрунтована про-
тилежнiстю напрямкiв обертання електронiв про-
вiдностi твердотiльної плазми у зовнiшньому ма-
гнiтному полi.

Також зазначимо, що рiвняння (22)–(24) спра-
ведливi для електродинамiчних систем, що мi-
стять цилiндричний магнiтоплазмовий твердо-
тiльний резонатор, в якому реалiзуються квазi-

стацiонарнi умови. У разi обмеження хвилево-
ду в поздовжньому напрямку iдеально провiдни-
ми торцевими поверхнями 𝑧 = 0 i 𝑧 = 𝐿 поздов-
жнi хвильовi числа власних мод мають вигляд
𝑞𝑧 ≡ 𝑞𝑧𝑛𝑠𝑙 = 𝜋𝑙/𝐿, де 𝐿 – поздовжнiй розмiр резо-
натора, 𝑙 ∈ N0 – аксiальний (поздовжнiй) модовий
iндекс, що вiдповiдає кiлькостi варiацiй поля (на-
пiвдовжин хвиль) вздовж аксiальної координати 𝑧.
При цьому розв’язки рiвнянь (23) визначають вла-
снi частоти резонатора 𝜔𝑛𝑠𝑙, якi вiдповiдають ча-
стотам власних мод iз хвильовими числами 𝑞𝑧𝑛𝑠𝑙.
Очевидно, що у разi ефекту Вавiлова–Черенкова
в електродинамiчнiй системi однорiдний розподiл
електромагнiтного поля в резонаторi вздовж 𝑧 є
неможливим. Отже, в нашому випадку аксiальний
iндекс 𝑙 ∈ N. З умови синхронiзму випливає, що
𝜔𝑛𝑠𝑙 = 𝜋𝑙𝑣0/𝐿, причому конкретному iндексу 𝑙 вiд-
повiдає лише одна пара значень 𝑛𝑠. Максимальна
ефективнiсть монотронного механiзму збудження
власної 𝑛𝑠𝑙-ї моди резонатора здiйснюється, коли
його безрозмiрна довжина

𝜃𝑛𝑠𝑙 = 𝜔𝑛𝑠𝑙𝐿/𝑣0 + 𝜋/2 = 𝜋(𝑙 + 1/2).

У разi хвилеводу скiнченої довжини 𝐿 (без
провiдних торцевих стiнок) поздовжнi хвильо-
вi числа власних мод резонатора мають вигляд
𝑞𝑧 ≡ 𝑞𝑧𝑛𝑠𝑙 = 𝜋𝛿/𝐿, де аксiальний модовий iндекс
𝛿 ∈ R. Монотронний механiзм збудження власної
𝑛𝑠𝛿-ї моди резонатора має максимальну ефектив-
нiсть, коли

𝜃𝑛𝑠𝛿 = 𝜔𝑛𝑠𝛿𝐿/𝑣0 ≈ 7,72,

що вiдповiдає першiй зонi генерацiї: 2𝜋 < 𝜃𝑛𝑠𝛿 < 9
[63, 64].

8. Висновки

У роботi наведено теорiю взаємодiї нерелятивiст-
ського радiально нескiнченно тонкого трубчато-
го потоку замагнiчених електронiв та плазмово-
твердотiльного цилiндра, що обдувається ним. Дiя
зовнiшнього поздовжнього магнiтного поля приво-
дить до органiзованого руху заряджених части-
нок (електронiв) плазми вздовж силових лiнiй.
Флуктуючi перiодичнi процеси в потоцi електронiв
провiдностi плазми збурюють силовi лiнiї магнi-
тного поля внаслiдок наявностi змiнного електри-
чного струму. Беззiштовхувальний плазмовий ци-
лiндр пiдтримує поширення гелiконiв. Їх пошире-
ння супроводжується поверхневим струмом, який
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тече вздовж твiрних цилiндра. Зiткнення зарядже-
них частинок руйнують поверхневий струм. Вна-
слiдок великої провiдностi плазми у хвилеводi ре-
алiзуються умови формування квазiстацiонарних
електромагнiтних полiв власних хвиль. Виявле-
но, що хвилi хвилеводу формуються суперпози-
цiєю парцiальних гiбридних хвиль гелiконного по-
ходження. Встановлено, що в цилiндрi збуджую-
ться гiбриднi об’ємно-поверхневi електромагнiтнi
хвилi, у яких квадрати поперечних хвильових чи-
сел 𝜅2

1,2 > 0, або поверхневi хвилi, у яких 𝜅2
1,2 < 0,

гелiконного походження. У разi рiзних знакiв ква-
дратiв поперечних хвильових чисел 𝜅2

1,2, як i у
разi їх комплексних величин, збуджуються власнi
гiбриднi об’ємно-поверхневi хвилi хвилеводу. Вiд-
значено ефект невзаємностi поширення власних
хвиль хвилеводу з iдентичними структурами роз-
подiлу полiв, але якi вiдрiзняються напрямом по-
ширення за азимутальною координатою. Ефект
невзаємностi власних хвиль хвилеводу має мiсце
i у разi рiзних напрямкiв зовнiшнього магнiтного
поля, що вiдрiзняються за фазою на 𝜋. Збудження
власних хвиль хвилеводу здiйснюється полем про-
сторового заряду пучка з узгодженням поздовжнiх
компонентiв електричного поля. Вивчено нестiй-
кiсть зв’язаних хвиль електродинамiчної системи –
електронний трубчастий пучок–магнiтоплазмовий
цилiндр, яку розташовано в сильному поздов-
жньому магнiтному полi. Показано, що нестiйкiсть
зумовлена ефектом Вавiлова–Черенкова. У разi
гранично малих прицiльних вiдстанях пучка iн-
кремент нестiйкостi пропорцiйний

√
𝑁𝑏0. Основ-

ним механiзмом генерацiї повiльних (низькочасто-
тних) електромагнiтних хвиль у плазмовому твер-
дотiльному хвилеводi або резонаторi є монотрон-
ний механiзм.
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INSTABILITY OF A TUBULAR ELECTRON
BEAM BLOWING AROUND A PLASMA SOLID-STATE
CYLINDER LOCATED IN A STRONG
LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD

An electrodynamic system, where a magnetized tubular elec-

tron beam blows around a cylindrical solid-state plasma waveg-

uide, has been theoretically studied. It is established that the

hybrid bulk-surface or surface electromagnetic waves of the he-

licon origin are excited in the waveguide, if quasi-stationary

conditions are satisfied. The waveguide eigenwaves are excited

by the beam space-charge field with the matching of the lon-

gitudinal spectral components of the electric field. The non-

reciprocity effect is pointed out between the waveguide eigen-

waves with the structurally identical field distributions but dif-

ferent azimuthal directions of propagation, as well as if the di-

rection of the external magnetic field changes. It is shown that

the instability of coupled waves of the electrodynamic system

takes place due to the Vavilov–Cherenkov effect.

Ke yw o r d s: electron beam, space-charge wave, eigenwaves,
coupled waves, beam instability, instability increment, Vavilov–
Cherenkov effect.
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